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Aufgabe 29: (4 Punkte)

Es gilt folgender Satz:
Satz (J.R. Driscoll, D.M. Healy)

Sei F ∈ L2(Ω) mit F∧(n, j) = 0 für n > m (m ungerade), j ∈ {1, . . . , 2n+ 1}. Dann gilt∫
Ω

F (η) dω(η) =
2π

m+ 1

m∑
p=0

ap

m∑
q=0

F (ηp,q),

wobei die Einheitsvektoren ηp,q durch die Polarkoordinaten

ϕq = q
2π

m+ 1
; q = 0, . . . ,m; (Längengrad)

ϑp = p
π

m+ 1
; p = 0, . . . ,m; (Breitengrad)

gegeben sind und die Gewichte ap wie folgt berechnet werden:

ap =
4

m+ 1
sin

(
pπ

m+ 1

) m+1
2
−1∑

s=0

1

2s+ 1
sin

(
(2s+ 1) p

π

m+ 1

)
; p = 0, . . . ,m.

Verwenden Sie diesen Satz, um die Skalarprodukte 〈Y10,1, Y10,−1〉L2(Ω), 〈Y20,3, Y20,3〉L2(Ω)

und 〈Y50,1, Y100,−27〉L2(Ω) zu berechnen, wobei {Yn,j}n,j hier für die fully normalized sphe-
rical harmonics steht.
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Aufgabe 30: (4 Punkte)

Sei (An) mit An 6= 0 für alle n ∈ N0 eine gegebene Folge. Zeigen Sie, dass 〈F,G〉H((1);Ω)

für alle F ∈ H((An); Ω), G ∈ H((A−1
n ); Ω) existiert.

Aufgabe 31: (4 Punkte)

Seien (An), (Bn) zwei Folgen mit An 6= 0 6= Bn für alle n ∈ N0 und |An| ≤ |Bn| für alle
n ∈ N0. Zeigen Sie, dass dann H((Bn); Ω) ⊂ H((An); Ω) gilt.

Aufgabe 32: (4 Punkte)

Sei An := h−n/2(n + 1
2
)1/2 für n ∈ N0, wobei h ∈]0, 1[ fest ist. Der Reprokern KH des

zugehörigen Sobolevraums H = H((An); Ω) heißt Singularitätskern.
Leiten Sie eine geschlossene Darstellung, d.h. eine Darstellung ohne Reihe, für KH her.
Dies ist analog zu den Betrachtungen für den Abel–Poisson–Kern in der Vorlesung möglich.
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