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Aufgabe 48: (4 Punkte)

Die Funktionen Y0,1, Y1,1, Y1,2, Y1,3 : Ω → R seien gegeben durch

Y0,1 (ε
r(φ, cosϑ)) =

1√
4π

,

Y1,1 (ε
r(φ, cosϑ)) =

√
3

4π
cosϑ,

Y1,2 (ε
r(φ, cosϑ)) =

√
3

4π
sinϑ cosφ,

Y1,3 (ε
r(φ, cosϑ)) =

√
3

4π
sinϑ sinφ,

φ ∈ [0, 2π[, ϑ ∈ [0, π].

Zeigen Sie, dass die Systeme {Y0,1, Y1,1}, {Y0,1, Y1,1, Y1,2} und {Y0,1, Y1,1, Y1,2, Y1,3} jeweils
nicht unisolvent sind, indem Sie für jedes Funktionensystem ein Punktsystem bestimmen,
für das die zugehörige Matrix singulär ist.

Aufgabe 49: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass das System {1, x, x2, . . . , xn} für ein beliebiges aber festes n ∈ N auf
jedem Intervall [a, b] (a, b ∈ R, a < b) unisolvent ist.

- bitte wenden -



Aufgabe 50: (4 Punkte)

Beweisen Sie den Satz von Aronszajn: Damit der (reelle) Hilbertraum X von Funktionen
auf S einen Reprokern besitzt, ist die folgende Aussage notwendig und hinreichend: Für
jedes feste y ∈ S ist das lineare Funktional L : X → R, welches gegeben ist durch

L(f) := f(y), f ∈ X,

beschränkt:
|L(f)| ≤ ∥L∥ · ∥f∥ ∀f ∈ X,

wobei ∥L∥ < ∞.

Aufgabe 51: (4 Punkte)

SeiK der Reprokern vonX aus Aufgabe 50 und sei L : X → R ein beliebiges beschränktes,
lineares Funktional. Zeigen Sie, dass die Funktion g : S → R mit

g(y) := LxK(x, y), y ∈ S,

ein Element von X ist und

L(f) = ⟨f, g⟩ = ⟨f,LxK(x, ·)⟩

für alle f ∈ X gilt.
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