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Aufgabe 25: (4 Punkte)

Gegeben sei die Differentialgleichung

y′′ + ay′ + by = s(x)

mit konstanten Koeffizienten a, b ∈ R und Störfunktion s ∈ C[x0−α, x0+α], α > 0. Zeigen
Sie, dass die folgenden Funktionen jeweils partikuläre Lösungen sind (wobei |x−x0| ≤ α).

a)

yp(x) =
1

λ1 − λ2

[
eλ1x

∫ x

x0

e−λ1ts(t) dt− eλ2x
∫ x

x0

e−λ2ts(t) dt
]
,

falls λ1λ2 ∈ C zwei verschiedene Nullstellen des zugehörigen charakteristischen Po-
lynoms sind.

b)

yp(x) = eµx
[
x

∫ x

x0

e−µts(t) dt−
∫ x

x0

te−µts(t) dt
]
,

falls µ ∈ R doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Aufgabe 26: (4 Punkte)

Lösen Sie die (reellen) Anfangswertprobleme

a) ẍ+ 2ẋ+ x =
√
t+ 1 e−t, x(0) = π, ẋ(0) =

√
2− π

b) 2ẍ− 4ẋ+ 4x = 1, x(0) = 0, ẋ(0) = 0



Aufgabe 27: (1+1,5+1,5=4 Punkte)

Für nicht-lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung gibt es nur für besondere Aus-
nahmefälle Lösungsstrategien, welche in dieser und der nächsten Aufgabe exemplarisch
abgehandelt werden. Speziell relevant sind explizite Gleichungen zweiter Ordnung, also

y′′ = f(x, y, y′),

bei denen f nur von einem Argument abhängt.

a) Gleichungen der Form y′′ = f(x) sind leicht zu lösen: Bestimmen Sie alle y mit
y′′ =

√
x, y(1) = 1, y′(1) = 1.

b) Gleichungen der Form y′′ = f(y′) lassen sich durch eine einfache Substitution in
eine Gleichung erster Ordnung umwandeln: Bestimmen Sie alle y mit y′′ = 1

cosh y′
,

y(0) = 0, y′(0) = 0.

c) Im Fall y′′ = f(y) multipliziert man die Gleichung mit 2y′ und erhält so eine Glei-
chung der Form (y′)2 = g(y), die also von erster Ordnung ist. Bestimmen Sie alle y
mit y′′ = 2 sin(2y), y(0) = 3

2
π, y′(0) = 2.

Aufgabe 28: (1+1,5+1,5=4 Punkte)

Wenn f von nur zwei Argumenten abhängt, existieren ebenfalls Strategien:

a) Für y′′ = f(x, y′) reicht, wie bei y′′ = f(y′), eine einfache Substitution. Finden Sie
alle y, für die (y′)2 y′′ + x2 = 0, y(1) = 2, y′(1) = −1 gilt.

b) Für y′′ = f(y, y′) im Fall y′ 6= 0, wodurch eine Umkehrfunktion y 7→ x(y) existiert,
setzt man p(y) := y′(x(y)) und wandelt die Differentialgleichung um in die Form
dp
dy

= p−1f(y, p). Lösen Sie hiermit yy′′ = (y′)2, y(0) = 6, y′(0) = 2 und begründen

Sie, warum dieser sogenannte Riccati’sche Ansatz allgemein zu dp
dy

= p−1f(y, p)
führt.

c) Für den Fall y′′ = f(x, y) gibt es nur einen allgemeinen Ansatz, wenn speziell die
rechte Seite separiert ist: y′′ = g(x)y. Hier kann man z := y′

y
substituieren (wenn

y 6= 0). Zeigen Sie, dass dann z′ = g(x) − z2 gilt und lösen Sie y′′ = (x2 − 2x)y,
y(0) = −2, y′(0) = −2.


