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1 Mengen und Abbildungen

1.1 Awussagen

Bezeichnungen
Junktor Sprechweise Symbol
Negation ... nicht ... -
Konjunktion | ... und ... A
Alternative | ... oder ... v
Implikation | ... wenn, dann ... =
Aquivalenz ... genau dann, wenn ... <=
Akkiirrzungen: =, =:, <= , <=
Indirektes Beweisverfahren
(P=Q) <= (-Q = -P)
1.2 Mengen
Definitionen:
Teilmenge: ACB:<= (r€ A=z € B)

Gleichheit: A=B<—= ACB,BCA

Vereinigung: AU B :={z € C|z € A oder z € B}

Durchschnitt: AN B:={z € Clz € Aund z € B}

Komplement: A\ B:={z € C|z € Aund z ¢ B}
Rechenregeln (A, B,C Mengen)

(Rl) AcCcB,BCcC= AcCC (Transitivitit von ,,C'“)
(R2) AU(BUC)=(AUB)UC (Assoziativgesetze)
(R3) An(BnC)=(AnB)nC

Prof. Dr. H.-J. Reinhardt
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(R4) AUB=BUA (Kommutativgesetze)
(R5) ANB=BnNA

(R6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetze)
(R7) Au(BNnC)=(AUB)N(AUC)
Definition: Potenzmenge P(A)

= Menge aller Teilmengen von A

einschlieBlich der leeren Menge ()

Definitionen: (A, B Mengen)
(geordnetes) Paar: (a,b) mit a € A, b€ B ;
(a,b) = (a',b") wenn a=4d" und b=10";
Cartesisches Produkt A x B = {(a,b)la€ A, be B}
Rechenregeln
(R8) AX(BUC)=AxBUAXxC, Ax(BnC)=(AxB)Nn(Ax(C)
Beispiele von Mengen

N:= {1,2,3,...} nalirliche Zahlen
7 :={0,1,-1,2,-2,3,...} ganze Zahlen
Z4 =Ny :=4{0,1,2,.. .}

Q:= {¢|a,be Z, b+#0} rationale Zahlen

1.3 Funktionen, Abbildungen (A, B Mengen)
f+A— B, A= Definilionsbereich, B = Bildbereich

Bezeichnung: f:A>z+— f(z)€EB

Definition:  Graph von f

graph [ :={(a,b)la € A, b= f(a)}
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~ O

Beispiel: A::B::Q,f:ABxH%m—léB

Satz 1 Seien A, B Mengen, G C A X B. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Fs gibt eine Abbildung f : A — B mit graph [ = G.

b) Zu jedem a € A gibt es genau ein b € B mit (a,b) € G.

Definitionen: (f:A— B, X CA, Y CB)

Bild von X unter Abb. f: f(X):={f(z)|z € X}
Urbild von Y unter Abb. f: f71(Y):={z € A|f(z) €Y}

Rechenregeln (f: A — B, X;,X; C A, V1Y, C B)

(R1) XiCcXy, = [f(Xy)C f(Xy)

(R2)  f(XhiuXy) = [f(X1)U[f(Xy)

(R3) f(XinXz) C f(X1)N f(X2)

(R4) VicY, = [fYY)cC f(Ys)

(R5)  [T'(iuYe) = [H(Y)USH(Ya)

(R6)  [T(Vi\Y2) = [H(Y)\[7'(Y2), falls Yo C Y.
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Bezeichnungen: Quantoren

Notation Sprechweise

Va € A Hfiir alle Elemente a in A“
daec A »es existiert @ € A%

Jla € A »es existiert genau ein ¢ € A“

Va € A(P) | fiir alle a € A ist P wahr®
Va € A(P) | ,fiir alle Elemente ¢ € A gilt Aussage P“
Va € A: P | ,fiir alle Elemente a € A gilt Aussage P

Bem.: Unter Benutzung von Quantoren lassen sich die dquivalenten Bedingungen des letzten

Satzes wie folgt formulieren:
a) 3f:A— B: graph f=G
b) Vac A3be B:(a,b) €l

Die letzte Bedingung b) — und damit auch a) — sagt, daB eine Abbildung immer wohl-

definiert (oder wohlbestimmt) ist, was man noch dquivalent schreiben kann als

Va,a' € A:a=d = f(a) = f(d)

oder dquivalent als

Va,a' € A: f(a) # f(d) = a#d .

Definitionen: (A, B Mengen, f: A — B Abb.)

[ surjektiv <= Vbe BJac A (b= f(a))
[ injektiv <= Va,d € A(a#d = f(a) #£ f(d'))

[ bijektiv <= [ injektiv und surjektiv
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tdentische Abbildung

tdyg : A —ac A

Hintereinander—Ausfihrung go f (A, B,C Mengen,

f:tA— B, ¢g:B—C()
Asz—g(f(z) el

Rechenregeln

(R7) idpof = foidy
(R8) ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz)

Satz 2 Sei f: A — B Abbildung. Fs gelten folgende Aquivalenzen:

[ injektiv <= 3Jg: B — A(go f=1ids)
[ surjektiv <= dg:B — A(fog=1idp)
[ bijektiv <— dg: B — A
(gof=1ids und fog=idg)
Definition:  (f: A — B bijektiv)

Umkehrabbildung fleflof=ids, fofl=idg

2 Natiirliche und ganze Zahlen

2.1 Axiomatische Einfihrung

Peano-Aziome (IN,0 : IN — IN Nachfolgeabbildung, 1 € IN)

- 5.
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(P1) o ist injektiv

(P2) 1¢o0(IN)

(P3)  Fir M C IN mit
a) 1leM, b) ne M= o(n)eM
folgt: M = 1IN

Prinzip der vollstindigen Induktion:

Eine Eigenschaft oder Aussage E(n) ist fiir alle n € IN richtig, wenn

a) E(1) richtig ist (,,Induktionsverankerung”)

b) Vk € IN gilt: E(k) = E(o(k))

(E(k) heit ,Induktionsvoraussetzung®, E(o(k)) ,Induktionshehauptung”)

Fiir Addition + :IN x IN — IN und
Multiplikation - : IN x N — IN gilt (definitionsgem&f):

a)VeeIN:z4+1=0(z), z-1=2
b) Vey e Niatoly)=ole+y), v-oly)=c-y+e
Rechenregeln

R1 (m4+n)+k=m+n+k), (m-n)-k=m-(n-k)

R3
R4

(R1)

(R2) m+n=n+m, m-n=n-m
(R3) m-(n+k)=m-n+n-k
(R4)

m4+n=m+k=—=n=k, m-n=m-k—=n=%k

(,Kiirzungsregel*)
2.2 Der Wohlordnungssatz

Definitionen:  (m,n € IN)
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m<ni<<dJdJzelN:n=m+=zx
m<n:<=m<n oder m=mn
n>m:<—m<n

n>m:<=m<in

Satz 1 Fir je zwei m,n € IN gilt genau eine der folgenden Relalionen:

(R1) E<mAm<n=k<n

(R2) m<n=m+k<n+k, km<kn
(R3) E-m=k-n=m=n
(

R4) Ek<m= o(k)<m

Satz 2 IN ist ,wohlgeordnet“, d. h.

YVWCIN3JdkeV VeeV:iz>k.

2.3 Einfache Anzahlaussagen

Bezeichnung: 1IN, ={1,...,n}

Definitionen: (A # () Menge)

a) A hat n Elemente, genau wenn es eine Bijektion f: A — IN,, gibt. Wir schreiben:

card A = n oder #A = n.

b) A heifit unendliche Menge, genau wenn es fiir kein n € IN eine Bijektion f: A — IN
gibt: Wir schreiben: #A = oc.

¢) A heift abzihlbar unendlich, genau wenn es eine Bijektion f: A — IN gibt.

- 7-
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Beispiele:

1) #N,=n

2) G:={meIN|Fk € N : m = 2k} gerade Zahlen
@ ist abzahlbar unendlich;
Bijektion f:G> 2k — ke N

3) A:={a,b,c}, B:={d,e}, F={f|f:A— B Abb.}
4P =8

Lemma 3 (M, N endliche Mengen). Es gelten die folgenden Aussagen:
1) 3 Bijektion g: M — N = #M = #N
2) MNN=0=#(MUN)=#M +#N
3) #(M XN)=#M - -#N

1

Bezeichnung: p':=p, prtl: "

=p-p
Satz 4 Sei M endliche Menge, #M =: m. Dann gilt fir die Potenzmenge
#P(M)=2m.

Definition: (M endliche Menge). Jede bijektive Abb. f: M —— M heifit Permutation.

Die Menge
Savi={f: M — M|f bijektiv}
heilt symmetrische Gruppe von M.

Satz 5 Seien M, N endliche Mengen, m := #M , n := #N, und m < n. Dann gibl es

genau

n-(n—1)- ---(n+1-m)
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injektive Abbildungen f: M — N.
Bezeichnung: (k, /€N, k> 1)
p=k—-l<=p+l=k
Definition:  n-Fakultdt n!
=1, (n+1):=(n+1)-n!

Folgerung 6 (m:=#N) #Su =m!

2.4 Primzahlen
Definition:  m teilt n (m|n), genau wenn 3k € N :m -k =n
Rechenregeln (m,n,k € IN)

(R1) mn=m<n
(R2) m|n, nlk = mlk
(R3) m|n, mlk = ml|(in + jk) Vi,j €N

Definition:  p € IN Primzahl, falls
p#1 und Vm € IN gilt die Aussage: mlp=—= m=1.
Falls ¢ € IN, ¢ # 1 keine Primzahl, dann heiflt ¢ zusammengesetzte Zahl.

Satz 7 a) Jede Zahl m € IN, m # 1, ist entweder Primzahl oder ein Produkt von

Primzahlen ( ,Faktorisierung in Primzahlen®)
b) Die Faktorisierung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
Satz 8 Die Menge der Primzahlen ist nicht endlich.

Bemerkung: P, < 22", wobei p,, = n—te Primzahl.

- 9.
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2.5 Ganze Zahlen

Bemerkung: Auf der Grundlage der Peano—Axiome werden die ganzen Zahlen ein-
gefiihrt. Es ist daher nicht méglich, die ganzen Zahlen durch ZZ = {z|z € IN oder (—z) €

IN} zu erkldren, da an dieser Stelle —z noch nicht definiert ist.

Definition: (M # () Menge): Eine Menge R C M x M heifit Aquivalenzrelation auf M,

genau wenn
(1) YzeM:(z,2)€R (,Reflexivitat“)
(2) Vaz,ye M :(z,y) € R= (y,z)€R (,Symmetrie“)
(3) Va,y,z€ M :(2,y), (y,2) € R= (z,2) € R (,Transitivitit“)

Beispiel: M, N Mengen, f: M — N Abbildung,
R:={(z,y) € M x M|f(z) = f(y)} ist Aquivalenzrelation.

Bezeichnung:

r e~y <= (z,y) €R
e~ :={y e Mly~a} = Aquivalenzklasse von z
M/p:=M/.:={z"|z € M}

Lemma 9 Sei R Aquivalenzrelation auf M. Dann gelten die Aussagen:

a) Fir jedes x € M gibt es y~ mit z € y™.

b) Zwei Aquivalenzklassen besitzen genau dann nichtleeren Durchschnitl, wenn sie gleich

sind.

Auf IN x IN LBt sich folgende Aquivalenzrelation einfithren.

Ri={((m,n),(k,1)) € (NxIN)x (Nx N)[m+1=mn+k}.

Definition: 72 :=IN x IN /; heiflt Menge der ganzen Zahlen.

- 10 -
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Bemerkung: Die Differenz der Zahlen m,n ist entscheidend fiir die Zuordnung der

Aquivalenzklasse (m,n)™ zu den bekannten ganzen Zahlen:

0 entspricht (n,n)~ ={(k,l)ln+l=n+k,d h. =k}
1 entspricht (n+4+1,n)~={(k,l)ln+1+l=n+k,d h. k=1+1}
—1 entspricht (n,n+ 1)~ ={(k,)ln+l=n+1+k,d h. I=Fk+1}

Definitionen:  (m,n,k,l € IN):

Addition : (m,n)~ + (k, D)~ = (m+k,n+1)~
Multiplikation = (m,n)~ - (k,)~ :=(m-k4+n-l,m-l+n-k)~

Anordnung : (m,n)~ < (k,)~ <= m+Il<n+k

Bemerkung: Diese Definitionen sind unabhiingig vom Reprisentanten der Aquivalenz-

klasse.

Notation:
Z =A{z|le = (m,n)~, m,neN}

Satz 10 In Z gelten die folgenden Gesetze:

(R1) (z4+y)+z=a2+(y+2) ( ,Assoziativgesetze®)
(z-y)-z=2-(y-2)

(R2) z4+y=y+z,z-y=y-x ( ,Kommutativgesetz*)

(R3) a-(y+z)=ax-y+az-z ( »Distributivgesetz*)

(R4)  Es gilt genau eine der folgenden Relationen:
<y, x=y,z>y ( ,Trichotomiegesetz*)
(R5) Ne,yeZIzeZ :az+z=y
(R6) 0:=(1,1)~ ist neutrales Element der Addition,
dh 0+z=2 VzeZ
(R7) 1:=(2,1)" ist neutrales Element der Multiplikation,
dh l-z=z2 Vel .

- 11 -
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Bemerkung:

1. Aus (R5) folgt die Existenz eines Negativen von x oder additiv inversen Elements

(—z)e Z,d. h. Yo e ZIA-z)eZ a2+ (—z)=0.

2. Die Gesetze (R1) bis (R7) — ohne (R4) — definieren einen kommutativen Ring.

Die Anordnung in ZZ sichert, neben (R4), die folgenden Rechenregeln (R8) bis (R10):

(R8) <y, y<z=ua<z
(R9) r<y—=x+z<y+z

(R10) z<y,z2>0=z-2<y-z
Es gilt noch
(R11) 2-y=0== (z =0 oder y =0)

Die natiirlichen Zahlen lassen sich in ZZ mit den Aquivalenzklassen (n+1, 1)~ identifizieren,

da die Abbildung
t:INsn—(n+1,1)"€Z

injektiv ist. Die negativen Zahlen —n lassen sich durch (1,n 4+ 1)~ definieren.

Definitionen:

v—y:i=zv+(-y),
e (~y)=—(x-y), zyeZ

3 Der Korper der rationalen Zahlen

3.1 Korper

Definition:  Fine Menge IK heif}t ein Kérper, wenn es zwei Abbildungen

+:KxK>(e¢,b)—~a+beK (Addition)
K xK > (a,b)—a-belK (Multiplikation)
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gibt, so daf folgende Axiome erfiillt sind (a,b,c € K):

(Al) a+(b+c)=(a+b)+c (Assoziativgesetze)
a-(b-¢)=(a-b)-c

(A2) a+b=b+a,a-b=b-a (Kommutativgesetze)

(A3)

(Ad) 30,1€eIK,0#1:a4+0=a,a-1=a Vaecl (Existenz neutraler Elemente)

(A5) VaeKFelK:a+b=0

a-(b+c¢)=a-bta-c (Distributivgesetz)

VacK*FbelK:a-b=1
wobei IK* := {k € K |k # 0} (Existenz inverser Elemente)

Folgerung 1

(a) Das ,Negative “ von a € IK, d. h. eine Losung von a +b = 0, ist eindeutig bestimmt
(b=:—a).

(b) Das ,Inverse “ von a € IK*, d. h. eine Lésung von a -b = 1, ist eindeutig bestimmi

(b=:a"1).

Satz 2 (a) Die Gleichung a + = = b(a,b € K) hat genau eine Losung x € IK, ndmlich
z=—a+b.

(b) Die Gleichung a-z = b(a € IK*, b € IK) hat genau eine Lésung, ndmlich v = a=! - b.
Folgerung 3
(a) Fs gilt  —0=0, 171=1.

(b) Fs gilt —(—a)=a VYa€lK,
und (a™1)"'=a VaeIK*.

(c)a-0=0-a=0 VaelK
(d) a-b=0= (a=0 oder b=0)
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Beispiel:

Sei p Primzahl, R := {(z,y) € Z x Z |3k € Z : x —y = k - p} definiert eine Aquivalenzre-

lation auf ZZ; es gibt genau p zugehdrige Aquivalenzklassen

Verkniipfungen +,- auf ZZ, := ZZ [~ := {0™,1~,...,(p — 1)~} sind erkldrt durch

~

YAy = (4 y)T, 2Ty = (e y)”

77, ist ein Koérper mit Nullelement 0~ und Einselement 17,

3.2 Der Korper der rationalen Zahlen

Auf 7ZZ x 7%, mit ZZ* := 7ZZ —{0} ist Aquivalenzrelation durch
R:={((m,n), (k1)) € (Z x 7*) x (Z x ZZ*)|\m -1 = n -k}

erkliart. Die Aquivalenzklassen z := (m,n)~, (m,n) € ZZ x 7ZZ*, werden als Briiche ge-

schrieben: z = %

Bemerkung: 0. E. (d. h. ,ohne Einschrinkung“, oder o. B. d. A. ,,ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit“) 148t sich jede Klasse = (m,n)™ schreiben als z = (k,1)™ mit [ > 0.

0 1
Definitionen: 0 := 1 1:= i

Definition:

Q:=7Zx7"|p Menge der rationalen Zahlen
T = % =) rationale Zahl
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Qe a ¢ _a-d-l—b-c
Addztzon. Z -|- E = bd
a ¢ a-c
Multiplikation: —-—=:= —
ultiplikation 57 b d
Anordnung: %<§:<:>a-d<b-c

(Beachte: 0. E. 5> 0, d > 0)

Satz 4 InQ) gelten folgende Gesetze (z,y,z €Q):

(Q1) (z+y)+z=z4+(y+2) (Assoziativgeselze)
(z-y)-z=2-(y-2)

(Q2) z+y=y+z,z-y=y-z (Kommutativgesetze)

(Q3) z-(y+z2z)=z-y+z-z (Distributivgesetz)

(Q4) FEs gilt genau eine der folgenden Relationen:
r<y,x=y, x>y (Trichotomiegesetz)
(Q5) Ve,yeQIzeQ:z+z2=y
(Q6) 0:= % erfillt: 0+ =2 Vre@Q
(neutrales Element der Addition)
(Q7) 1:= % erfillt: 1 -z =2 VYze@ .
(neutrales Element der Multiplikation)
(Q8) Vo eQ\{0}VyeQIzeq iz 2=y

Folgerung 5 @ ist ein Kérper .
Lemma 6 Die Abbildung
a
/AN 1€ Q

ist injektiv und hat die folgenden Figenschaften:
(a) va+b) = a)+b) , abeZZ;
(b) a-b) = ua)-u(b) , abeZ;
(c) a<b <<= a)y<ub) , abeZZ.
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Definitionen:  27': Inverses von z € Q (z # 0)

—x : Negatives von x € Q)

. a 0 1
Bezeichnung: « statt ik 0 statt T 1 statt 1

3.3 Angeordnete Korper

Definition: Sei IK = Korper, P C IK. Die Menge P heifit Kegel positiver Elemente

(in IK), wenn gilt:
(a) Fiir alle 2 € K gilt genau eine der folgenden Aussagen: « € P, —z € P, . = 0.
(b) z,ye P=uaz-yeP,z+ycP.

(IK, P) heifit dann angeordneter Korper.

Folgerung 7 @) wird zu einem angeordneten Kérper, wenn der Kegel posiliver Elemente

erkldrt wird durch:
reEPi<=1x>0.

Definition:  ((IK, P) angeordneter Korper)
x;y “—=zxz—y€EeP

Entsprechend: z>y, 2<y, x<y
P P P

(Wir schreiben: >, >, <, <)

Rechenregeln (z,y,z, w € IK)

(R1) 2<0<= -z>0
(R2) z2>y<=z+a>y+a YaelkK

(R3) z>y,y>z=2a2>z2
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(R4)
(R5)
(R6) 2#40=2a-2>0
(R7) 1>0
(R8)
(R9)

>y, z2w=—c+z>y+tw

z>y;z2>0=2zx-2>y-z

R8) z>0=2"1>0

R9) z>y=y ' >z (2,y#0)

Bemerkung: P #(,dale P.

Definitionen:

(a) Sei IK ein Kérper. IKy C K heifit Unterkérper von IK, wenn IK; mit arithmetischen

Operationen von IK ein Korper ist.

(b) Seien IKy,IK; Kérper. Eine Abbildung ¢ : IKy — IK; heifit Homomorphismus, wenn
gilt:

ple-y) =) oY), ple+y) =ple) +¢ly), zyeK.
Lemma 8 Seien Ky,IKy Kérper, ¢ : 1Ky — Ky Homomorphismus. Dann gilt:
(a) 9(0) = 0, ¢(—a) = ~¢(a) Yz e IK; .
(b) Gibt es einT € IKy mit p(T) # 0, so gill
A1) =1 und p(z™") = o(z)"! Vo €K}
ferner ist  dann injektiv.

Definition:  Sei IK = Kérper; n-z, n € IN, z € IK, wird erkldrt durch (induktiv):
lra=z,(n+1l)-a:=ac+n-a.

Fir a € Z ist a -z erklirt durch ¢ -2 = 0, falls a = 0; a-2 = n -z, falls n = a > 0;

a-xz=—(—a) z,falls a < 0.
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Satz 9 Sei (IK, P) angeordneter Kérper. Dann gibt es einen Unterkorper 1Ky von IK und
etnen Homomorphismus 1 :Q — Ky mit

(a) T ist bijektiv; (b) T(z) € P, falls > 0.
Der bijektive Homomorphismus in Satz 9 ist erkldrt durch
a -1
7:Q 3 gr—>(a-1)-(b-1) cK .

Bemerkung: Man kann einfach n statt n - 1 schreiben. Nach Satz 9 kann @ als

Unterkorper von IK aufgefaBt werden.
Definition:  Ein angeordneter Kérper (IK, P) heifit archimedisch angeordnet, wenn gilt:

(R10) VeelK VyeP dJnelN:n-y>uz.

Die Aussage (R10) ist dquivalent zur folgenden, zunichst als schwécher erscheinende Aus-

sage:
(R10’) VEeIN VmelN dnelN:n-m>k.

Mit Hilfe dieser Aquivalenz beweist man

Folgerung 10 @) ist ein archimedisch angeordneter Kérper.

Der folgende Satz 148t sich dahingehend interpretieren, dafi es zwischen zwei voneinander

verschiedenen Elementen eines archimedisch angeordneten Koérpers immer eine rationale

Zahl gibt.

Satz 11 Seien (IK, P) angeordneter Kérper, x,y € IK mit & < y. Dann existieren m € 77 ,

n € IN mit

< (m-Dn-1)"t<y.

- 18 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

3.4 Der (Absolut—)Betrag ((IK, P) = angeordneter Korper)

L z , falls 2« >0;
Definition:  |z|:=
—x , falls z<0.

Rechenregeln

(R1) [z[ >0, [z| >, [2| > 2.

(R1) || =0<=2=0.

(R3) |z|<y<+= —a<y,2<y.

(R4) |- z[=z].

(R5) |z -yl =] -]yl

(R6) |z -y~ =le|-|y~", fallsy#0.

Satz 12 Fir die ,Belragsfunktion® K > z — |z| € IK gilt:

(a) |z|=0<=2=0 (Definitheit)
(b) |z-yl=|z|-|ly| Ve,yelK (Homogenitit)
(c) lz+yl <|z|+|y| Ve,y €K (Dreiecksungleichung)

Folgerung 13 [z =yl | < |z —y| Ve,yelK
Definitionen:  Intervalle in (IK, P). Seien z,y € IK, o <y,
[z,y] :={2 € K|z < 2, 2 < y}
abgeschlossenes Intervall mit Grenzen z, y;
(z,y):={z€eK|z <z 2 <y}

offenes Intervall mit Grenzen z,y;

[2,9) = {zeK[z <z 2<y},

(2,9] = {zeKla<z 2<y}
halboffene Intervalle.
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Beispiel: IF = {0,e} mit

Addition und Multiplikation

010 e 00 O
el|le 0 e|0 e
ist Kérper mit 0 := 0, 1 := e, kann aber nicht zu einem angeordneten Koérper gemacht

werden (wegen e + e = 0).

4 Reelle Zahlen

4.1 Einfithrung

In dem Korper der rationalen Zahlen ist das ,,Approximationsprinzip der Analysis“ nicht
durchzuhalten, d. h. komplizierte Objekte kénnen nicht durch Anndherung mit Hilfe von

einfachen Objekten erhalten werden.
Satz 1 FEs gibt keine rationale Zahl z mit 22 = 2.
Beispiel:  Fiir die Mengen

A:={zecQ|z? <2} bzw. B:={yecQly* > 2}

gibt es keine grofite bzw. kleinste Zahl in @).

Man weifl aber, dafl zwischen zwei rationalen Zahlen stets eine weitere rationale Zahl liegt,

1
a:<y:>$<§-(ac+y)<y.

Definitionen:  ((IK, P) angeordneter Korper, §# A C IK)

(a) A heiBt nach oben beschrinkt
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<= JbelK VaeA:a<b;

b heifit dann eine obere Schranke von A.

(b) A heifit nach unten beschrinkt

== JbeclK VacA:b<a;

b heiflt dann eine untere Schranke von A.
(¢) A heiBlt beschrdinkt
<= JdbelK VacA:-b<a<b;
b heiflt dann eine Schranke von A.
Beispiele: (K =@, K ist angeordnet)

(a) IN CQ ist nach unten beschrinkt; 1 ist untere Schranke.
(b) Endliche Teilmengen von @ sind beschrinkt.

(¢) A:={z €Qla? < 2} ist beschriinkt (Schranke: 2).

Definitionen:  ((IK, P) angeordneter Korper, § # A C IK)

(a) z € IK heiBt obere Grenze (Supremum) von A

<= i) =z ist obere Schranke von A ;

i1) wenn y obere Schranke von A, dann gilt z <y .
(Wir schreiben dann: @ = sup,cya oder z = sup A)

(b) z € IK heifit untere Grenze (Infimum) von A
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<= i) x ist untere Schranke von A ;

it) wenn y untere Schranke, dann gilt y < z .

(Wir schreiben dann: z = inf,c4a oder z =inf A)

Folgerung 2 Supremum und Infimum sind eindeutig bestimmt, falls sie exislieren.

4.2 Der Korper der reellen Zahlen

Definition:  Der Kérper der reellen Zahlen ist ein Korper (IR, +, -), in dem gilt:

(A) IR ist angeordnet durch eine Menge P;

(V)  Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von IR besitzt ein Supremum.

Bemerkungen:

1. (A) heifit Anordnungsaziom, (V) heifit Vollstindigkeitsaziom.

2. Aus (V) folgt: Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von IR besitzt ein

Infimum.

3. Nach Folgerung 2 sind Supremum und Infimum eindeutig bestimmt.
Wir halten fest:

(a) 0 € R Nullelement, —a Negatives von a € IR, 1 € IR Einselement,
a~1 Tnverses von ¢ € R* := R \{0}.

(b) Es ist definiert z > y <= 2 —y € P; damit auch >, <, <. Es gelten die
Rechenregeln (R1) — (R9) aus 3.3.

(¢) Es sind induktiv definiert:

n-x: l-z:=2, (nt+l)-z:=z+n-z,

e xli=a, 2"Hli=gz.2".
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(d) Die Abb. 79 : IN 3 n+— n -1 € IR ist injektiv, und es gelten:

ro(m+n) = 1o(m)+ 70(n),
To(m-n) = T7o(m)-T0(n),

m<n = To(m) < 1o(n).
Also 18t sich IN mit einer Teilmenge von IR identifizieren.

(e) Die Abb. 7:@ > % — (a-1)-(b-1)"! € R ist injektiv und ein Kérper—Homomorphismus;

also 148t sich @ als Teilmenge von IR auffassen.

(f) Es ist induktiv definiert (z € R* = R\{0}, n € INg := INU{0}):

(g) In R sind Intervalle erklirt:
[a,b], (a,b), [a,b), (a,b].
(h) Fiir die Betragsfunktion |-|: IR 35 2 — |z] € R,

x , falls x>0,
2| =
—x , falls x<0,

gelten die Rechenregeln (R1) — (R6) aus 3.4 und die Aussagen (a) — (c) aus Satz 3.12.

4.3 Der Satz von Archimedes

Satz 3 Va,bcR,a>0,dIneN:n-a>b.
Bemerkung: 1R ist ein archimedisch angeordneter Korper.

1
Folgerung 4 Va e R, a>0,dneIN: - <a.

3
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Folgerung 5 Va,be R, a<b,dgeQ:a< qg<b.
Folgerung 6 Ve c R Ve > 03¢ €@ : |z —¢| <e.

Lemma 7 (Charakterisierung eines Supremums) Sei A C R, A # 0, A nach oben

beschrdnkt, x € R obere Schranke von A. Dann sind dquivalent:

(a) x =sup,cqa,

(b) Ve>03dae Az —¢ <a.

4.4 Die Quadratwurzel

Satz 8 Vb>03zecR:2>0, 2% =b.

Bezeichnung: 2 =52 oder z=+0b.

Bemerkung: Fiir 2z := —vb gilt auch 22 =5.

4.5 Permutationen und Binomialkoeffizienten

Definition: ol:=1, 1':=1, (N+1):=(N+1)-N!

Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, N Objekte auf » Plitze zu verteilen?

N!

Antwort: N-(N—l)---(Nﬁ-l—r):m
N —7)!

Frage: Wieviele Teilmengen von A, #A = N, mit 7 (< N) Elementen kénnen ausgewdhlt

werden?

Antwort: in Satz 9.

Satz 9 Die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Menge von N Flementen Teilmengen mit
r Flementen auszuwdhlen, ist gegeben durch
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N!

N = I

Definition:  Binomialkoeff.

(n) o n! ~n-(n=1)---(n—k+1)
k)T k)R [

Folgerung 10

™ 3 o 3
I
>~ 3 3
(.
— =
~——
+
TN
=3
|
—
N—

Definitionen:  ( (IK,+,-) Korper, a, € K)

1 n+1
Summe Z ay = ay Z a, = Z ay + apt1
UTl n+1
Produkt H a, :=ay H a, = H Ay * G4

v=1
Rechenregeln (ai,...,0m4n € K a € K, by,...,b, € K)

m—+n

(Rl) Zau‘l' Eam+u = E ay
(R2) a- Zal,_Za a,
(R3) Zaﬁery—Zaﬁbu)

(R4

~—

v=1 \pu=1 u=1

Fiir das Produkt [ gelten analoge Regeln:

m+n

(R5) Hau Ham+l,_ H a, ;
(R6) Hau Hbl,_H (a, -b,);
(R7) a- (Hay):ﬁ a'l™ . a,), falls a>0;

- 95 -

Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

)



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

(RR) H W I , falls m <n

v=m+1 ay—1 Um

(, Teleskopprodukt*);

n

(R9) Z (ay — ay_1) = @p — @, , falls m < n

v=m+1

(, Teleskopsumme*).

Satz 11 (Binomischer Lehrsatz) Seien a,b € R, n € IN. Es gilt

(a+b)" = znj (Z) R

k=0

Beispiele:

1. Wihle zufillig 4mal aus den Ziffern {0,...,9} eine Ziffer aus.

Wie grof} ist die

(Laplace—) Wahrscheinlichkeit, lauter verschiedene Ziffern zu erhalten?

Definition:  Die (Laplace—) Wahrscheinlichkeit durch einen ,,Zufallsmechanismus®

aus einer endlichen Menge X ein Element einer Teilmenge B, B C X, auszuwéihlen,

ist definiert durch

4B

Pr(B) := X

Im Beispiel: A =4{0,...,9}, X = Ax Ax Ax A,

B={(w,z,y,2) € X|w,z,y,z paarweise verschieden} .

Es gilt #X = 10%, #B = 10!/(10 — 4)! = 5040, also P1(B) = 0.504.

2. (ATP-WM) 2 Gruppen mit je 4 (Tennis—)Spielern.

Frage: Wieviele Spiele miissen pro Gruppe gespielt werden, damit jeder einmal gegen

jeden (seiner Gruppe) spielt?

Antwort: 4 = ﬁ =6.
2 1-2
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5 Der Korper der komplexen Zahlen

5.1 Einfithrung

Da der Korper der reellen Zahlen angeordnet ist, gibt es keine Lésung a € IR von a? = —1

(Quadrate miissen in angeordneten Kérpern positiv sein!)

Die Losbarkeit von 22 = —1 ist dquivalent zu

?+1=0.
Allgemein interessiert man sich fiir Nullstellen von Polynomen vom Héchstgrad n > 2,
P = {f:]R——>]R‘f(a:):Zaka:k, z€eR ,
k=0
mit ag, ..., a, E]R} .
Ziel: FErweiterung von IR so, dafl obige Gleichung l6sbar ist; Rechnen mit der imaginédren

Finheit ¢ = v/—1.

5.2 Der Korper €

Definitionen: (R?:=R x R)

Addition + :R*xR?* 3 ((2,9), (u,v)) = (z +u,y +v) € R?
Multiplikation - :TR*xR* 3 ((z,y), (u,v)) — (zu — yo,zv + yu) € R

Satz 1 (IR?,+,") ist ein Kérper mil Nullelement 0 := (0,0) und Finselement 1 := (1,0).

Bemerkung: Das Inverse (u,v) von (z,y) # (0,0) ist gegeben durch

z —y
= — v == -
ot 4y’ z? +y?

Definition: T = K{jrper (]R27 +, ) ;

i := (0, 1) heiBt imagindre Finheit
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Folgerung 2

(a) @ ist ein 2-dimensionaler Vektorraum iber dem Korper IR mit Addition wie oben und

skalarer Multiplikation r-(z,y) := (rz,ry). Basis: 1 =(1,0), ¢ = (0,1)).
(b) @ ist ein 1-dimensionaler Vektorraum dber dem Korper €. (Basis: 1 = (1,0)).
Schreibweise: z = (z,y) e €, z=ua+1y
Definitionen:

¢ = Re(z) Realteil von z

y=1Im(z) Imagindrteil von z

Schreibweisen:
1 statt (1,0) bzw. 141:-0,
0 statt (0,0) bzw. 04+4-0,
z statt (z,0) bzw. z+4+1:¢-0,
iz statt (0,2) bzw. 04 iz.
Folgerung 3 VacR 32€@:22+a=0.

5.3 Der Absolutbetrag in €

Definitionen:

(a) Zu z =z 4 1y € Cheifit Z:= z — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.

(b) Die Abbildung
[ -] :®9x+iyr—>(az2+y2)1/2E]R

heifit der Absolutbetrag (Betragsfunktion) in (.
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Rechenregeln

(Rl) zZtzm=m+%m, Z5 =215, 2=2;
) -

(R2)  Re(z) = 5(:47%), Im(z)=(:-%);
(R3) o[ =zl = (=-2)"/*;
(R4)  Re(z) < |z|, Imz < |z]|.

Folgerung 4 Fir |.| gilt
(a) |z2|=0<=2=0 (Definitheit)
(b) |zw|=|z||w| Vz,wedl (Homogenitit)

(¢) |z+w| <|z|+|w]| Vz,we € (Dreiecksungleichung)

Darstellung in komplexer Zahlenebene:

Im A
v Z
b'e Re
- y_ z
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6 Zahlenfolgen

6.1 Folgen

Definition:  Sei M nichtleere Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung f:IN — M.

Wir schreiben
a=(tp)peNy mit a,:= f(n), n € IN .

Die Elemente a, , n € IN, heiflen Glieder der Folge.
Eine Folge (an)new in M := 1R bzw. M := C heifit reelle bzw. komplexe Zahlenfolge.

Bis auf weiteres sei jede Folge eine reelle Zahlenfolge.
Beispiele:
1. a,:=n*, nelN:1,4,9,16,...

2. ap:=a, nelN:a,a,a,...

konstante Folge
3.a,:=(-1)"n, nelN:-1,2,-3,4,...
4. ap,:=1+4+(-1)", nelN:0,2,0,2,...

1
5. ap:=—, nelN:1,

6. ap:=1, apyq:=

7T.a1:=a3:=1, apy1:=ap,+a,—1, n€N:1,1,2,3,5,...
Fibonacci—Zahlen

1 11
8. api=—+——, neEN, n>2:- -,
(n—1)(n-2) 276

1
127

Diese Folge beginnt erst ab einem ng € IN : ap,, tng+1, - - -

Definition:  (a,)n,en heit beschrinkt
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<= JbelR VnelN:|a,| <b.

6.2 Der Konvergenzbegriff
Definitionen:  Sei (a,)n,en Folge.

(a) (an)nen heiBt konvergent gegen a € IR
<= Ve>03INelN Vn>N:|a,—a|l<e.

a heifit dann Grenzwert (oder Limes) von (a,),en. Wir schreiben dann

a=Ilima, oder a=lima, oder a, — a(né€N).
n neN

(b) (an)nen heiit konvergent, wenn (ay,).ew gegen ein a € R konvergiert.

(¢) (an)nen heiBt Nullfolge

<= (an)neN konvergiert gegen 0.
Folgerung 1 Jede Folge besitzt hochstens einen Grenzwert.

Bemerkung:  Konvergiert die Folge (ay,)neN gegen a, so kann man wegen Folgerung 1

sagen:

Fiir jedes ¢ > 0 liegen nur endlich viele Glieder der Folge auflerhalb von
(a—¢,a+¢).

Oder: Fiir jedes ¢ > 0 liegen fast alle a,, in (a — ¢,a + ¢€).
Folgerung 2 Ist die Folge (a,),eN konvergent, so ist (ap)neN beschrdnkt.

Definition: Ist eine Folge (a,)neN nicht konvergent, so sagen wir: (@, )nen ist divergent.

Beispiele:

1. a, :=n?, n €N, ist divergent, da nicht beschrinkt.
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2. ap :=a, n € IN, ist konvergent gegen a.

3. ap =1+ (=1)", n € IN, ist divergent, da |a, — an41| =2 Vn € IN.
1 .

4. an = —, n € IN, ist Nullfolge.
n

5. ap :=a", n € IN, mit |a| < 1 ist Nullfolge.

6.3 Rechenregeln
Satz 3 Seien (an)neN s (bn)neN konvergente Folgen, a = li}gn tn, b= li£n b,, und A € R.
Es gilt:

(@) (anbr)nen ist konvergent, ab = 1i7£r1(anbn).

(b) (an + by)new ist konvergent, a + b = li7£n(an + by).

(¢) (Aayp)nen ist konvergent, Aa = liTan()\an).

Bemerkung: Auch die Differenz konvergenter Folgen konvergiert.

Satz 4 Seien (an)neN, (bn)new konvergente Folgen, a = 1171;n an, b = liﬁn b,. Sei b # 0.

Dann gilt:

(a) ANg € N Vn > Ny : b, # 0;

(b) (@b, ')n>nN, ist konvergent und

ab™ = lim a,b;' .
nZNO

Beispiele:

n
1. Potenzsummen Z E', ne N, I € INg fest, sind divergent.
k=1
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3n? +1 3
9 api= T2 2 N
@ 2n? —n+1 —>2 (n € IN)
3. ay —(Z)n—k—m (neN), ke N,
2n—1 1
4. ap = ZQ <1-|—2>——>2 (neIN).

5. an:=nfa", nelN,ke€Z,ac(-1,1):lima, =0.
n
Satz 5 Seien (ap)neN , (bn)new Folgen. Es gilt:

(a) Ist (an)nen eine Nullfolge und (by)new beschrinkt, so ist auch (apby)nenN eine Null-

folge.

(b) Seien (an)neN, (bn)neN konvergent, und es gelte a, < b, Yn € IN. Dann gilt lim a,, <
n

lim b,,.
n

(c) Seien (ap)neN, (bn)new konvergent mit a := lima, = limb,. Gilt fir eine Folge
n n
(¢n)neN, daff an, < ¢, < by, Yn > Ny, dann konvergiert auch (¢,)neN und a = lim ¢,
n

( ,Sandwich—Theorem*).
Beispiel:
6. Fibonacci—Zahlen
F=F=1, Fug=F+F4.

Man beweist induktiv, dafl
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6.4 Konvergenzkriterien

Definitionen:  Eine Zahlenfolge (a,),en heiBt
(a) monoton wachsend, falls a, < a,41 Vn € IN;
(b) monoton fallend, falls a, > ap41 Yn € IN ;
(c) streng monoton wachsend, falls a, < an,y1 Vn € IN;
(d) streng monoton fallend, falls a, > apy1 Yn € IN .

Beispiele:

1. ap := (Z) n %, neIN, iststreng monoton wachsend fiir jedes k € IN.

1 n
2. a, = <1 + —) ,neIN, ist streng monoton wachsend.
n

3. (endliche geometrische Reihe). Fiir ¢ # 1 sei a, := 3 7_q¢*. Man zeigt induktiv:

1— n+1
o - 1o
1-¢q

Satz 6 Jede beschrinkte, monoton wachsende (fallende) Folge ist konvergent.
. IN™, .
Beispiel: «, := (1 + —) ist monoton wachsend und beschrinkt,
n

1 n
2< <1 + —) <3.
n
Damit ist (ay)nen konvergent und fiir den Limes gilt
. T\"
2§hm<1—|——) <3.
n n

Definition: e :=lim <1 + l) heiflt Fulersche Zahl.
n n

Definition:  Sei (a,)n,en eine Folge und (px)reN eine streng monoton wachsende Folge

natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge (a,, )rew Teilfolge von (ay,)neN.
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Folgerung 7 Sei(a,),en konvergent und (a,, ke eine Teilfolge. Dann ist auch (a,, )reN

konvergent und es gilt

lima,, =lima, .
oy, 11

Satz 8 (Satz von Bolzano—Weierstrass) Jede beschrinkte Folge enthdll eine konver-

gente Teilfolge.

Definition: Fine Folge (an)new heiBt Cauchy-Folge, wenn gilt: Ve > 0 3N € IN

Vm,n > N :|ap — an| < ¢.
Satz 9 FEine Folge (a,)nenN ist dann und nur dann konvergent, wenn sie Cauchy—Folge ist.
Bemerkungen:

1. Jede Cauchy—Folge ist beschrankt.

2. Das Vollstindigkeitsaxiom (V) kann man ersetzen durch das Axiom: Jede Cauchy—

Folge konvergiert.

3. Die Aussage von Satz 9 heifit auch das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Beispiel:  Betrachte die induktiv definierte Folge

1
a; =1, an+1::1+a, nelN .

(an)new ist Cauchy—Folge.

6.5 Wurzelberechnung

Satz 10 Seien b > 0, ¢ € IN, ¢ > 2. Dann existiert genau ein x > 0 mit z? = b und fir
die induktiv definierte Folge
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—

. 1 b
a1 >0 mat aga,anH::(l——)an-l—— I

q q al”

gilt:  x =lima, .
n

Schreibweise: z = /b oder =z = bl/1.
Bemerkung: Fiir ¢ = 2 lautet die Vorschrift:

1
Q%Zb, an+1::§an+§a—.
n

6.6 Haufungswerte

Definition:  a € R heifit Hdiufungswert der Folge (ap,)neN

<= Ve>0 VNelNIn>N:la,—a|<e.

Bemerkung:

1. @ € R ist Hiufungswert von (a,)nenN, genau wenn fir jedes ¢ > 0 in (a —¢,a + ¢)

unendlich viele Glieder a,, liegen.

2. Man beachte den Unterschied von 1. zu konvergenten Folgen (dort: ,fast alle a, in

(a—¢e,a+¢e)“).
Satz 11 Sei (an)new Folge und a € R. Dann sind dquivalent:
(a) a ist Hiufungswert von (an)neN-
(b) Es gibt eine konvergente Teilfolge (a,, )rew von (ay)new mil a = liin ay, -
Folgerung 12 Jede beschrinkte Folge besilzt einen Hdufungswert.

Folgerung 13 Sei (an)new konvergente Folge und a := lima,. Dann ist a der einzige
ko3

Héufungswert von (@, )neN-
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Beispiel:
1. a, :=(—1)", n € IN, hat Hiufungswerte 1 und -1.
1 , n ungerade
2. Ay =
n , ngerade.

1 ist einziger Hiufungswert von (a,)new, aber die Folge (ay,)new ist divergent.

Folgerung 14 Ist (an)neN eine beschrinkte Folge, dann ist die Menge der Hdufungswerte

von (an)neN nichtleer und beschrdnkt.

Definition:  Sei (a,)nen eine beschrinkte Folge und H := {a € IR | Hiufungswert von

(@n)neN}.

Wir setzen:

lim a, := limsupa, := supa Limes superior
n neN acH
lim a, := liminfa, := inf a Limes inferior
n nelN acH
Bemerkung:  Ein Hiufungswert liegt genau dann vor, wenn fiir jedes € > 0 unendlich

viele Glieder a,, in (a — ¢, a + ¢) liegen.

Folgerung 15 Sei (ay,)neN beschrinkte Folge. Dann sind lim a, und lim a, Hdufungs-

werte von (an)neN-

Folgerung 16 Sei(ay,)neN beschrinkte Folge und H die Menge ihrer Hiufungswerte. Dann

sind fir a € IR dquivalent:

(a) (an)neN konvergiert gegen a.

(b) H = {a}.

(c) a = lim a, = lim a,,.
n n
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6.7 Anmerkungen zu komplexen Zahlenfolgen

Konvergenz—Aussagen kénnen analog auf komplexe Zahlenfolgen iibertragen werden, wenn

der Absolutbetrag in IR durch den in € ersetzt wird. Wegen
|2l = (Re(2)* + Im(2)")'/?, z €@,

konvergiert eine Folge (2, )n,en in € gegen ein z € €, genau wenn (Re(zy,))neN gegen Re(z)
und (Im(z,))nen gegen Im(z) konvergieren. Aussagen, die sich auf die Anordnung in IR

beziehen, sind in € nicht formulierbar.

7 Reihen

7.1 Konvergenz von Reihen
Wir nennen Y 72 ax eine Reihe und

n
(Sn)neN , Spi= Z“k , nelN,
k=1
die Folge der zugehorigen Partialsummen.
Definition: Die Reihe >"72, aj heifit konvergent genau dann, wenn die Folge (s, )nenN
ihrer Partialsummen konvergiert; s = lims, heiit Summe (oder Wert) der Reihe. Wir
n

schreiben

00
s = Z“k .
k=1

Wenn )77, ai nicht konvergiert, dann heifit die Reihe divergent.

Beispiele:

o0

1. Z e ist konvergent, da die Folge der Partialsummen monoton wachsend und
k=1
beschrankt ist.
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2. Geometrische Reihe: Sei a € IR, |a| < 1.

n o0
1 — antl 1
k . k
S :E @ = —- lim s, = :E a” .
" l—a ' n ™" 1-a =

o0
Fiir |a| > 1 ist E a® divergent.

k=0
. . G =1,
3. Die harmonische Reihe Z — ist divergent.
k=1 k

Bemerkung:

1. Zu einer Folge (a,)nen kann man durch by := a1, b, 1= @, — @p—1, n > 2, eine Reihe

> pey bx so konstruieren, so dal a, = > 1 _; bg.
2. Fiir den Grenzwert einer Reihe spielen endliche viele Glieder keine Rolle.

3. Analog zu Reihen kénnen unendliche Produkte als Folgen von Partialsummen endli-

cher Produkte definiert werden.

Rechenregeln Seien ;7 ar, > r—; by konvergent.

(Rl) io:(ak:{:bk) = iakiibk ;
kozol Oéc:l k=1
(R2) Z(Aak) = )\Z a .
k=1 k=1

7.2 Konvergenzkriterien

Satz 1 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

o0
(a) Z ay konvergiert;
k=1

(b) Ve >03IN € N Vn,m >N, n>m: <e.

n
o
k=m
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Folgerung 2 Ist 72, a, konvergent, so ist (a,)nenN eine Nullfolge.
Bemerkung: Die Umkehrung von Folgerung 2 gilt nicht!

Satz 3 (Leibniz—Kriterium fir alternierende Reihen)

Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert .72, (—1)*ay,, und es gilt

Sop41 <8 < S,

wobei

Sp 1= Z(—l)kak ,osi= Y (1) a
Beispiel:

. , : R el
1. Die alternierende harmonische Reihe Z(—l) z ist konvergent.
k=1

Definition:  Eine Reihe Y 72, aj heifit absolut konvergent genau dann, wenn Y 72, |ay]
konvergiert.

Folgerung 4 Jede absolut konvergent Reihe ist konvergent.

Satz 5 (Majoranten—Kriterium)

Seien (ap)neN, (bn)new Folgen mit |a,| < b,, n € IN. Ist 372, by konvergent, so ist

> req ar absolut konvergent, und es gilt:

00 00 00
Dlap <Y Jarl <D bk
k=1 k=1 k=1

Beispiele:
=1
2. Z 5] ist (absolut) konvergent.
k=1
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1
ist divergent.

3. >
k=1

S

k
Satz 6 (Quotientenkriterium)
Fir die Reihe 3 p—, ay gelte:
(a¢) AN e NVn > N :a, #0;
(b) 3¢ €10,1)Vn > N : |ans1||an] "t < q .
Dann ist die Reihe y ;-4 ar absolut konvergent.

Beispiele:

>, k2 8
4. kz::l o ist konvergent <q =3 fir n > 3>;

o0

1
5. Z =) ist konvergent (s. Beispiel 1in 7.1), das Quotientenkriterium ist hierfiir jedoch
k=1
nicht anwendbar.

Satz 7 (Wurzelkriterium) Gilt
Jg€[0,1)IN €N ¥Yn > N :a,| < ¢",
dann ist die Reihe ;2 ap absolul konvergent.

Man hat folgende Fehlerabschétzungen fiir den Fehler

o0
rN =8 — SN = Z br
kE=N+1

der konvergenten Reihe )77, by.

Leibniz—Kriterium: b, = (—1)"a,, (a,)nen monoton fallende Nullfolge,

Irn| < [bny1] < angr;
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Quotienten—Kriterium: |b,41| [b,|7! < ¢ Vn > 1, ¢ €[0,1),

1
lrn| < [onvga] - ——;
1—-y¢

Wurzel-Kriterium: [b,| < ¢", n>1, ¢ €0,1),

N+1

Irn] < ¢ .
1-g¢

Bemerkung: Diese (a—priori) Abschitzungen kénnen benutzt werden, um die Anzahl der
zu berechnenden Summanden zu bestimmen, mit der eine gewiinschte Genauigkeit (sicher)

erreicht wird.
Beispiele:

% (_1\k
6. Z (=1 ist konvergent (nach Leibniz—Kriterium).
k=1 \/E

Die Genauigkeitsforderung |ry| < & mit ¢ = 1077 ist erfiillt, wenn

1
lry| < —=—=—=<e, d.h. N>10.

VNETS

< k? 8
7. Z 57 ist konvergent (nach dem Quotientenkriterium, ¢ = — ); Fehlerabschédtzung;:
k=1 2 9
(AT + 1)2
vl < R 9

7.3 Die Exponentialfunktion

o0

1
Satz 8 Fir jedes a € IR ist die Reihe Z yak absolut konvergent.
k=0 """
Definition:  FExponentialfunktion
1, fallsa=0,

exp:R>aw— X gk
EE’ falls @ # 0.

k=0
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Folgerung 9

. \" =1
6—11II1<1-|—;> —Zﬂ—exp(l).

k=0
Folgerung 10
Nk N+1
a 2a|N T . N+1
exp(a) — kz: | S RE Jirla| < 5
=0

7.4 Umordnung von Reihen, das Cauchy—Produkt

= (1)
Beispiel:  Die Reihe —
p ;; p

folgende ,,Umordnung®

R U AU R R 0
2 3 4 5 7 6 9 11 13 15 8

ist konvergent (nach dem Leibniz—Kriterium), aber die

konvergiert nicht. Es ist ndmlich

1 1+ 1 +q > gn—1 ! ! Vn > 2
27 4+ 1 27 4+ 3 ontl _ 1 = on+1 4 -

Fiir die umgeordnete Reihe lassen sich die Summanden wie folgt zusammenfassen und

abschétzen:
1 n 1 n n 1 1 S 1 1 S 1 > 9

711 2y3 4 1 mt2-4 m+2-5 =7
d ! 1—1> (<= n+12>10) fi > 9 gilt
CAT5 T my2 ol ) 2 T e
Definition: Sei 7 : IN — IN eine Bijektion. Dann heifit } 72, a, (1) eine Umordnung
von y 72y .
Definitionen: Eine konvergente Reihe heifit unbedingl konvergent, wenn sie bei einer

beliebigen Umordnung konvergent bleibt. Andernfalls heiflen konvergente Reihen bedingt

konvergent.
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Satz 11 (Umordnungssatz) Sei Y j—, ar absolut konvergent und 7 : IN — IN eine Bijek-

tion. Dann ist auch die Umordnung 3237 a; () konvergent, und es gilt

D ar(k) = D @
k=1 k=1

Bemerkung:  Der letzte Satz gilt ohne die absolute Konvergenz nicht ( Gegenbeispiel:

ST

> )

k=1
Definition:  Seien > 72, ar, > 72, bx Reihen. Die Reihe }"77, ¢z mit

n
Cp = Zan—m-}-lbmy nelN,

m=1

heift das Cauchy—Produkt der Reihen >, ar, > bx.

Satz 12 Das Cauchy—Produkt 5 ;24 ci der absolut konvergenten Reihen Y 524 ar, Y. peq bk

ist absolut konvergent, und es gilt
ch = <Z ak) <Z bk> .
k=1 k=1 k=1
Bemerkungen:

1. Fiir die Konvergenz eines Cauchy—Produkts reicht es aus, dafl eine der beiden betei-

ligten Reihen absolut konvergiert.

2. Konvergieren } 72, ar, » iy bx und ihr Cauchy—Produkt >°72, ¢z, so gilt

S () (50)

k=1

Als Anwendung von Satz 12 erhilt man

Folgerung 13 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)

Fiir alle a,b € R gilt:
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exp(a + b) = exp(a)exp(b) .
Folgerung 14 FEs gilt

(a) exp(a) >0 VaelR;
(b) exp(—a) =exp(a)™! Va € R;

(¢c) exp(n)=¢" VnelN .

7.5 Die g—adische Entwicklung

Lemma 15 Sei g € IN, g > 2. Dann konvergiert eine Reihe der Form
o0
Zakg_k mit  ar €4{0,...,9—1}.
k=1

Definition: Sei g € IN, g > 2. Die Elemente {0,...,g — 1} heien g—adische Ziffern zur

Basis g, und
o0
gmzakg_kv (LkE{O,---,g—l},
k=1
heifit g—adische Entwicklung von x € IR, falls
x:ngakg_k mit a1 #0, me Z
k=1
und
YVNelN dn>N:a,#g—1.
Bemerkung: Ein Dezimalbruch 0,z1z3z3--- stellt die Zahl
1 22 Z3
10 + + +

102 103
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dar, z; € {0,...,9}, und ist im obigen Sinne eine 10-adische Entwicklung (mit m =0,

21 #0)
Satz 16 Seig € IN, g > 2. Jedesz € R, x > 0, besitzt genau eine g—adische Entwicklung.

Bezeichnungen:  Zahlen +z € IR der Form

N
ngmzakg_k7 |m|§*7147ak6{07"'7g_1}7a17£0
k=1

heiflen abbrechende systematische Briiche zur Basts g oder Gleitkommazahlen zur Basis g
mit Mantissenstellenzahl (,,Genauigkeit*) N und Exponentenbereich {m € ZZ||m| < M}.

Wir schreiben auch

x = +0.a1az---any X g™ oder 1z =*|ay---an|m
(|m|SM7a2€{Ovvg_l}val7£0)
Beispiele:

Basis ¢g=10 : Dezimalzahlen
g= 2 : Dualzahlen
g= 8 : Oktalzahlen

g =16 : Hexadezimalzahlen

8 Stetigkeit

8.1 Reelle Funktionen, Grenzwerte

Seit D,W C R, f: D — W Abbildung (oder Funktion)
D = Definitionsbereich, W = Wertebereich.

Bezeichnungen:
[a,00) = {eeRfe>a},
(a,0) = {ze€R|z>a},
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(—0,a] = {zeR|z<a},
(—o0,a) == {ze€R|z<a}.
Beispiele:

1. Konstante Funktion f:IR 3>z~ aclR;
2. Identische Funktion id:IR 3>z~ z €IR;

e

Absolutbetrag abs:R >z +— |z] € R ;

4. GauBlsche Klammer  ent:IR >z~ [z] € R ;
wobei [z] := max{k € Z |k < z},

1, z>0,
5. Signum-Funktion sign: IR 32— 0, 2=0,
-1, z<0;

6. Exponentialfunktion exp:IR >z — exp(z) € R .
Algebraische Verknipfungen von Funktionen (f,g: D — IR, r € R):
f+g : Doz f(x)+g(z) e R;

r-f + D3z—rf(z)eR;

fr9 + D3z f(x)-g(z) e R;
S D’Bfo(x)ElR, wobei
g 9(z)

D' := {2 € Dlg(x) # 0}

Komposition oder Hintereinanderausfihrung (f: D — R, g: D' — R ; f(D)C D)

gof:D3z—yg(f(z)) R .

Beispiele:

7. (vgl. Bspl. 3) abs=gof mit
JiRoz—z2eR,g:[0,0)32+— /7R
(wobei /2 =0 fiir =0 ).
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8. Polynom vom Grad n :

k23
p:IRBxHZaZ-mZGIR

=0

wobei ag,...,a, € R, a, # 0.

Definition: Sei f=D — 1R, a€ D. c€IR heiit Grenzwert von f in a genau dann,

wenn fiir jede Folge (2, )neN mit

x, €D ¥YneIN, a:l%nxn
gilt:

¢ = lim f(zn) .
Wir schreiben: ¢ = lim flz) .

Satz 1 Sei f: D — IR, a€ D, celR. Dann sind dquivalent:

(a) ¢=lim f(z)

(b) Ve>036>0 VeeD:|lz—a|<é=|f(z)—c|/<e.
Beispiele:
9. (vgl. Bspl. 3) lin% abs(z) =0 ;

10. (vgl. Bspl. 6) lin% exp(z) =1;

11. f:R3z— lim f(z) existiert nicht.

1 0;
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8.2 Stetige Funktionen
Definitionen: Sei f: D — R .

1. f heifit stetig in a € D

<= lim f(z) existiert und f(a) = lim f(z) .

r—a r—a

2. f heift stetig (in D)

<= f stetig in jedem @ € D.

Satz 2 Sei f: D — R, a € D. Fs sind dquivalent:

(a) f ist stetigina € D .

(b) Ist (z,,)nenN eine Folge mit z, € D, n € N, li}gn x, = @, dann gilt

lim f(zn) existiert, lim flzn) = fla).

(¢)Ve>036>0 VeeD:|z—a<éd=|f(z)- fla)<e.

Beispiele:
1. Die konstante und identische Funktion ist stetig in IR .

2. Die Betragsfunktion abs ist stetig in IR.

3. Die Exponentialfunktion exp ist stetig.
Satz 3 Sei f: D — IR stetigina € D und f(a) > 0. Dann gilt:
36 >0 Vee(a—b,a+6)ND: f(z)>0.

Bemerkung: Funktionen, die an diskreten Stellen erkldrt sind, z. B. f(n) =a,, n € IN,

sind immer stetig.
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8.3 Rechenregeln

Satz 4 Seien f,g: D — R, r € R, und seien f,g stelig in a € D. Dann gill
(a) f+g, f-g,r-f sind stelig in a.
(b) Ist g(a)# 0, so ist auch g stetig in a .

Satz 5 Seien f: D — R, g: D' — R Funktionen mit f(D) C D'. Ist f stetigina € D

und ist g stetig in b := f(a), so ist go [ stetig in a.
Definitionen:  Sei f: D — IR Funktion.

1. f heiit streng monoton wachsend bzw. monoton wachsend

= Vz,yeD:z<y= f(z)< f(y) bzw. f(z)< f(y).

2. f heilt streng monoton fallend bzw. monoton fallend

= Vaye Dz <y= f(2)> f(y) bow. f(z)> f(y).

Satz 6 Sei f:[a,b] — IR stetig, streng mononton wachsend, und es gelte [A, Bl = f([a,b])
mit A < B. Dann existiert f~1 :[A, B] — IR, und es gilt

Y ist stetig und streng monoton wachsend.

9 Einige Sitze iiber stetige Funktionen

Sei [a,b] ein Intervall mit a < b.

9.1 Der Zwischenwertsatz
Satz 1 Sei [ :[a,b] — IR stetig und es gelte:

J(a)f(b) <0.
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Dann gibt es ein z € (a,b) mit f(z) =0 .
Bemerkungen:

1. Die Zahl z in Satz 1 heifit Nullstelle von f. Uber die Eindeutigkeit einer Nullstelle

wird in Satz 1 nichts ausgesagt.

2. Das Konstruktionsprinzip fiir die Folgen (ap)neN, (bn)nen im Beweis von Satz 1 —
a <ap <appp < <2< < bpyr < by < b — wird als Bisektionsverfahren
oder Intervallschachtelungsverfahren bezeichnet.  Als Abbruchkriterium kann man

verwenden

max |z — 2| <bp—an, <27 (b—a), n € N (a—priori und a—posteriori Kriterium) .

T=an,bn
Beispiele:
1. Das Polynom p(z):= 2'” + 2z + 1 besitzt eine Nullstelle in (=1,0) .

2. Die Gleichung exp(—z) = z besitzt eine Lésung z in [0, 1], d. h. eine Nullstelle von

exp(—z)—z .

Satz 2 (Zwischenwertsatz). Sei g : [a,b] — TR stetig, sei ¢ € R eine Zahl zwischen g(a)
und g(b). Dann gibt es ein z € [a,b] mit g(z) = c.

Folgerung 3 Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann gilt f([a,b]) =
[f(a), [(D)]

Beispiel:

T , ¢ e@Qno,1],
1—-z , z€[0,1]\Q .

3. g(;p) =

1
Diese Funktion ist nur stetig in @ = 2 nimmt aber jeden Wert zwischen 0 und 1 an. Damit
gilt die Umkehrung der Aussage des Zwischenwertsatzes nicht, d. h. eine Funktion, bei der

jeder Wert zwischen g(a) und ¢(b) als Bild unter g auftritt, ist nicht notwendig stetig.
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9.2 Existenz von Extrema
Gilt z :=supa € A, dann schreiben wir

a€EA

¢ = maxa = max A (z: Mazimum von A)
ag

Entsprechend:
y=mine =min A (y: Minimum von A)

a€A

falls y:=infacqa € A.
Definition:  f: D — IR heifit beschrinkt, wenn f(D) beschrinkt ist.
Satz 4 Ist [ :[a,b] — R stetig, so ist [ beschrinkt, und es existieren Z, z € [a,b] mit
fz)= sup f(z), f(z)= inf f(z),
z€[a,b] r€fa,b]

d. h.
f(Z) = max f([a,b]), f(z) = min f([a,d])
Beispiele:
1 . L . . .
1. f:(0,1] > 2 — — € R ist stetig, nimmt jedoch sein Supremum nicht an.
x
2. f:[0,1]3 2 —

ist nicht stetig bei 2 = 1 und nimmt sein Supremum nicht an.

9.3 Gleichmaflig stetige Funktionen

Definition:  Eine Funktion f: D — IR heifit gleichmdfig stetig (in D), wenn gilt
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Ve>030>0 Ve,o' e D:|z—2'|<6=|f(z)- f(z') <e.

Bemerkung: Eine gleichmifig stetige Funktion ist offenbar stetig, die Umkehrung
1

gilt jedoch nicht, wie das Beispiel f(z) = —, 2 € (0,1], zeigt. Fiir abgeschlossene Intervalle
x

[a,b] als Definitionsbereich gilt auch die Umkehrung (s. Satz 5).

Satz 5 Ist f:[a,b] — R stetig, dann ist [ gleichmdfSig stelig.

9.4 Bemerkungen zur Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp ist bereits durch ihre Werte in @ festgelgt, was die folgende

Schreibweise nahelegt:
e’ :=exp(z), z€R.
Rechenregel

el“l'y = eTe¥

, z,y€R .
Definitionen:  ((a,),en Folge)
(a)li7£nan:oo:<:> VK>0dNeIN Vn>N:a, > K.
(b)li7£nan:—oo <= VK <0IdNelN Vn>N:a,< K.
Definitionen:  (f:D — IR, D nicht nach oben beschrénkt)

(¢) e=lim f(z):<= Ve, € D, neN, limz, =00 gilt ¢ =lim f(z,)

r—00

(d) Entsprechend: ¢ = lim f(z).

r——00

Satz 6 Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Funktion IR 3 x — e” € R ist streng monoton wachsend.
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(b) lim e*277 = o0 Vq € IN | d. h. die Exponentialfunktion wdichst stirker als jede

r—00

Potenz.

1
1 < eF <
(¢) -|-$_€_1_$

Ve e (—-1,1).

(d) lim

z—0e?¥ — 1

=1.

(e) ex:li%n(l%—%)n, reR .
(1) e €Q .

Definitionen:  Hyperbelfunktionen

1

coshz := 5(6I +e7 %), zelR (Cosinus hyperbolicus)
1
sinhz := 5(656 —e %), zelR (Sinus hyperbolicus)
inh
tanhz 1= - , ze€R (Tangens hyperbolicus)
cosh z
h
cothz := c?s ? , ze€R (Cotangens hyperbolicus)
sinh z

Satz 7 FEs gelten die folgenden Beziehungen:

(a) coshz +sinhz =¢*, z€R;

(b) coshz —sinhz =e ™, z€R;

(¢) (coshz)? — (sinhz)? =1, z€R;

(d) cosh(s+t) = cosh scosht + sinh ssinht, s,telR,
(e) sinh(s+t) = sinh scosht + coshssinht, s,t€R .

Bemerkung:  Der Name ,Hyperbelfunktionen® stammt daher, daf sich der rechte Ast
der gleichseitigen Hyperbel {(z,y) € R? |22 — y? = 1} mit cosh und sinh ,parametrisieren®
148t, d. h. (cosht, sinht) € R*, ¢ € (—o0, o0), beschreibt den Hyperbelast (s. Bild, S. 159,
Abschnitt 7.18, in Walter 1 (1992)).
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9.5 Die Logarithmusfunktion

Lemma 8 Die Funktion R 5 z — €” € (0,00) ist streng monoton wachsend, stetig und

surjektiv.

Definition: = Die Umkehrfunktion (Existenz nach Lemma 8)
In:(0,00) — IR

der Exponentialfunktion heifit natirlicher Logarithmus.

Folgerung 9

(a) In ist stetig und streng monoton wachsend.

(b) lil%lnw =-oco, liminz=oc.
(¢c) In(z-y)=Ilnz+iny, v,y € (0,0).

Beispiel:  Zerfall einer radioaktiven Substanz

u(t) = u(0)e=t;

?

Halbwertzeit: T = 22

%

Schreibweise: ¢ := ¢ z€eR,a>0.
Folgerung 10

(a) a®tY = a”a¥, z,yc€R;a>0.
(b) (a®) =a™, wz,yeR;a>0.

(c) a®b” = (ab)”, 2z €R;a,b>0.
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Bezeichnung:
log, : Umkehrfunktion von R 3 z — a” € (0,00) .

Bemerkung: In =log, .
Bezeichnung: log := log;,

Funktionalgleichung fiir den Logarithmus:
log, 2y =log, z +1log,y, z,y€(0,00);a>0.
Bemerkung:  Die entsprechende Aussage zu Satz 6 (e) lautet
lnx:liTILnn({l/E—l) , x>0,
Daraus erhdlt man eine Rechenvorschrift fiir Inz :

lnm:lika(Q%—l) ,

k

wobel

2%: / Qkfi/g'
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10 Differenzierbarkeit

10.1 Motivation und Definition

Die Sehne durch zwei Punkte (2o, f(2z0)), (21, f(z1)) des Graphen einer Funktion f: D —

IR wird beschrieben durch die Gleichung

Y=Y
=3,
r — Xy
. Y1 — Yo . —
wobei yo = f(z0), 11 = f(z1), s := =———— = Steigung. Existiert
L1 — To

i L@ S0
D3z—x( T — Qjo
z#z(Q

so nennt man diesen Grenzwert die Ableitung von f in zy. Die Gerade

y = f(zo) + c(z — 20)

heiBt Tangente an den Graphen von f in (zg, f(zo)).

Definition: Sei D C R . a € R heifit Hdufungspunkt von D falls gilt:
Ve>03ze€D:ax#a, |z—al<ce.
Folgerung 1 Sei D C IR, a € R. Dann sind dquivalent:

(a) a ist Hiufungspunkt von D.
(b) Es gibt eine Folge (xy,)nemN mil

i. ¢ =limx, ;
n

. tn € D, 2y Za VYneN.
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Beispiele:

1. D:=[e,d), ¢ < d. Hiufungspunkte von D : [c,d].

2. D:={2}U]0,1). Hiufungspunkte von D : [0, 1].

Definition: Sei f: D — IR, @ € D Hiufungspunkt von D.

[ differenzierbar in a <= 3Jc € R VY(zp)peNn:2, €D, 2, #a VnelN,

limz, =a, gilt: lim M =
n Py i —a
d
(Bez.: ¢= f'(a) = d—f(a) Ableitung (oder Differentialquotient) von f in a.)
T

Definition:  f: D — IR heifit differenzierbar genau dann, wenn gilt:

(a) Jedes a € D ist Hiufungspunkt von D.

(b) fistin jedem a € D differenzierbar.

Beispiele:

3. f:R32z+— weR (we R Konstante) ist differenzierbar und f'(¢) =0, a € R .

4. f:Roz+— |z[€eRistina=0

nicht differenzierbar, denn

5. D:={2}U(0,1); f: D — IR, 2 — |z| ist differenzierbar in jedem a € (0, 1), aber

nicht in ¢ = 2.
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Satz 2 Sei f: D — R, a € D Hiufungspunkt von D. Dann sind fir ¢ € IR dquivalent:
(a) [ ist differenzierbar in a, und es gilt f'(a) = c.
(b) Es gibt eine Funktion ¢ : D — IR mit
i. f(z)= f(a)+c(z—a)+p(z) Yz e D;

ii. @ ist differenzierbar in a, und es gill: ¢'(a) = 0.

Bemerkung: Eine in @ € D differenzierbare Funktion f : D — 1R ist lokal approxi-

mierbar durch eine Funktion der Form
(z):=cz+c2, z€R(c1,c2€R).

Folgerung 3 Ist f : D — R in a € D differenzierbar, so ist [ stelig in a.
Bemerkung:  Beispiel f(z) = |z| zeigt, daBl die Umkehrung von Folgerung 3 nicht gilt.
Satz 4 Sei f: D — R, a € D Héiufungspunkt von D. Dann sind fiir ¢ € IR dquivalent.

(a) [ ist differenzierbar in a, und es gill: f'(a) = c.

(b) Ve >036 >0 Vze D\ {a} :

[(z) = f(a)

lt —a| < 6§ = |—F——~ —¢|<c.
r—a

10.2 Rechenregeln
Satz 5 Seien f,g: D — IR bei a € D differenzierbar. Dann gilt:
(a) f+ g ist differenzierbar in a, und es gill:

([ +9)(a)=['(a) + 4'(a).
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(b) f-g ist differenzierbar in a, und es gilt:

(f-9)(a) = f(a)g(a)+ f(a)-g'(a).

(c) Ist g(a) # 0, so ist a Héiufungspunkt von D' := {x € D|g(z) # 0}, und es gilt:
f

= D' — R ist differenzierbar in a und
g

<[)’(a) _ 9(a)f(a) = g'(a)f(a)

9 g(a)?
Beispiele:

1. Fiir die identische Abbildung gilt id’(¢) = 1 Ve € R. Fiir ein Polynom p(z) =

> h=0 ckxk hat man deshalb
Pa)=> keabt, aeR .
k=0

2. my:R\{0}32—2"€R (neZ),
ml(a)=na""', a€cR\{0}.

Satz 6 (Kettenregel) Seien f: D — R, g: D' — R, f(D) C D', und f differenzierbar
in a € D, g differenzierbar in b:= f(a) € D'. Dann ist g o f differenzierbar in a, und es

gilt:

(go f)(a)=g'(f(a))f'(a).

Satz 7 Sei f : [c,d] — IR stetig, streng monoton wachsend, W := f([¢,d]), und sei f
differenzierbar in a € [c,d]. Es gelte f'(a) # 0. Dann existiert f~1 : W — R, f71 ist

differenzierbar in b := f(a), und es gili:
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Beispiele:

3. x :(0,00) 3y — ¢y € (0,00), n € IN, ist Umkehrfunktion von V : (0,00) 3 2 —

1
a2 € (0,00). Nach Satz 7: ¥(a) = Zanl
n

4. fi:(0,0)3z—27€ (0,0), q€qQ .
fé(a):qaq_l, a€ (0,0).

Bemerkung: Sei f: D — IR, wobei D = [a, 3] oder D = [a, 3) oder D = (a, ). Dann

ist f differenzierbar in @ € D und ¢ = f’(a) genau dann, wenn

o ) @

r—a,z#a xTr—a
zED

(Begriindung: Jedes a € D ist Hiufungspunkt fiir die genannten Intervalle).

10.3 Zur Exponentialfunktion

Satz 8 Es gill:
(a) exp : R — R ist differenzierbar, und es gilt
exp’(a) = exp(a) VaeR .
(b) In:(0,00) — R ist differenzierbar, und es gilt
, 1
In'(a) == Vae€ (0,00).
a

Folgerung 9

(a) Sei b > 0. Die Funktion f, : R 3 x — b* € R ist differenzierbar und f{(a) =
b*In(b) VYa € RR.

(b) Seia>1; log, :(0,00) — IR ist differenzierbar und

log!(2) = L v € (0,00) .

zlna

- 61 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

10.4 Zum Newton—Verfahren

Aufgabe: Sei f:[a,b] — IR differenzierbar. Gesucht ist z € [a,b] mit f(z) = 0.
Tterationsvorschrift:
xo € [a,b] (= Startndherung)

f(zn)

Tp41 = Tp — f/($ ) 5
n

n € Ny
Beispiele:
1. (vgl. Abschnitt 6.5) Wurzelbestimmung
fRoz—2?-belR (b>0)

f(z) m2—b_1<w+b>

:>x_f’(x):x_ 20 2 T

1 b
Newton—Verfahren: 41 := 2 <a:n + —) (vgl. Satz 6.10).
Tn
Konvergenz: quadratisch |z,11 — 2] < ¢|z, — 2|? .
2. f:R>zw—22cR, z=0 Nullstelle; beachte f'(z) = 0.

Newton—Verfahren: z,4q := §xn , z0€R

1
Konvergenz: (nur) linear |z,41 — 2| < §|xn - 2|

11  Einige Sitze iiber differenzierbare Funktionen

11.1 Charakterisierung von Extrema
Definitionen: (f: D — 1R, z€ D)

(a) z heiBt lokales Maxzimum (bzw. Minimum)
<= 3e>0 VeeDn(z—¢c,z4¢): f(z)< f(z)
(bzw. 3e >0 Ve e DN(z—e,z2+¢): f(z) > f(2)).

- 62 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

(b) z heiBt lokales Extremum

:<—=> z lokales Maximum oder lokales Minimum.

(c) z heiBt globales Mazimum (bzw. Minimum)

= Ve eD: f(z) < f(z)(bzw. Yz € D: f(z) > f(z)).

Satz 1 Sei f:[a,b] — R, z € (a,b). Ist z lokales Extremum und ist f differenzierbar in
z, so gilt f'(z) = 0.

Bemerkung:

1. Nach Satz 9.4 und Folgerung 10.3 nimmt eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R
ihr (globales) Maximum und (globales) Minimum an. Liegt ein solches Extremum z

am Rand (z = a oder z = b), so gilt nicht notwendigerweise f'(z) = 0.

2. Notwendig fiir ein lokales Maximum in z ist

J(2)(x—2)<0 Va€la,b].

3. f'(z) = 0 (s. Satz 1) ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir ein lokales Extremum

(Gegenbeispiel: f:[—1,1] > z — 23).

11.2 Der Satz von Rolle, Mittelwertsatz

Satz 2 (Satz von Rolle)

Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in jedem z € (a,b); a < b. Gilt dann
f(a) = f(b), so gibt es ein z € (a,b) mit f'(z) = 0.

Folgerung 3 (Miltelwertsatzder Differentialrechnung)

Sei f : [a,b] — IR stetig und differenzierbar in jedem z € (a,b), a < b. Dann gibt es ein

z € (a,b) mit
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f(b[)):é(a) — fI(Z) .

Folgerung 4 Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in jedem x € (a,b), a < b.
Dann gibt es ein 9 € (0,1) mit

J(b) = J(a) + ['(a+9(b - a))(b—a).

Folgerung 5 Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in jedem z € (a,b); a < b.
Weiter gebe es m, M € IR mit

m< fl(z) <M Vz € (a,b).
Dann gilt fiir beliebige z,y € [a,b],z <y :
m(y—z)< f(y) - flz) < M(y—2).

Folgerung 6 (FErweiterter Mittelwertsatz)

Seien f,g : [a,b] — IR stetig und differenzierbar in jedem x € (a,b); a < b. Gilt ¢'(z) # 0

Va € (a,b), dann gibt es ein z € (a,b) mit

Folgerung 7 Sei f : [a,b] — IR stetig und differenzierbar in jedem z € (a,b), und es gelte
f(z) =0 Yz € (a,b). Dann gilt:

JeeR Vz€la,b]: f(z)=c.
Beispiele:
1. Populationsmodell: P(t) = Pye™ ist einzige Loésung von
P(0)=Py, P'(t)=rP(t),t>0(r>0,P>0).
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2. Verbessertes Populationsmodell: (a > 0,b > 0)

P(0)=Py, P(t)y=Pt)a=bP(t)),t>0.

" a P
Losung: P(t) = =T c= lna — ?)Po

Gleichgewichtszustand: %.

11.3 Taylorsche Formel
Definitionen: (hohere Ableitungen). Sei f: D — IR.

(a) k=1 : Dy:={a€ D|f differenzierbar in a} ,
JM(a) = f'(a), a € Dy;
k41 : Diyy:={a € Di| f® differenzierbar in a} ,
JE (@) := (f®)(a), a € Dpy ;

(b) f®) . Dy — IR heifit Ableitung k-ter Ordnung mit Definitionsbereich Dy.

schreiben auch:

B dkf B df(k—l)( )
T dR YT T Y

a € Dy ;

(c¢) f heiBt k-mal differenzierbar genau dann, wenn Dy = D.

(d) f heiBt k-mal stetig differenzierbar, genau wenn gilt:
Dr=D, f®.:D,— R ist stetig.
Beispiele:

1. f:rR>zw—z|z| e R

ist stetig differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar.

2. Die Exponentialfunktion ist k-mal stetig differenzierbar fiir jedes k € IN.
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Satz 8 (Taylorsche Formel)

Sei f:]a,b] — R n + 1-mal stetig differenzierbar und sei zq € [a,b]. Dann gibt es zu

jedem x € [a,b] ein & zwischen xg und x mil

1
= k! (n+1)!

FOF(E) (@ = o)™

. "1
Bezeichnung: P sao(2) = ]CZ: Hf(k)(mo)(x — z0)*
=0
heifit Taylor-Polynom (vom Grad n);

1
B tio(2) 1= f(2) = Prgirg(@) = gy /O = 20)™

heifit Restglied bzw. Lagrangesche Darstellung des Restglieds; zo € [a,b] heifit Entwick-

lungspunkt.

Bemerkung:

(a) Andere Schreibweise der Taylor-Formel:

f@) = Y Do) - o) +
k=0 """
1 " .
+ o/ o+ e a0 =)™ 0 <O <1

(b) Restgliedabschdtzung:

I(n—l—l
<
|anfql‘0(x)| — (n+1)'

falls [fOFD(E)] < Kpp1 VEE (a,b).

| _ xOln-H

Beispiel:  Taylor—Polynom fiir die Exponentialfunktion

Definitionen:  (f:[a,b] — R)

1. f heiBt unendlich oft differenzierbar, falls f k-mal differenzierbar ist fiir jedes k& € IN.
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2. Sei f unendlich oft differenzierbar und sei z¢ € [a,b]. Dann heifit
=1
Tf,:l?o(aj) = ]CZ: yf(k)(ajO)(x - 'rO)]C RS [a7b] )
=0

die Taylor-Rethe von f im Entwicklungspunkt zg.

3. f wird durch Ty, dargestellt, wenn f(z) = Ty zo(z), « € [a,b].
Beispiele:

1. Texpap(z)=¢€", z€TR.

0 , =0,
Tso(x) =0 Vo € R. Dieses Beispiel zeigt, daBl eine konvergente Taylor-Reihe nicht

notwendigerweise f darstellt.

3. fi(-l,0)3z—1In(l+2)eR,

00 -1 k+1
Tio(z) = Z %mk , T >-—1.
k=1

Diese Reihe ist konvergent fiir « € (—1,1] und divergent sonst; Tjq stellt f fir
z € (—1,1] dar.
11.4 Anmerkung zu lokalen Extrema

Satz 9 Sei f: [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, sei z € (a,b),a < b, und es

gelte
f9(E)=0 Vji:1<j<n—1, fME)£0; n>2.

Dann gelten die Aussagen:

(a) Ist n ungerade, so ist z kein lokales Frtremum.
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(b) Ist n gerade, so ist
lokales Maximum f(z) <0

lokales Minimum f™(z)>0
11.5 Die Regel von de I’Hospital
Definition: Sei D C R; a € R heifit Berdhrungspunkt von D genau dann, wenn
FHep)neN:2n €D YnelN, liTIZn Ty, =a.

Definition: Seien f: D — IR, a Beriihrungspunkt von D, ¢ € R.
c= }gr}lf(x) <= Y(Zp)nen, 2o €D VYneIN, limz,=a:
lim flzn)=c.
(Die Fille ¢ € {—00, 0}, a € {—00, 0} sind zugelassen.)

Beispiele:
1 .
1.f:[0,1)9xr—>m€IR; hmlf(ac):oo;

1— 22

2. f:R\{l}BwaB_x2+x_1E

R ;
lim f(z)=-1, lim f(z)=0.

r—1 T—00

Satz 10 (Regel von de I’Hospital)
Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar, c € R, a < b, (b= oo sei zugelassen). Es gelte
g (z)#0 Vze(a,b) und glgli?b flz)= ilinwg(x) =0.
Dann gilt:
(a) g(z)#0 Yz € (a,b).

(b) Aus ilir}b i;:ég =c folgt }rlind) 583 =c
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Beispiel:
xr x xr x
. € —e¢€ . e +e
lim —— = lim ——— =2.
z—0 T z—0 1

11.6 Die trigonometrischen Funktionen

Definitionen:
f: L, athH
sin(z) := sinz = (=1)"——— Sinus—Funktion
= (2k +1)!
o0 .’EQk
cos(z) := cosz = Z(—l)k@k)' Cosinus—Funktion
k=0 '

Bemerkung: Die angegebenen Reihen konvergieren absolut nach dem Quotientenkrite-

rium.
Folgerung 11

(a) sin(0) =0, cos(0)=1;

(b) sin(—z) = —sin(z), cos(—z) =cos(z), z€R,
(Sinus ist ungerade, Cosinus gerade Funktion);

.’133

(c)x—ggsin(m)gx, x>0;

2 5172 334

(d) 1—%§cos(aj)§1—7—l—ﬂ, z>0.
Satz 12 Die Funktionen sin, cos : IR — IR sind stelig, differenzierbar, und es gilt:
sin(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).
Folgerung 13

(e) sin?(z) + cos*(z) =1, z€lR;
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1) Isin@)| <1, [eos(@)] <1, seR;
(g) sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z)sin(y) , z,y € R;

(h) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z)sin(y) , =z,y € R;

- . l—cos(z) 1
e N ]

sin(xz)

Lemma 14 Sei A := {z € [0,00)| cos(x) = 0}. Es gill:
A#Q und y:=infAc€ [\/5, %) , YEA.

Definition: 7 := 27 (= 3.14159..))

Eigenschaften

(b) sin (x + g) = cos(z), cos (x + g) = —sin(z), z€R;
(c) sin(z +7) = —sin(z), cos(z+7)=—cos(z), @€R;
(d) sin(z 4 27) = sin(z), cos(z + 27) = cos(z), = €R;

(e) cos() #0 fiir a#(2k+1)7, keZ;

(f) sin(z) #0 fir z#kr, keZ.

Definition:
tan(z) := %, z€eR, x#(?k-l—l)g, ke 7,
Tangens—Funktion;
cot(z) := Z?I?((;E)), xe€R,z#kr, ke,

Cotangens—Funktion.
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Satz 15 Fs gelten folgende Aussagen:

(a) cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend und cos([0,7]) = [-1,1] .

[53]) =

(c) tan ist in <—g, g) streng monoton wachsend und tan <<—g, g)) =R .

NN

TN

(b) sin ist auf [—g, g] streng monoton wachsend und sin

(d) cot ist in (0,7) streng monoton fallend und cot((0,7))=1R .

Definitionen:  Umkehrfunktionen von cos, sin, tan bzw. cot:

arccos : [—1,1] — [0,7],
. T 7
arcsin  : [-1,1] — ~30 3|
T 7
t : R -—=, =
arctan —><2,2>7

arccot : R — (0,7).

Folgerung 16

1
a) arccos'(z) = ———, =z €(-1,1),
(0) arccos'(s) = ———— , € (~1,1)
. 1
(b) arcsin’(z) = T re(-1,1),
(¢) arctan’(z) = ! reR
1 + 22 ’ ’
(d) arccot’ (z) = — ! reR .
14227
Bemerkung: sin, cos, tan, cot sind periodische Funktionen (mit Periode 27). Fiir die

Umkehrfunktionen wurde jeweils nur ein ausgezeichneter Ast benutzt.
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12 Das Riemann—Integral

Im folgenden sei I = [a,b] ein Intervall, a < b.

12.1 Treppenfunktionen

Beispiel:  Der Flicheninhalt des Bereichs B := {(z,y)|0< 2 < 1,0 < y < 2?} lidft sich

anndhern durch eine Summe von Rechtecken

N-1 4 k
FN::Zka7 fkizf(mk)v mk:ﬁ,k:O,...,N,
k=0

wobei f:[0,1]3 z — 2? € IR. Man erhilt

_(N-1)N(2N -1) . !
Fny = GN und ]\;I_Ifloo Fy = 3
Definitionen:
(a) Eine Zerlegung 7 von I ist eine Anzahl von Punkten zg,...,2xy mit a = 29 < 21 <
<y =b.

(b) ¢ : I — R heiBt Treppenfunktion auf I, wenn eine Zerlegung 7 : a = 29 < 21 <

.-+ < zy = bund Zahlen ¢q,...,¢cn existieren mit ¢(z) = ¢; falls @ € (z,_1, ;).

(¢) T(I):=Tla,b:={p: I — R |¢ Treppenfunktion auf I} .
Definition: Gemeinsame Verfeinerung zweier Zerlegungen
Zia=zg<--<an=b, Z'ia=ay<---<afyy=0:

Ordne Punkte {z;|i = 0,..., N}U{z!|i = 0,..., M} der GroBe nach, numeriere sie neu — evtl.

doppelt auftretende Punkte erhalten gleichen Index, Resultat: Z:a = ig < --- < T =b.
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Eigenschaften von 7]a,b]:
(a) 0 € Tla,b] (0= Nullfunktion, 0(z)=0 Vaz € [a,b]);
(b) ¢ € Tla,b], c e R = cp € T|a,b];
(¢) ¢, € Tla,b] = ¢ + ¢ € Tla,b].

Definition:  Cf[a,b]:= {f : [a,b] — R | [ stetig } .

Satz 1 FEs gilt die Aussage:

Vf e Cla,b]3e > 03p, ¢ € Tla,b] Vz € [a,b]:
d(x) = plx) <ehp(e) < flz) < ¢(x) .

12.2 Das Integral von Treppenfunktionen

Definition: Fiir eine Treppenfunktion ¢ zur Zerlegung 7 : ¢ = 29 < --- < ay = b mit

Werten

1
Ck ::@(5(3%—}—3%_1)) , k=1,...,N,

sei

N
57 = Z cr(er — xp-1)
k=1
Lemma 2 Sei ¢ € Tla,b] Treppenfunktion zu den Zerleqgungen Z wund Z'. Dann gill

§¢ = 5%,

Definition: §5¢ =87 = ch\le cx(2r — x—1) heiBt Integral von ¢ fiir eine Treppen-

funktion ¢ und eine beliebige Zerlegung 7. Wir schreiben

/abga(m)da; = 5%

- 73 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

Definition:  Seien f,g: D — R .
f<g:<= flz)<g(z) YzeD.
Folgerung 3 Seien ¢,v € Tla,b], ¢ € R. Dann gilt
b b
@ [(eo)a)do=c [ olr)do;

W) [t oierde= [ oot [ pe)des
b

bgo(:v) dz S/ P(z)dx .

a

(c) Aus ¢ < 1 folgt: /

a
12.3 Ober— und Unterintegrale

Bezeichnung: Bla,b] :={f :[a,b] — R |f beschrinkt }

Es gilt
Cla,b] C Bla,b] und (o. E.) 7la,b] C Bla,b].
Lemma 4 Seien f € Bla,b], «a:=infycpyf(z), B:= SUD ¢[a,b] f(z),

Yuila, b3z —acR,
Yo ila,b] >z —pEeR .

Dann gilt:

() ¢u € Fui={¢ e Tla,bllp < [},
o € Fyi={¢ e Tla,b]|f < ¥}.

b b

Yo)de Vo eRy, [ ple)de<Bb-a) VeeR,,

b a

/abgo(w)d:vS/ Y(z)de Yo € Fy,p € F,.

a

() a(b— a) g/

a

- 74 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Definitionen:  (f € Bla,b])

b b
f f(z)do ::inf{/ W(z)dz|y € Tla,b], f < ¢}
heiBt oberes Integral (oder Oberintegral) von f ;

b b
| f(@)da = sup { [ elardale e Tlabl, o < f}

a

heiBt unteres Integral (oder Unterintegral) von f .
b b
Folgerung 5 f o(z)dx :[ p(z)dz Ve € Tla,b].
Beispiele:

L f:[0,1]52—~2€cR,
1

]4 f(z)dz :](L)l flz)de = % .

N f(w)::{ 1, 2eqno,1],
-1 9 xE[O,l],a:¢(Q,
e B0,1], ]ilf(x)dle, Jélf(:v)dw:—l.

Folgerung 6 Seien f,g € Bla,b]. Es gelten folgende Rechenregeln:

@ [+ oae <[ fayant [ glaya;

0 [ ooz [ @t [ o

) [(eniz de=of f@)az veen);

@) [ (en@de =ef s)de veen);

© [n@ie= [ fede. [nede=f j@.
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12.4 Riemann—Integrierbarkeit
Definition: f € Bla,b] heiit Riemann—integrierbar genau dann, wenn gilt:

bf(w) de = bf(w) dz .
INCE

a

Schreibweise/Bezeichnung:

b b
/ f(z)dz ::][ f(z)dz Riemann-Integral von f

a

4

»Riemann—* wird im folgenden weggelassen.

Bezeichnungen: Sei f € Bla,b] integrierbar.

b
/ f(z)dz heit Integral von f (iiber [a,b]) ;

a heiflit wuntere Grenze,

b heifit obere Grenze,
[ heilt Integrand,

x heilt Integrationsvariable.

Folgerung 7 Jede Treppenfunktion ist integrierbar.
Beispiele:
1 1
L f:[01]52—22€c R, / Jayde =
0
2. Das obige Beispiel 2 aus Abschnitt 12.3 ist nicht (Riemann-)integrierbar.
Satz 8 Sei f € Bla,b]. Dann sind dquivalent:

(a) f ist integrierbar.

(b) Ve > 03p, ¢ € Tla,b]: o < f, f< ¥,

b

/abz,b(m)dm—/ plz)de <e.

a
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Folgerung 9 Seien f,g € Bla,b] integrierbar und ¢ € RR. Dann gilt:

[+ g,cf sind integrierbar und

b b b
[G+o@de= [ f@)ds+ [ ga)de,
. o a
/a (ef)(z)de = c/ f(z)dz .

a

b
Rla,b] :== {f € Bla,b]|f integrierbar } ist ein Vektorraum tber R und das Integml/
definiert eine lineare Abbbildung auf Rla,b].
Definitionen: Sei f: D — R,

f(z) , falls f(z) >0,

0 , sonst;

J+: D3>z

—f(z) , falls f(z) <0,

0 , sonst.

f-:D>2 ~—

Bemerkung:  Offenbar gilt
f=rr=J-, |fl=absof=fi+ [ .
Satz 10 Seien f,g € Bla,b] integrierbar. Dann gilt:

(a) f+,f- sind integrierbar.

(b) |f| ist integrierbar und

[ 1@yas| < [ 1si@yae.

b b

f(w)da;ﬁ/ g(z)dz.

a

(c) Ist f < g, so folgt: /

a

Bemerkung: Fiir Riemann—Integrierbarkeit folgt aus

- 77 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

(a) f ist integrierbar,

daB
(b) |f| ist integrierbar;

die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. In der Lebesgueschen Theorie wird der Integral-

begriff so eingefiithrt, daff (a) und (b) dquivalent sind.

12.5 Eine Auswahl integrierbarer Funktionen
Satz 11 Cla,b] C Ra,b].

Satz 12 Ist f:[a,b] — IR monoton, so ist [ integrierbar.
Satz 13 Gilt f,g € Rla,b], so gilt auch f-g € R[a,b].
12.6 Weitere Aussagen iiber Integrale

Satz 14 Sei f € Bla,b], ¢ € (a,b). Dann sind dquivalent:

(a) f € Rla,b].
(b) fl[a,c] € R[avc] A fl[c,b] € R[cvb] .
Ist (a) erfillt, so gilt
b c b
Folgerung 15 Ist f € Rla,b], a < a1 < by <b, so gilt:

f € R[(Ll,bl] .
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Folgerung 16 Ist f:[a,b] — R stetig bis auf endlich viele Punkte in [a,b], so gilt:
f € Rla,b] .
Definitionen:  Sei f:[a,b] — R, a <b.
b
(a) Fﬁra:b:/ flz)dz=0.
a b
(b) Ist f € R[a,b]:/ fz)de = —/ f(z)de .
b a
Folgerung 17 Seien f € R[a,b], a1,b1,c1 € [a,b]. Dann gilt:
bl c1 al
/ f(w)dw-l—/b f@yde+ [ f@yda=0.
al 1 C1

Folgerung 18 Seien f,g : [a,b] — IR stelig bis auf endlich viele Punkte z;, 1 <1 < (,
und f(z) = g(x) Vo € [a,b]\ {a1,...,2¢} . Dann gilt

/abf(w)dw:/bg(w)dw.

a

Bemerkung: Es gilt die weitergehende Aussage in Heuser 1, Satz 79.6, S. 454.

13 Integration und Differentiation

13.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 1 (Miltelwertsatz)

Sei f € Cla,b], g € Rla,b], g > 0. Dann gilt f - g € R[a,b], und es gibt ein £ € [a,b] mit

[ o= 1) [ g(wrae.

Folgerung 2 Ist f € Cla,b], so gibt es £ € [a,b] mit
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Definitionen:
1.Ist Z:a =29 < ...<xy =beine Zerlegung von [a,b], so heit

AZ = — T
lg}%v(mk Th—1)

die Feinheit (oder das Feinheitsmaf§) von Z.

2. Seien f:[a,b] — R, Z:a=20<...<any =0, & € [zp_1,2x], k=1,...,N. Die
Zahl

N
Sz =Y f(&) (e — zp1)

k=1

heift die Riemannsche Summe von f (zur Zerlegung Z mit Stitzstellen &y, ...,EN).

Satz 3 Seien f € Cla,b], (Zn)nen eine Folge von Zerlegungen von [a,b] und (Sz, )neN

ewne zugehdrige Folge von Riemannschen Summen. Gilt
lim A% =0,
so folgt
b
lim Sz, = / f(z)dx .
n a

a1
Beispiel:  Berechnung von / —dz fir a > 1.
1T

Wihle m}cn) = a%, k=0,....n, Z,: x(()n) <. . < m%n), und £,(Cn) = xgcn_)l, E=1,...,n.

Dann

@]
SZn:n<a%—1), lim AZ» =0, /—dm:limszn:lna.
n 1

X n
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Numerische Integration (zur numerischen Approximation von Integralen) durch ge-
schickte Wahl der Stiitzstellen in den Riemannschen Summen: Sei f € R[a,b], N € IN,
h:= % (Schrittweite), zp:=a+kh, k=0,...,N,

Zia=zg< a1 <---<zy=0b dguidistante Zerlegung .

Rechteckregel: & i=ap, k=1,...,N,

13.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition: Sei f: D — IR. Eine Funktion F': D — R heil}t Stammfunktion von f

genau dann, wenn gilt:
F ist differenzierbar, F'(z)= f(z) Vz e D.

Folgerung 4 Sei f : [a,b] — R, F Stammfunktion von f. Dann sind fir G : [a,b] — R

dquivalent:

(a) G ist Stammfunktion von f.

(b) Iy eR Vz€la,b]:G(z)=F(z)+ 7.
Definition:  Sei f € R[a,b], ¢ € [a,b]. Die Funktion

[a,b]amH/fo(t)thIR
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heiBlt ein unbestimmites Integral von f.
Lemma 5 Sei f € Cla,b]. Dann ist jedes unbestimmte Integral eine Stammfunktion.
Satz 6 (Hauptsatz) Sei f € Cla,b], F Stammfunktion von f. Dann gilt

by
[ f@ydt = F(b) — Plar) Var,bi € a0, ax < by

1

Bemerkung: Die Fliche unter dem Graph einer stetigen Funktion 148t sich bei Kenntnis

einer Stammfunktion mit Satz 6 sofort berechnen.

Bezeichnung:

/ £ dt

stellt ein Symbol fir die Gesamtheit der Stammfunktionen dar.

Schreibweise:

Beispiele:
. 1
1. f:]0,1]3¢t—t* € R, Stammfunktion: F(z)= §x3, z €0,1].

1
2. F(z) = —e*”, z € R, ist Stammfunktion von e**. Also
a

«

@ 1
/ etdt = —(e* = 1).
0
. . 1
3. F(z)=Inz, z >0, ist Stammfunktion von T Also

a
/ —dt=Ilna-Inl=lna.
1 1
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13.3 Substitutionsregel

Satz 7 (Substilutionsregel)

Seien f € Cla,b], g € Cla, (], und es gelte:

i. g ist stetig differenzierbar,
ii. g(la, 4]) C [a,b]

Dann gilt:

Beispiele:

8
1. Berechne/ (c+dy)"dy, o, € R, d#0,neN.

[}

Setze g(y):=c+dy, ye R, f(t) =1, t € R. Dann folgt

Yy
(c+ dy)"t!

y=a

s 1
/a (c-l-dy)ndy: 7d(n+1)

d
2. Berechne / V1—z2dax fir —1<e<d<1.
[
Substitution: ¢ = sin(y), y € [a,b], a := arcsin(¢), b := arcsin(d). Dann folgt

/d\/l—aﬂda: = —% (d\/l—dQ—cvl—c?)

+ %(arcsin(d) — arcsin(c)) .

Speziell (wegen g = arcsin(1) = — arcsin(—1)):

1
/ \/1—w2dw:g.
-1
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13.4 Partielle Integration

Satz 8 Seien f,g € [a,b] — TR stetig differenzierbar. Dann gilt:
b ! b b !
| 1@)g@ = f@g@lh - [ f@gto) da.

b
Beispiel:  Z,,(p) := / e tdt  fir 0<a<b,p>0;

Z(p) := lim Qiil%]a,b(p))

b—a

= Z(n) =n! (Wir schreiben: / " tdt = n!)
0

13.5 Das Taylorsche Restglied in Integralform

Satz 9 Sei [ :[a,b] — IR n + 1-mal stetlig differenzierbar, und sei xq € [a,b]. Dann gilt

fir @ € [a,b] :

Bezeichnung:

Ru@)= 4 [y

n! Je,

ist Restglied der Taylorentwicklung in Integralform.

13.6 Integrationsrezepte

Wiederholung;:

1
/xo‘d:v: 2ot
a+1

/cosxdm:sinm, /sinxdaz:—cosx

1 1
/e‘”dac:—e‘”, /—dm:lnaj
o T

1
/1-|——t2 dz = arctan(t)
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Zu rationalen Funktionen, d. h. Funktionen der Form g, wobei p, ¢ Polynome, sind Stamm-
funktionen stets angebbar. Fiir P erreicht man durch Division mit Rest (Euklidischer
Algorithmus), daB fiir die zu betrachtenden Polynome der Grad von p kleiner als der von ¢
ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 148t sich das Polynom ¢ schreiben als Produkt

von Polynomen ersten und zweiten Grades,

m 4
q(a:) = H(A]a; + Bj)sj H(Ak$2 + 2Brx + C}C)T’“ .

Macht man nun fiir P den Ansatz

l Tk
Bi Vi )
+ ( T+ Ay
1; ; (Ap2? +2Bga + Cr)'  (Aga? + 2Bz + Cy)*
dann lassen sich die Koeffizienten ay, 3;,7; durch Koeffizientenvergleich bestimmen. (Dieses

Verfahren der Zerlegung von P in einfache Funktionen heit Partialbruchzerlegung.)
q

Beispiele:
2«
T o S S
z+1 z+1
9 2 —z+1 Q N I6} vx

x3—x2+2x—2:x—1 x2-|—2+x2-|—2’

da fiir das Nennerpolynom gilt 23 — 22 4+ 2z — 2 = (2 — 1)(2? + 2); Ausmultiplizieren
1 1 2

und Koeffizientenvergleich liefert: o = 3 b= 32753

Der obige Ansatz zeigt, daBl es fiir rationale Funktionen geniigt, die Stammfunktionen der

folgenden Funktionen zu kennen:

1
s A0, k>1;
Typ 1 (Ac £ B)F # >
1
: , A#0,k>1; D:=AC-B*>0;
Typ 2 (Az? + 2Bz + C)k 7 - ”
Typ 3: - A#0,k>1;: D:=AC—B*>0;

(Az?2 4 2Bz + C)k’
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zu Typ 1: Substitution t = Az + B (i. e. z = A~(¢t — B)),

/m i)

zu Typ 2: Substitution z = A='(v/Dt — B),

/ dx AR / dt
(Az + 2Bz + O pk-35J) (124 1)k
die Stammfunktion von (2 + 1)~ 148t sich rekursiv berechnen:

E=1 : /ﬁd% = arctan(?)

k+1./ dt 1 t _|_2k:—1 dt
' (1 2k (

12 + 1)k+1 124+ 1)k 2k (2 4+ 1)k
zu Typ 3:
/ zdx _ 24z + 2B
(Az? + 2Bz + C)* N 2A (Az? + 2Bx + C)*

dz
A (Az? + 2Bz + C)*

2. Integral: Typ 2.

1. Integral: g(z):= Az?+ 2Bz +C

2Ax + 2B g'(z) Ing , k=
/ 3 kda::/ kdm: 1
(4c7+ 2Bz + C) 9(2) Lo g
E+1
Beispiel:
/ 2z + 1 x—l dzx
m2+aj—}—1 ) 24+z4+1 2) 22+ +1"°
wobel

/%dm:ln(ﬁ—l—a@—}—l),

[N A E
Tro+1- 5] By \/garcan 3(:E-|—2) .
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14 Reihen von Funktionen

14.1 Gleichmaéaflige Konvergenz

Definitionen: Sei f, : D CIR — IR, n € IN, eine Folge von Funktionen.

(a) (fn)new konvergiert auf D punktweise gegen f: D — IR, wenn gilt:
VeeD Ve>03aNeIN Vn2>N:|f,(z)— f(z) <e.
(b) (frn)new konvergiert auf D gleichmdfig gegen f: D — IR, wenn gilt:

Ve >0IN €N Vze X Vn>N:|fy(z)— fz)|<e.

Beispiele:

1, z=1,
1. fa(z)=2",neIN, D=][0,1], f(z)=Ilm f,(z)=
" 0, 0<a<1;
(fn)n konvergiert punktweise aber nicht gleichméBig gegen f auf D. Fiir jedes Intervall
[0,d], d < 1, konvergiert ( f,), gleichmiBig gegen die Nullfunktion.

2. Sei
1
z ,OS$S§,
1
plz)=q 1-2z g<z<l,
0 , sonst

und fo.(z) = ¢(nz), 2 € R, n = 1,2,3,... Es gilt lim f,(z) = 0 punktweise aber
nicht gleichm&Big.

Satz 1 (Cauchy-Kriterium fir gleichmdfige Konvergenz)

Fine Folge von Funktionen f, : D C R — IR, n € IN, konvergiert d. u. n. d. gleichmdfsig
auf D gegen f: D — IR, wenn gilt:
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Ve>03INeIN Ymn>N Ve eD:|f,(z)— fu(z) <ce.

Satz 2 Die Folge f, : D CIR — IR, n € IN, konvergiere gleichmdfig auf D gegen f: D —
R und alle f,, n € IN, seien stetig in 2° € D. Dann ist [ stetig in z°.

Folgerung 3 (Vertauschung von Grenzprozessen)

Die Folge (f,) konvergiere gleichmdfSig auf D. Wenn die Limites lim’E fa(z), n € IN,

(€ = too zugelassen) existieren, dann existieren auch die folgenden Limites, und es ist

lim <3161_>m£ fn(:v)> = lim (1131 fn(a:)) .

r—¢&
14.2 Gleichmaéaflige Konvergenz von Reihen

Soreo Jr(@) heiBt (Funktionen—)Reihe, fr : D CIR — R, k € INg := {0} UIN.
Beispiele:
1. Geometrische Reihe
Zwk:fx fiir |z| < 1.

Q_Seifk(gj):xk—xk_17kE]N, f0:17

sn(2)i= Y i) = 2", 2 € 0,1], n e N |
k=0

= lim sp(2) = lim Z fi(z) = Z fr(z) =
k=0

k=0

Die Konvergenz ist nicht gleichmiBig.

Definition: Eine Reihe Y72, fi heit gleichmdfig konvergent auf D, wenn die Par-
tialsummen s, := >_.1_o fr auf D gleichmiBig konvergieren. Der (gleichmiBige) Limes F

erfiillt dann:
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Ve>03dN €elNg V>N Vaz e D:|F(z)—sy(z) <e.
Wir schreiben
F(z) = Z fn(2);
k=0

fiir den Limes bzw. die Summe; weiter heiflen r, := F'—s, =372, 1y fr, n € IN, die Reste.

Satz 4 (Cauchy-Kriterium fir Rethen)

Die Reihe 312 [r konvergiert gleichmdfig auf D d. u. n. d. wenn gilt:
Ve >03dN €lNg Vn,m>N VzeD:|(s,—sp)(z)<ce.
Bemerkung: (s, — sp)(2) = Y f— 41 Se(z) falls n > m.

Satz 5 (Weierstraf$’sches Majoratenkriterium)
Es gelte |fr(z)| < ap Yo € D, k € IN. Ist die Reihe Y 32 ar konvergent, so ist die Reihe
Yoi2o [ (absolut und) gleichmdfiig konvergent auf D.

Bezeichnung: 7, ai heifit konvergente Majorante fiir 3", fr.

Satz 6 Die Reihe Y 72, [r sei gleichmdfiig konvergent in D. Sind die Funktionen fi, : D C
IR — R an der Stelle 2° € D stelig fir (fast) alle k € Wq, dann ist auch die Summe F

stetig bei x°.

Folgerung 7 (Vertauschungssatz)

Die Reihe Y52, fu(z) sei gleichmdfSig konvergent auf D und limE fi(z) existiere fir alle

k€ INg (€ =200 zugelassen). Dann existieren auch die folgenden Limites, und es gilt

5 (tm i) = 1 (ki o))
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14.3 Integrierbarkeit und Differenzierbarkeit von Funktionenreihen

Fiir eine konvergente Reihe F(x) = Y72 fu(w) stellt sich die Frage, ob und wann diese

gliedweise integriert bzw. differenziert werden darf, also ob

b o0 b
[ Feyde = 3 [ uayds,
a k=0 a
Fro= ) fule)
k=0
Beispiel:

1. Sei sp(2) = > j=o fu(2) so, daB s,(z) = nze~2% . Dann ist

lim s,(z)=0:= F(z) (punktweise) ,

n—oo

R n 2R n 1
und / sp(z)de = —e 37| =1 —e 2R > ,

0 0 2
falls R:2<ef/?2 und n > 2. Also ist dann

R 1 R

/ Sp(z)de > — #O:/ lim sg () dx .
0 2 0 k
Bemerkung: Die Konvergenz einer Reihe reicht also nicht aus fiir die gliedweise Inte-

gration.

Satz 8 Sei F' = > 72, fr eine auf D := (a,b) C R gleichmdfig konvergente Reihe inte-

grierbarer Funktionen, dann ist auch F integrierbar und

/abF(x)d:v:]é/abfk(x)dx.

Beispiel:

1
2. Sei s, = Y 7_; fr so, daB s,(z) = —sin(n’z). Dann gilt lims,(z) = 0 =: F(z)
n n

1

gleichmafig (da > 72, ar mit Partialsumme 8, = — eine konvergente Majorante).
n

Wegen s/, (z) = ncos(n’z) — oo(n — o0) z. B. fiir z = 1, ist
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(li£n sn)/(m) =0+# lim s ().

Bemerkung: Fiir die gliedweise Differentiation reicht es nicht aus, dafl die Reihe selbst

gleichmifBig konvergent ist.

Satz 9 Entsteht aus einer in D C IR konvergenten Reihe F(x) = Y 52, fr(x) durch glied-
weise Differentiation eine gleichmdfig konvergente Reihe F* =3 72, fi mil stetigen Funk-

tionen fi, dann ist F* = F'.

14.4 Potenzreihen

Fine Reihe der Form

o0 o0
g a,z" oder E an(z — 29)"
n=0 n=0

heifit Potenzreihe; die Zahlen a, nennt man ihre Koeflizienten, zg den Entwicklungspunkt.

Fragen: Konvergenz der Potenzreihe?

Darstellung einer Funktion durch eine Potenzreihe?

Satz 10 (Cauchy-Hadamard). Jede Potenzreihe Y .~ an,z™ besitzt einen Konvergenzradius
rin 0 < r < oo mit der Figenschaft, dafi die Reihe fir |z| < r absolut konvergent und fiir
|z| > r divergent ist. Der Konvergenzradius hingt nur von |a,| ab und berechnet sich nach

der Formel

1
r= —
lim sup {/|a,|
neN

1 1
(hierbei ist — = 0o und — = 0 zu selzen).
0 00
Bemerkungen:

1. Jeder Konvergenzradius kommt vor.
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Beispiele: Z <£> konvergiert fiir |z| < |ro| ;

n=0
© _n

T .

2 — hat Konvergenzradius r = oo .
n!

n=0

2. Bei Potenzreihen }_, a,(z — 2¢9)™ um einen Entwicklungspunkt zg gilt die Konvergenz

fiir 2 : | — 2| < r mit dem Konvergenzradius r aus Satz 10.

3. Uber das Verhalten bei z : || = r kann man im allgemeinen nichts sagen.

Satz 11 Sind die Koeffizienten a,einer Potenzreihe ), a,x™ fir fast alle n von Null ver-

schieden, dann lifit sich der Konvergenzradius auch berechnen durch

G,

r = lim
n

Gp41

vorausgeselzt, dieser Limes existiert.

Satz 12 Fine Potenzreihe konvergiert gleichmdfiig in jedem abgeschlossenen Intervall

|z| <'s mit s < r (= Konvergenzradius).

Korollar 13 Fine durch eine Polenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 dargestellte Funk-

tion

o0
= E anz”
n=0
ist fiir x| < r stetig; insbesondere ist lir% f(z) = f(0) = ao.
r—r

Satz 14 Sei f(z) =Y 72, an(z — zo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Fir

|z — zo| < r darf die Reihe gliedweise integriert und differenziert werden,

o0

o= 5

zo)"™t, fi(x) = Znan(w —xo)"h, x| < 7.

Die Potenzreihe stellt fir |z| < r eine beliebig oft differenzierbare Funktion dar; fir die

Ableitungen gilt

- 02 .



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

f(”)(aco) =nla,, nelNg.

Satz 15 (Identilditssatlz fiir Potenzreihen). Wenn die Potenzreihen

fle) = 2_: an( —wo)", g(z)= Z_: bn(x = 20)"

fiir |z — xzo| <7, r >0, konvergieren und f(z) = g(z) fir alle x € (xo — 1, o+ 1) gilt, so

st

a,=b,, n=0,1,2,...

Bemerkungen:

1. Wenn eine Funktion tiberhaupt durch eine Potenzreihe darstellbar ist, so muf} dies die

Taylorreihe sein (s. auch Satz 16).

2. Sei f(z) = Yploganz™. Ist f gerade, d. h. f(z) = f(—z), dann muB a; = a3 =
s =dgpe1 =0, n=0,1,...,sein; ist f ungerade, d. h. f(z) = —f(—=2), dann muf

ay, =0, n=0,1,2,..., sein.

3. Summe und Produkt von Potenzreihen: Seien

flz)= Z az", g(z)= Z b,x™
n=0 n=0
mit positiven Konvergenzradien r, bzw. ry. Dann ist
f@)+g(x) = Y (antby)2™, |z] <min(re,r),
n=0
fl@)-glx) = > (Z anbn_m) a", |z| < min(rg, ) (,,Cauchy—Produkt“) .
n=0 \m=0

Satz 16 (Entwicklung in die Taylorreihe). Fs sei f : [a,b] C R — IR eine beliebig oft

differenzierbare Funktion, und es existiere ein M € IR mil

() < M VY ela,b YnelN .
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Dann gilt fiir beliebiges xq € [a,b]: Die Taylorreihe

i (n)$0
Zf (z0)

n! (& = z0)"

n=0

konvergiert fiir alle x € [a,b], und es ist
> £(7) (g
fo) =Y 06 ey s etan),
n=0 '

Beispiele:

1 o0
1. 1_$:Zw“ o] < 1;
n=0

. x
2. ¢ = Z ORI eR;
n=0
3.n(1+x)=) (-)"'=—, |z|<1;
n=1
0 x?n—}—l
4. sinz = 1" R ;
sin z 7;)( ) Ty zeIR;
o0 x?n
5. cosx = 7;)(—1)“(2n)' , z€IR;
00 . $2n+1
6. arctanz = ,;(_1) Tl lz] < 1;
7. (vgl. Beispiel 2 in Abschnitt 11.3)
() 0
exp | —— x
fz) = @/
0 , =20
ist unendlich oft differenzierbar; die Taylorreihe im Entwicklungspunkt zg = 0 ist

identisch Null, stellt also f nicht dar.

Definition: Eine Funktion f : D C IR — IR heilt analytisch, wenn f beliebig oft
differenzierbar ist und fiir jedes zy € D gilt: Die Taylorreihe von f um zg konvergiert in

einer Umgebung von z und stellt f dort dar.
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15 Metrische und topologische Raume

15.1 Metrische Raume

Definition:  Sei X eine Menge, X # (). Eine Abbildung
d: X x X —[0,00)

heiBt eine Metrik (Abstandsfunktion) auf X, wenn gilt:

i dz,y)=0<= 2=y (Definitheit)
ii. d(z,y)=d(y,z) Yz,ye X (Symmetrie)
. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Va,y,z € X (Dreiecksungleichung)

Das Tupel (X, d) heiit dann ein metrischer Raum.

Beispiele:

1. Sei X := IR oder X eine Teilmenge von IR. Der Absolutbetrag (auf IR) definiert eine
Metrik

d(.’E7y)Z:|$—y|7 $7y€X

2. Sei X =R™ oder X eine Teilmenge von R™ ,

ot ey =yl p=1
m 1/p
dy(z,y):= (Ej:l |z; — yj|p> l<p<x
@glwrwl p=00

= (21, ¥m), Y= (Y1,-..,ym) € X; (X, d,p) ist fiir jedes p € [1, 0] ein metrischer

Raum.

3. Sei X beliebige Menge. Durch
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ist eine Metrik auf X definiert. Sie heifit diskrete Metrik.
Satz 1 Sei (X,d) ein metrischer Raum,
(a) Ist f:]0,00) = [0,00) zweimal stetig differenzierbar mit
F0)=0, fl(s)>0, [f"(s)<0 Vse(0,00),

so wird durch

d(z,y) := f(d(z,y)), zyeX,
eine Metrik d auf X definiert.

(b) Durch

= d(:v y)
d =g X
("I;’y) 1+d($’y) ) x’:ye )

wird eine Metrik auf X erkldrt.

15.2 Topologie

Definition: Sei X eine Menge, X # (. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von

Teilmengen von X mit den Eigenschaften
(a) DeT, X eT,
(b) X1,Xo0€7 = XinNXy€7T;
(¢) X; €T ,tel (Ibeliebige Indexmenge)
- U X, eT
€]
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Bezeichnung: Die Mengen aus 7 heiflen offene Mengen; das Tupel (X,7) heifit

topologischer Raum. Wir sagen, X sei mit der Topologie 7 versehen.
Definition:  Sei (X, d) metrischer Raum.

K(z,e) = Kgq(z,e) := {ye X|d(z,y)<e},
K(z,e) = Kg(v,e) := {ye X|d(z,y)<e},

heiBlen die offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln um x mit Radius ¢. Die Topologie 73 auf X
AeTy <=V e Ade >0 : Kya,e)C A
heifit die durch d erzeugte Topologie.

Lemma 2 Sei (X, d) metrischer Raum und sei Ty die durch d auf X erzeugte Topologie.

Es gilt:
(a) A€ Ty<=Vr e AJe >0 : Ky(z,e)C A;
(b) Kq(z,e) e Tg V(z,e) e X x(0,00) .

Definition: Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit ab-

geschlossen (bzgl. der Topologie 7) genau dann, wenn X \ A offen ist, d. h. wenn gilt:
X\AeT.

Folgerung 3 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann sind die Kugeln

Ky(z,e), Kg(z,e) mit (z,e) € X x (0,00)
offen bzw. abgeschlossen.

Bemerkung: In einem topologischen Raum (X, 7) sind 0, X stets offen und abgeschlos-
sen.
Definition: Sei X eine Menge, X # 0, und seien d,d Metriken auf X. Diese Metriken

d,d heiflen dquivalent, wenn gilt: 7y = 7;.
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Folgerung 4
(a) Sei (X,d) metrischer Raum und sei f :[0,00) — [0,00) mil
J0)=0, f(s)>0, [f'(s)<0 Vse(0,00),

Dann ist die Metrik d, definiert durch

d('Lvy) = f(d('Lvy))v z,y€ X,
dquivalent zu d, d. h. d,d sind dquivalent.

(b) Die Metriken d,, 1< p < oo, auf R™ sind paarweise dquivalent.

Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum, z € X. Eine Teilmenge U C X heifit

Umgebung von x, wenn es eine offene Menge A C X (A € 7!) gibt mit:
reACU.
Bezeichnung:  Menge der Umgebungen U(z)
Satz 5 Sei (X,7) ein topologischer Raum, A C X. Es sind dquivalent:
(a) A ist offen, d. h. A€ T .
(b)Vee A : AclU(z).
Definition:  Der topologische Raum (X, 7) heifit separiert oder Hausdorffsch, wenn gilt:
Ve,ye X,o#y 33U elU(z)IV el(y) : UnV =0.
Folgerung 6 Jeder melrische Raum (X, d) ist Hausdorffsch.

Lemma 7 Sei (X,T) topologischer Raum,Y C X, Y # 0. Dann ist
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Ty :={BCY|3dJAe€T : B=YnNA}
eine Topologie aufY .

Definition:  Sei (X, 7) topologischer Raum, Y C X. Dann heifit die Topologie 7y (siehe
Lemma 7) die durch 7 auf Y induzierte Topologie.

Definition:  Sind 7; und 7; Topologien auf der Menge X, so heifit 73 feiner als 7 (oder
T, gréber als 77), wenn gilt: 73 D 75.

Bemerkung:

— Die feinste Topologie 7; besteht aus allen Teilmengen von X, d. h. 7; = P(X)

(= Potenzmenge).

— Die grobste Topologie 7, besteht nur aus ) und X.

15.3 Stetige Abbildungen

Definition: Seien (X, 7;) und (Y, 7y) topologische Raume und sei f: X — Y eine
Abbildung.

(a) f heiBt stetig in 2 € X, wenn gilt:
YW el(f(x))dU eU(z) : f(U)CV;
(b) f heift stetig, wenn f stetig in jedem z € X ist.
Satz 8 Seien (X,7x), (Y, 7Ty) topologische Riume, f: X — Y. Es sind dquivalent:
(a) f ist stetig.

(b) [Y(B)eTx VBeTy.
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Bemerkungen:

1. Offensichtlich ist eine Topologie 77 auf X genau dann feiner als eine Topologie 73 auf
X, wenn id : X — X stetig ist, wobei der Urbildbereich mit 7; und der Bildbereich

mit 7, versehen ist.

2. Die induzierte Topologie 74 auf A, A C X und (X,7) topologischer Raum, ist die
grobste Topologie, fiir die die Einbettung

t: A3 —ae X
stetig ist.

Definition:  Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
Eine Folge (2, )nen in X konvergiert gegen x, wenn gilt:

VU eU(z)INEeIN Vn>N : z,€U.

T
Wir schreiben: z, — 2, , — 2in 7, oder xz,-—ux.

Definition:  Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Riume, sei f: X — Y, z € X.

[ heiit folgenstetig in x, wenn gilt:
&y, — zin Tx = f(xn) — f(z)in Ty .

Folgerung 9 Seien (X,7x), (Y,7y) topologische Riume und sei f : X — Y stetig in
z € X, so st f folgenstetig in z.

Folgerung 10 Sei (X, d) metrischer Raum, sei (Y, Ty) topologischer Raum, und sei f :
X —Y folgenstetig in x € X. Dann ist [ stelig in x.

Folgerung 11 Seien (X,d), (Y,d) metrische Riume und sei f : X — Y. Es sind dquiva-

lent:
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(a) [ ist stetig.

(b)) Ve € X Ve>036>0 Vye X :d(z,y)<dé=d(f(z),f(y))<e.

(¢) Y(@p)nen & d(an,z) — 0 = d(f(zy), f(z)) — 0.

Satz 12 Sei (X, d) metrischer Raum, y € X, A C X. Dann sind die Funktionen

Jy + X2z—daz,y)eR,

fa @ X3z~ inf{d(z,z)|z€ A} e R,

stetig.

Definition:  Sei (X, d) metrischer Raum, A C X. Die Abbildung
X sz inf{d(z,z)|z€ A}

heifit Distanzfunktion zu A; und wir schreiben dafiir dist(., A), d. h.

dist(z, A) ;== inf{d(z,2) |z € A}, ze€X.

15.4 Abgeschlossene Mengen

Definition:  Sei (X, 7) topologischer Raum, A C X.

cl(A) = [{B|AC B, B abgeschlossen}
Abgeschlossene Hiille von A ;
int(A) := U{B|B C A, B offen}

Offener Kern von A .
Folgerung 13 Sei (X, 7) topologischer Raum, A C X. Dann gilt:

(a) cl(A) ist abgeschlossen;
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(b) int(A) ist offen.
Satz 14 Sei (X, d) metrischer Raum, A C X.

(a) A ist abgeschlossen genau dann, wenn gilt: Vo € X Vo, € A, n e N : z, — 2 =
z € A

(b) cl(A)={z € X|I(2n)new mil: z, € A¥Vn € N, z,, — z}.

Folgerung 15 In einem melrischen Raum (X, d) ist K4(x,¢) slets abgeschlossen.

15.5 Kompakte Mengen
Definition:  Ein topologischer Raum (X, 7) heifit kompakt, wenn gilt:

i. (X,7) ist Hausdorffsch.
i, X=JX;, X;eT Viel =
el
= 3ImeWN Fiy,...,inel: X =[] X;,.
7=1
(Jede offene Uberdeckung enthilt eine endliche Uberdeckung.)
Definitionen:  Sei (X, 7) topologischer Raum, A C X.

1. A heifit kompakt, wenn (A, 74) kompakt ist, wobei 74 die durch 7 auf A induzierte

Topologie ist.
2. A heifit relativ kompakt, wenn cl (A) kompakt ist.

Satz 16 Seien (X, 7x) und (Y,7y) Hausdorffsche topologische Riume. Ist (X,7Tx) kom-
pakt und f: X — Y stetig, so ist f(X) kompakt.

Satz 17 Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.
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Definition:

1. Ein topologischer Raum (X,7) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (2, )new in X

eine in X konvergente Teilfolge enthilt.

2. Eine Teilmenge A C X des metrischen Raumes (X,d) heiit total beschrinkt, wenn

gilt:
Ve>03meN Jay,...,2, € X 1 AC | Ky(zj,e).
Jj=1

Satz 18 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Es gilt:

(a) X ist kompakt genau dann, wenn X folgenkompakt ist.

(b) Ist X kompakt, so ist X total beschrdnkt.

Folgerung 19 Ist (X, d) metrischer Raum, A C X, A kompakt, dann ist A abgeschlossen.

16 Vollstindige metrische Riume, Banachraume

16.1 Vollstdndige metrische Rdume

Definitionen:  Sei (X, d) metrischer Raum
1. Eine Folge {z,}new in X heiit Cauchy—Folge in X, wenn gilt:
Ve >03IN eIN Vn,m>N : d(zp,zy,) <c.

2. Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergent

ist.
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Beispiele:
1. Der metrische Raum (IR, d), d = Absolutbetrag, ist vollstindig.
2. Der Raum IR™ ist beziiglich der Metriken d,,, 1 < p < oo, vollsténdig.
Satz 1 Sei (X,d) metrischer Raum, A C X.
(a) Ist (X,d) kompakt, so ist (X,d) vollstindig.
(b) (X,d) ist kompakt genau dann, wenn (X, d) vollstindig und X total beschrinkt ist.

(c) Ist (X,d) vollstindig, so ist A relativ kompakt genau dann, wenn A total beschrinkt

1st.

Definition: Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Ridume und sei f : X — Y. f heifit

gleichmdfig stelig, wenn gilt:
Ve>036>0 Va,2' € X : dx(z,2") < 6§ = dy(f(2), f(z')) < e.
Bezeichnung: C(X,Y):={f:X — Y| f stetig}

Satz 2 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, sei f € C(X,Y). Ist (X,dx) kompakt, so
ist [ gleichmdfsig stetig.

16.2 Der Raum der beschriankten und stetigen Abbildungen
Definition:  Sei X eine Menge, (Y, dy) ein metrischer Raum.
(a) ACY heiBt beschrinkt, wenn der Durchmesser
04 :=sup{dy(y,2)|y,z € A}

endlich ist.
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(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit beschrdinkt, wenn f(X) beschriankt ist.

Bezeichnung: (X, 7x), (Y, 7y) topologische Rdume bzw. (Y, dy) metrischer Raum.

CX,Y)={f: X — Y| [fstetig}, B(X,Y):={f: X — Y| f beschrinkt } .

Lemma 3 Sei (X,7) ein topologischer Raum und (Y,dy) ein vollstindiger metrischer

Raum. Dann wird

Co(X,Y) :={f € C(X,Y)| [ beschrinkt}

zusammen mit der Metrik d.,, definiert durch

doo(f, 9) := sup{dy (f(z),9(x))| = € X},
zu einem vollstindigen metrischen Raum.

Folgerung 4 Sei (X,7) ein kompakter topologischer Raum und sei (Y, dy) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Dann gilt C(X,Y) = Co(X,Y), und C(X,Y) wird zusammen mit der

Metrik doo zu einem vollstindigen metrischen Raum.

Definition:  Seien (X,dy), (Y,dy) metrische Ridume. Eine Familie F € C(X,Y’) heifit

gleichgradig stetig,, falls gilt:

Ve>036>0 Va,a' € X VfeF :dx(z,a')<é
= dy(f(z), f(z')) <e.

Satz von Arzela—Ascoli

Sei (X, dx ) kompakter metrischer Raum, sei (Y, dy) vollstindiger metrischer Raum und sei

F C C(X,Y). Dann sind 4dquivalent:

(a) F ist relativ kompakte Teilmenge in (C(X,Y), ds).
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(b) F ist gleichgradig stetig und die Mengen

Fle):={f(e)|[feF}, weX,

sind relativ kompakte Teilmengen in (Y, dy ).

16.3 Normierte Raume; Banachrdume

Definition: Ein Vektorraum X (iiber IK = IR oder @) heifit normiert, wenn es eine
Abbildung

|-]]: X — R
gibt mit

(a)
(b) |lex|| =|af||z]], a€lK,ze X (Homogenitit)
)

(c

||| : X — IR heifit Norm und (X,||-||) ein normierter Raum.

|z|]| =0<=2=0 (Definitheit)

lz + vyl < llz|| + ||y, =,y € X (Dreiecksungleichung).

Folgerung 5 Ist || - || eine Norm auf X, so wird durch
du: X x X3 (z,y)— [z -y e R
eine Metrik erzeugt.
Beispiele:
1. In X = IR™ werden die Metriken d,,, 1 < p < oo, durch folgende Normen erzeugt:

n 1/p
(Z |xj|p) S [1700)
7=1

max |z , P =00

|y := sz eR” .
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2. Sei (X, T) kompakter topologischer Raum. Offenbar ist C(X,IR) ein Vektorraum iiber
IR und durch

1/llee 7= max|f(2)] . feC(X,R),
wird eine Norm definiert.

Definition:  Der normierte Raum (X, || -||) heifit Banachraum, wenn der metrische Raum

(X, d).)) vollstindig ist.

Beispiele:

3. Sei (X, 7T) kompakter topologischer Raum, sei (Y,||-||y) ein Banachraum. Dann ist

C(X,Y) ein Vektorraum und durch

[flloo := sup [If(z)[ly,  feC(X,Y),
reX
wird eine Norm auf C(X,Y) erklirt; C(X,Y) ist sogar ein Banachraum.

4. Sei X := C[-1,1] der Vektorraum der stetigen Funktionen von [—1,1] nach IR. Of-

fenbar ist
1
|-l X5 f e [ lfOldte R

eine Norm auf X. Bzgl. || - [|1 ist X nicht vollstindig.

16.4 Gleichmiflige Konvergenz

Definitionen:  Sei X eine Menge, X # (}, sei (Y, dy) metrischer Raum, sei f, : X — Y,
n € IN.

(a) (fn)nenN konvergiert punktweise gegen f: X — Y, wenn gilt:
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VeeX Ve>0INeIN Vn>N :dy(fulz) f(z))<e.
(b) (fn)new konvergiert gleichmdfsig gegen f: X — Y, wenn gilt:
Ve >03IN eIN VeeX Vn>N :dy(fole)flz))<e.

Satz 6 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, sei 2° € X, sei f, : X — Y stelig in

2% n € IN. Konvergiert dann ( f,)new gleichmdBig gegen f: X — Y, so ist f stelig in a°.

Satz 7 (Satz von DINI)
Sei (X, dx) kompakter metrischer Raum und sei (fy)nenN eine Folge in C(X,R).
Fs gelte: (fu(2))nen ist monoton fallende Nullfolge fir alle x € X .

Dann konvergiert ( fu)nenN gleichmdfig gegen 0 (= Nullfunktion).

17 Der euklidische Raum IR”

17.1 Der IR™ als normierter Raum

Bekanntlich ist

X:=R":=Rx---xR:= {(ml,...,xn)

xielR,lgign}

ein n-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper IR.

Ziel: Verifikation der Metrikeigenschaften von d, fiir p € (1, 00).
Lemma 1
(a) Firz € (0,00), a €(0,1) gilt: 2* —az <1-—a.

(b) Fiir a,b € (0,00) und a,3 € (0,1) mit a + 3 =1 gilt: a®b® < aa + 3b.
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1 1 1 1
(¢) Fir a,be (0,00) und p,q € (1,00) mit —+ — =1 gilt: ab < —a? + —b?.
P q p q

Lemma 2 (HOLDER’sche Ungleichung)

1 1
Seien a;,b; € (0,00), 1 <1i<n, und seien p,q € (1,00) mit —+ — = 1. Dann gili:
P 9

n n 1/p n 1/q
Sans (Sa) (Tu)
=1 =1 =1

Satz 3 (MINKOWSKI’sche Ungleichung)

Seien a;,b; € (0,00), 1 <i < n, und sei p € (1,00). Dann gill:
n 1/p n 1/p n 1/p
=1 i=1 =1

Folgerung 4

(a) (R™,||-|p) ist fur jedes p € [1,00] ein Banachraum.

(b) Die Kugeln

K,(z,r):= {y € R"

ly—all, <r}, zeR™, ref0,00),
sind fir jedes p € [1, 00] kompakt.
(c) |2]leo < ll2llp < n'/Pl|2]lee, = €R™, pe[l,oq].

Definition: Sei X ein Vektorraum (iiber IK) und seien || - ||, | - | zwei Normen auf X.

|| |l, | - | heiBen dquivalent, wenn es a, 3 > 0 gibt mit:
allall < J2] < Bllall Vo€ X .
Satz 5 Alle Normen auf dem Vektorraum IR™ sind dquivalent.

Folgerung 6 Sei || - || eine Norm auf R™. Es gill:
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(a) (R", || -||]) ist ein Banachraum.
(b) Fir A CIR™ sind dquivalent:

i. A ist kompakt;

1. A ist abgeschlossen und beschrdnkt.
Beispiel: ~ Wir definieren fiir p € [1, o0o]:

{(In)nE]N
{(In)nE]N

y z, €R ‘v’nE]N,ZnE]N|xn|p<oo}, p < o0
p

z, €IRR VneIN, sup,cn|z,| < oo} , p=o
Sei p € [1, 00]. Wir setzen:

1 falls p= o0

Z% falls p € (1,00)
oo falls p=1

B
l

Es gilt:

L}j%%s(zumﬁw(inmﬂw

nelN neN neN

ii. Durch

o] 1/p
-1l : €y 3 2 = (2n)nen — (Z Ixnlp) €R

n=1

wird eine Norm definiert.
iii. dim £, = 0.
iv. Die abgeschlossene Einheitskugel

K(0,1) 1= {(za)nen € & |[lo]l, < 1}

ist nicht kompakt.
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17.2 1R"™ als euklidischer Raum
Definition:  Die Abbildung
<+ > R"xIR"> (x,y)reia:iyi €eR
i=1

heilt das euklidische Skalarprodukt in R.
Folgerung 7

(a) <z,o>>0 VeelR™

(b) < a,z>= 0 genau dann, wenn z = 0.

(c) <ar+py,z>=a<z,z>+f<y,z>, z,y,2z€R", a,f€R.

(d) <z,y>=<y,z>, z,y€R".

(e) | <z,y>| <<za>"<yy>"?, z,yecR"

(f) | <z,y>| =<a,a>"*<y,y>"? genau dann, wenn .,y linear abhingig sind.
Definition:  Seien z,y € R", 2 #0, y # 0.

(a) Die Zahl a € [0, 7] mit

<z, y>

cosaq = ————
[ll2llyl2

heilt der Winkel zwischen & und y.

(b) @,y heiflen orthogonal (oder senkrecht) zueinander, wenn gilt < z,y >= 0.
Parallelogrammidentitat

Iz +yll3 + lle = yll3 = 2ll=)13 + 2llyll3, 2,y e R".
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Satz von Pythagoras

e+ 9z = [lzll2 + lgll; Yo,y € R® mit <z,y>=0.

17.3 Kurven in R"

Definitionen:  Sei (X, 7) ein topologischer Raum, a,b € IR.

(a) Eine stetige Abbildung ¢ = [a,b] — X heiit Weg (in X mit Parameterintervall [a, b]);
die Bildmenge

Ty = {(t) | € [a,8]}
heiBt dann die durch ¢ erzeugte Kurve mit Anfangspunkt ¢(a) und Endpunkt o(b).
(b) Ein Weg ¢ in X heift JORDAN-Weg, wenn ¢ injektiv ist.
(¢) Ein Weg ¢ = [a,b] — X heifit geschlossen, wenn ¢(a) = ¢(b) gilt.

(d) Ein Weg ¢ = [a,b] — X heifit geschlossener JORDAN-Weg, wenn ¢ geschlossen ist
und ¢ | (a,b) injektiv ist.

Bezeichnung:  Koordinatenabbildungen 1, ..., oy:
e(t) = (e1t),.-.,enlt)) , tE[a,b],
pi(t) = <o), e > ,tefa,b], 1<i<n.

wobei e! = i-ter Einheitsvektor.

Beispiele:
1. 0:[0,1]3 ¢t (1+,2-1) € R?,
3 1 3 1 9
¢[—2,2]98H<§—18,§+15>€R .
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2. ©:]0,27] 3 ¢+ (cost,sint) € R?,

?
¥ :[0,27] 3 t +— (cos 2t,sin 2t) € R? ;

¥ ist kein Jordan—Weg.
3. ¢:R >t (rcost,rsint, ct) € R® mitr>0,¢>0

heiBt Schraubenlinie mit Ganghdhe 2mwe

z
y
T
x

4. ©:[0,27] 5t — (acost,bsint) € R?, mit a >b>0,

ist ein geschlossener Jordan—Weg.

FEllipse

22 y?
&M§+ﬁ:1
Q

Brennpunkte: E = (—e,0), F = (e,0)
e =+va? —b> (,lineare Exzentrizitdt)

5. ¢ :IR >t +s (acosht,bsinht) € R?, a,b>0,

ist kein Weg, aber jede Einschrinkung auf ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall

ist ein Jordan—Weg. Die zugehorige Kurve ist der rechte Ast der
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Hyperbel

Brennpunkte: E = (—e,0), F =(¢,0)

e=+va?>+b?> (,lineare Exzentrizitit“)

Definition:  Polarkoordinaten im R? : (z,y) = (r,9), wobei

r:=+/z?+y?: Abstand vom Nullpunkt
¥ € [0, 27) mit: % = cos?, % =sind;

y
P(x,y)
I
{l
X
Beispiele:
1. r=—2  yelo,21],p>0,>0.
14+ ecos?d -
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e=0 ¢ Kreis mit Radius p
e €(0,1) : Ellipse:
(:v;e)2+g;_j:1, e:=Va? —b?
e=1 :  Parabel:
y* + 2p(e — %p) =0
e>1 : Hyperbel
(56;726)2 - Z—j =1, e:= Va2 + b2

2. Archimedische Spirale: r = a?, 9 €[0,00), a>0.

7

3. Logarithmische Spirale: v = a¥ vef0,00),a>0.

Bezeichnung:  Sei ¢ : [a,b] — IR" ein Weg. Mit Z[a,b] sei die Menge der Zerlegungen

von [a, b] bezeichnet,

7 Zerlegung von |[a, b] der Form
Za.b] = gung von [a, 0]

Z:ia=1lg< -<tl,=0>0
Definition:  Ldinge des Polygonzugs

€Z,0) =3 lolte) = oltam)lo
k=1
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P(b)

¥(a}

Definition:  Ein Weg ¢ : [a,b] — IR" heiBt rekiifizierbar, wenn es eine Konstante A gibt,
so dafB gilt:

UZ;0)< X YZ € Z[a,b].
In diesem Falle wird die reelle Zahl

Lg):= sup UZ;p)
AFALR)

die Ldnge von ¢ genannt.

Definition: Eine Abbildung f : [a,b] — IR heiBt von beschrinkter Variation, wenn es

v € IR gibt, so daB fiir jede Zerlegung Z € Z[a,b] gilt:

var(Z; f) =3 _|f(t) = f(tima)l < v,

wobei Z :a =1y <---<tl,=b.

V2(f) = supgezpan var(Z; f) heiBt dann die Tolalvariation von f und wir schreiben
f € BV]a,b].

Satz 8 Der Weg ¢ : [a,b] — IR™ mit den Koordinatenfunktionen ¢1,. .., ¢, ist genau dann

rektifizierbar, wenn jede Koordinatenfunktion ¢; von beschrinkter Varialion ist.

- 116 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Beispiel:
0 , falls 2 =0
f:[071]__>]R7 €T = T
rcos— , sonst
x
Es gilt
|
var(Zi )2 Y -
=17
und
f ¢ BVI[0,1].

Definition:  Sind ¢ : [a,b] = R™, ¢ : [b,c] — IR"™ Wege mit ¢(b) = 1(b), so wird durch

p(t) , falls £ <b
P(t) , falls £ >0

[a,c] 5t —
ein Weg erkldrt, den man die Summe der Wege ¢, nennt und mit ¢ & ¢ bezeichnet.
Bezeichnung: I, ¢ T, fiir die zugehdrige Kurve.
Lemma 9 Sei f:[a,b] = R, ¢ € (a,b). Dann sind dquivalent:
(a) f € BV[a,b];
(b) f\[m € BV|a,¢], f\[ab] € BV]e,b].
Zusatz: Sind (a), (b) erfilll, so gilt:
Vil = Vil +V2f .
Satz 10 Sei ¢ : [a,b] — IR™ ein Weg, sei ¢ € (a,b). Dann sind dquivalent:

(a) @ ist rektifizierbar.
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(@@‘

, 99‘ sind rektifizierbar.
[C7b]

[a7c]

Zusatz: Sind (a), (b) erfillt, so gilt:

[c,b]) '

Definition:  Sei ¢ : [a,b] — IR" ein rektifizierbarer Weg. Die Funktion

L(p) = L(p

)+L<@

[a7c]

Spila, b — R, t—

heilt Wegldingenfunktion.
Satz 11 Sei ¢ : [a,b] — IR™ ein rektifizierbarer Weg. Es gilt:

(a) Die Weglingenfunktion s, ist stetig und monoton wachsend.

(b) Ist ¢ ein Jordan—Weg, so ist s, sogar streng monoton wachsend.

Satz 12 Sei ¢ : [a,b] — IR" ein rektifizierbarer Jordan-Weg und sei T', die zugehdrige
Jordan—Kurve. Dann gibl es einen rektifizierbaren Jordan—-Weg 9 : [0, L(¢)] — IR™ mit:

=Ty, L(v],,)=s ¥sell().

Lemma 13 (Lemma von TIKHONOV)

Seien X, Y metrische Riume, sei X kompakl, und sei f: X — Y stetig und bijektiv. Dann
ist f71:Y — X stetig.

Satz 14 Seien ¢! : [a1,b1] — R™, ¢? : [ag,by] — R™ Wege und es gebe [ : [ag,by] — IR

mit

[ stetig, streng monoton, f([az,bs]) = [a1,b1], > =@'o f.
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Dann sind dquivalent:
(a) o' ist rektifizierbar;
(b) ©* ist rektifizierbar.
Zusatz: Sind (a), (b) erfillt, so gilt: L(o) = L(p?).
Folgerung 15 Seien ¢, Jordan-Wege mit I', = T'y,. Dann gilt: L(¢p) = L(3).

Definition: Sei I' eine Jordan-Kurve, d. h. es gibt einen Jordan-Weg ¢ mit I' = T'y,.
Dann heifit L(T') := L(y) die Kurvenlinge von T

17.4 Differenzierbare Wege

Definition: Ein Weg ¢ : [a,b] — IR™ mit den Koordinatenfunktionen 1, ..., ¢, heifit

(stetig) differenzierbar, wenn jede Koordinatenfunktion ¢; (stetig) differenzierbar ist;

(1) = (1), .., (1), t€la,b].

Satz 16 Sei der Vektor ¢ : [a,b] — IR" stelig differenzierbar. Dann ist ¢ rektifizierbar und

es gilt:
(a) Die Weglingenfunktion s, ist stetig differenzierbar, si,(1) = [|¢(1)||]2, t € [a,b] .
b .
) Lg) = [ el
Folgerung 17 Ist der Weg ¢ : [a,b] — IR™ die Summe stetig differenzierbarer Wege, d. h.

p=p1 DDy,
w; stetig differenzierbarer Weg, 1 <1 < (,

so gilt:
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£
¢ ist rektifizierbar, L(p) = ZL(@)

=1
Beispiele:

1. Jede stetige Funktion f :[a,b] — IR erzeugt in natiirlicher Weise einen Weg in IR?:

or i la,b] >t (¢, f(1)) € R% .

\\,A

1 1 N
| ' .
a b x

Dieser Weg ist rektifizierbar genau dann, wenn gilt: f € BV[a,b].

Ist f stetig differenzierbar, so gilt:

Hen) = [ Ve pra

2. Die Ellipse mit den Halbachsen a,b, 0 < b < a, besitzt die Darstellung durch den

geschlossenen Jordan—Weg
©:[0,27] 3 ¢ — (acost, bsint) € R? .
Umfang U der Ellipse (k:=a"'va? —b%):
2T /2 -
U:/ \/a251112t+b2c052tdt:4a/ \/1—kZsin?tdt .
0 0
Das Integral

/2
E(k) ::/ \/1—Ek2sin? tdt
0
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heiBt wvollstindiges elliptisches Integral.

3. Ein Stiick einer Archimedischen Spirale wird durch den Jordan—Weg
@ :[0,27] 3 9 — (P cos?, ¥sind) € R
dargestellt. Linge:
2
L(g) = / (1+ 92)1/2d9
0
Bezeichnung: Sei ¢:[a,b] — R",

Pt) = (1), ()
p(t) = (P, enlD) -

Bemerkung: Fiir die Wegldngenfunktion s, gilt:

S0 = [l t€lad],
SO0 = < 0,80 >, e fab].

Weiterhin gilt:

sp(s)=s, s€e0,L(p)].
le(s)l2=1, s€[0,L{)].

<@(s),p(s) >=0, s [0, L(p)].

Definition: |¢(s)||2 heifit Krimmung im Punkt ¢(s) heiBt Krimmungsradius

in ¢(s), falls ¢(s) # 0.

1
")l
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18 Differenzierbarkeit im IR"

(Lit.: Insbes. Heuser, Teil 2 (1993); auch Kerner II (1980), Walter 2 (1992))

18.1 Hinfithrung

Wiederholung: f:U — IR, U C R offen, 2° € U .

f ist differenzierbar in #° genau dann, wenn

existiert.

Interpretationen (Setze m := f/(29))

(a) mist Grenzwert von Differentialquotienten und daher die Steigung der resultierenden

Tangente (an f(z?)).

(b) m induziert eine (Hyper-)Ebene H(z?) in IR x IR, die den Graph von f beriihrt,
H(2°) := {(a:, z) € R? ‘z = f(2°) + m(z - mo)} .

(c) m definiert eine (affine) Funktion g, die f in der Umgebung von z° geeignet approxi-

miert (s. Satz 10.2):

i L@ =@l _
z—a0 |Q? — ZCO|
z#z0
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pa

Bemerkung: FEine Kombination von (b) und (c) zeigt, daB die Hyperebene H(2) den

m = tan(«)
0 X

x

Graph von f in (2, f(2°)) in ,tangentialer Weise beriihrt:

. L 0@) = gDl _

z—20 |.’E — .’Eol
z#z0

Beispiel:

I. f:R—R, z——lz|, 29=0;

iz ! (2)

—1/2

gmn  R3z+— f(2”)+m(z-2")eR, me[-1,1].
e f@) (3,0l

220 |z — 20
z#20

existiert <= m = 0.

Fiir m = 0 ist aber

lim (=, f(2)) = (z,90(x))]]2 - 1.

220 |z — 29|
J:;éro
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Forderung FEine bei z° ,differenzierbare“ Funktion
f:U—MR, UCR?offen, 2°¢cU

soll auch in 2 stetig sein (vgl. Folgerung 10.3 im R1).
Bemerkung: FEine eindimensionale Betrachtung reicht fiir diese Forderung nicht aus!

Bezeichnung:
fiiUiser — f(e,25) € R,
fg Uy > 29 — f(w?,xg) e R s

wobei Uy, Uy C IR offen mit U3 x Uy C U C IR? und 2% = (29, 29).
Beispiel:

5 0 , falls zq29 =0,
2. f:R*— R, (z1,22)—

1 , sonst.

fi(z1) = fa(xa) =0 Vay,z3 € R, 2° = (0,0), und f1, f2 sind differenzierbar in 0.

Aber f ist nicht stetig in 2°.

18.2 Partielle Ableitungen
Definition: Sei f:U — R, U C IR" offen.

(a) f heiBit im Punkt 2 partiell nach zy , k € {1,...,n}, differenzierbar, wenn

lim S, a2l g, @) + b, $2+1,...,3§2)—f(ﬂﬁ(f,...,mg)
h—0 h

existiert; man setzt dann fiir den Limes

9f

3 (2°) oder f,, (2°) oder Djf(z?).
T

(b) f heiBt partiell differenzierbar in 2° € U, wenn f fiir jedes k = 1,...,n in 2° partiell

nach z; differenzierbar ist.
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(c¢) f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von U partiell differenzierbar

ist.

Bemerkung:  fist genau dann in 2° = (29,...,2%) € U partiell nach z; differenzierbar,

wenn die partielle Funktion
. 0 0 0 0
Jr:Updzpr— f (ml,...,xk_l, xk,ajk_l_l,...,xn) cR,

Uk C pr(U) C R (pg := kanonische Projektion auf k-te Komponente) bei z{ differenzierbar
ist.

9 0 9 331 = 372 = 0 b
Beispiel: iR — R, (z1,22)+— 2129
2 2 (wlan) 75 (070) .
]+ x3

Die partiellen Funktionen f; bzw. f; sind fiir jedes (feste) xo bzw. zq stetig. f ist in (0,0)

unstetig. Die partiellen Ableitungen existieren iiberall:

af 2y (23 — 22)

I = =< 2 R, z: 0
GEN (mlva) ($% n $%)2 , T1€ s T2 7é s
of

— 0) = 0 R ;

8561 (3317 ) ’ T1 € 3

analoges gilt fiir df /0.

Definition: Sei U C IR™ offen und f : U — IR partiell differenzierbar. Sind

g—f : U — IR fiir jedes k = 1,...,n partiell differenzierbar, dann heifit f zweimal partiell
Tk

differenzierbar.

Bezeichnung:

1. Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung schreibt man als

D008 oder 9z, <0—:Ek> oder D;Dyf; a—x}% Jfalls j=F.
2. Partielle Ableitungen dritter, vierter, ... Ordnung schreibt man als, z. B.,
83]‘ a4f 85]&'

0x90x40z1 ° 21023025 ° ﬁ’
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Bei den folgenden Sitzen in diesem Abschnitt beschrinken wir uns meist auf den IR
die Ubertragung auf den IR™, n > 2, ist offensichtlich. Wir setzen im Fall n = 2 noch

=21, Y=723.

Satz 1 Ist U C IR? offen und f : U — R besitze beschrdinkte partielle Ableitungen f,, f,

in U, dann ist [ stetig in U.

Beispiel:  Fiir die Funktion

f(z,y):= 22— y?
nyw2 _I_ y2

ist 92f/0z0y # 0% f/0ydx bei (0,0).
Satz 2 Sei U C R? offen, (2°,94°) € U und f : U — R besitze partielle Ableitungen

- wy und f,. in U. Weiter seien f, stetig in U und [, - seten stetig im Punkt
yJys Joy y v Jy g v Jy 9

(29, 4°). Dann gilt

I o o 3 o o
axay(w )= 3y3x($ )

Satz 3 (Satz von H. A. SCHWARZ) Sei U C R? offen, (z°,y°) € U, f besitze partielle
Ableitungen fr, fy, fzy in U, fr und f, seien stetig in U und fy, sei im Punkt (z°,y")
stetig. Dann existiert [y, in (2°,9°), und es ist

*f . . 0 o o
ayax(x ) = 3m3y(x )

Bezeichnungen: U sei nichtleere, offene Teilmenge des IR”™ und & € IN.

cHU) = {f U — IR‘ alle partiellen Ableitungen der Ordnung
< k existieren in U und sind dort stetig} ;

CU) = C(U)=C(U,R);

ce(U) = ﬁ CkU).
k=0

f € C*U) heiBt auch C*—Funktion.
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Folgerung 4 Sei U nichtleere offene Teilmenge des R™. Fir jedes f € C*(U) sind die

partiellen Ableitungen der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation.

Definition: Sei U C IR™ offen, f : U — IR besitze partielle Ableitungen bei z € U.
Dann heifit der Vektor

(Jor(2); Jar ()5 fra())

der Gradient von f bei xz. Wir schreiben dafiir

grad f(z) oder Vf(z) (V = Nabla—Operator)

Beispiel:
0 , (z,y)=1(0,0)
f(z,y) = { xy
S @£ 0.0)
et fe0) = (i ) - (B0 £ 00
grad £(0,0) = (0,0)

Jede Komponente des Gradienten ist unstetig in (0,0).

18.3 Vollstandige Differenzierbarkeit

Im folgenden sei der R"™ bzw. IR immer mit der euklidischen Norm versehen, ||.|| = ||.||2.

Definitionen: Sei U C IR™ offen.

(a) f:U — TR heift vollstindig (oder total) differenzierbar im Punkt z° = (29,...,29)

sy by

€ U, wenn es Zahlen ay,...,a, € R und eine Funktion r : K(0,6) — IR gibt mit

f(xo +h) = f(xo) + arhy + -+ aphy, +r(h) Vh:|hl| <é,
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wobei § hinreichend klein ist, K (2% 6) C U und

o ()
lI6ll—o0 [|A]]

(b) f:U — IR heiBt vollstindig differenzierbar, wenn f in jedem Punkt aus U vollstindig

differenzierbar ist.
Bemerkungen:

1. Die vollstindige Differenzierbarkeit in einem Punkt 2° bedeutet, daB man f in der

Nihe von 29 durch eine affine Funktion
f@) + aafar —al) 4 -+ anan = a3)
approximieren kann.

2. Die vollstdndige Differenzierbarkeit stellt die Verallgemeinerung der Differenzierbar-

keit im IR! dar, da fiir differenzierbares f gilt

[(2® + 1) = [(z°)

mit p(h) = 3

= ['(2%), r(R) := h-p(h) und a1 := f/(2°).

Bezeichnung:  Wir lassen im folgenden ,vollstandig® oder ,total“ bei der Differenzier-

barkeit weg.

Satz 5 Ist U C R™ offen, f: U — R differenzierbar in 2° € U, dann ist f stetig und
partiell differenzierbar bei z°; der Vektor a = (ay,...,a,) in der Definition der Differen-

zierbarkeitl ist eindeutig bestimmt:
a= grad f(z°).

Bezeichnung: Ist f differenzierbar bei 2, dann bezeichnen wir den eindeutig bestimmten

Vektor o = (ay,...,a,) als (totale oder vollstindige) Ableitung und schreiben dafiir
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J(z) oder Df(z) oder df(z).

Nach Satz 5ist fir f: U C R® — R

af
ow;

f(z) = grad f(z) oder ()= fl(x)et, i=1,....n.

Satz 6 Sei f: U — IR, U C IR"™ offen, 2° € U. Es gelle

(a) [ ist partiell differenzierbar in K (2%, r) fir ein v > 0 mit K(2°r) C U;

(b) Die partiellen Ableitungen aa—f : K(2°,r) — TR sind in 20 stetig fir jedesk = 1,...,n.
T},

Dann ist f differenzierbar in zY.

Folgerung 7 FEine C'-Funktion f : U C R" — IR, U offen, ist in jedem Punkt z € U

differenzierbar und somit auch stetig.

Bemerkung: Das Beispiel in Abschnitt 18.2 zeigt, dafl eine Funktion differenzierbar
sein kann, ohne eine C'-Funktion zu sein.

Wir erweitern die Aussagen dieses Abschnitts noch auf Abbildungen f:U C R" — R,

d. h. f habe Komponenten fi,..., fm,

N1
f= : mit f;: U — R .

Jm

Definition: Sei f:U C R" — IR™, U nichtleer und offen.

(a) f heiBit in 20 € U partiell differenzierbar nach xy, k € {1,...,n}, wenn jede Kompo-

nente f;, 1< j < mn,in a° partiell nach z differenzierbar ist.

(b) f heifit in 2° € U ( vollstindig oder total) differenzierbar, wenn es eine (m, n)-Matrix

A gibt, so daB fiir alle z° + A € K(2°,8), & hinreichend klein, die Darstellung gilt
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J(@®+h) = f(2°) = Ah + r(h)
mit

lim r()

=0.
h=0 [[A]]

Die Definitionen der partiellen Differenzierbarkeit (in ganz U), der stetigen partiellen Diffe-

renzierbarkeit sowie der vollstindigen Differenzierbarkeit in ganz U iibertragen sich analog.

Nach Satz 5 ist die Abbildung A in der Definition der Differenzierbarkeit eindeutig bestimmt

und hat die Darstellung

0f 0f

e ONRI =€)
A= :

O fm 0 fm

) e )

Bezeichnung: Die Matrix (9f;/0x;) i=1,..n heiit Funktionalmatriz oder Jacobimatriz
=1,...,m

der Funktion f; wir schreiben dafiir

grad fi
a_f_: a(flv"':fm)_ .

;L L A
f = Df = aw . 3(301, . -,wn) J=1;m,m

grad f,
Beispiele:
1. f:IR™ — RR™ sei konstant, d. h. f(z) = c € R™ Yz € R™. Dann ist f'(z) = 0.

2. f:R" — RR™ sei linear, also f(z) = Mz, x € IR™, mit einer (m,n)-Matrix M.
Dann gilt f'(z) = M Y2z € R".

Fiir die identische Abbildung f(z) = 2, z € R", hat man f'(z) = F = Einheitsma-

trix.

3. f:IR" — IR™ sei affin, d. h f(z) = Mz + b mit einer (m,n)-Matrix M und einem
Vektor b € R™. Dann ist f'(z) = M Vz € R™
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4. f:IR® — R?,

fl(mlaaj?ami%) = 3712% er1r2 3

fa(21, 29, 23) = w120€2727%) |

V2

8(%1,372,373) x2e2x21‘3 (371 +2$1$2$3)62x2$3 23:1:63621:21‘3

Definition:
CHU) = CHUR™) = {[:U—R"™|[;eCHU) V1<j<m}
Ce(U) = C®U,R™) = [)CHUR™)
k=0

18.4 Differentiationsregeln

Satz 8 Seien f,g: U C R"™ — IR™, U offen, in 2° € U differenzierbar. Dann ist auch

f+gundaf, a € R, in2® differenzierbar, und es ist,

(f+9) (") ="+ g ("), (af) (%) = af(z0).

Satz 9 (Kettenregel) Seien f:U C R" — IR™, g: G C R™ — ", U,G offen und
G D f(U). Ist f in2° € U und g in f(2°) differenzierbar, dann ist h := go f in a°

differenzierbar, und es gilt

(go /(") = ¢(f&*) 1", d b

Oh; o ~ 995 (0 00Y Ok, o . .
= <7< <1< n.
5o, %) ;ayk(f(a:))ami(x), 1<j<r,1<i<n
Bemerkungen:

1. Die Formel der Kettenregel hat die gleiche Form wie im R! (vgl. Satz 10.6), bedeutet
hier aber ausfiihrlich geschrieben die Multiplikation der zwei entsprechenden Funk-

tionalmatrizen.

- 131 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

2. Spezialfall
flur,...,up) und w,:DCR—R, 1<i<n:
Hierbei sei f: U C R™ — IR, U offen, f differenzierbar,
o(t) = f(ui(t),...,un(t)) existiere auf D,

und u; , 1 <1 < n, seien auf D differenzierbar. Dann ist auch ¢ auf D differenzierbar,

und dort gilt

do _ 0f dw  0f dwy Of duy
dt — Oxzy dt = Oz, dit oz, dt

Satz 10 Die Funktionen f,g: U C R"® — IR, U offen, seien in 2° € U differenzierbar.

Dann ist auch fg in 2° differenzierbar mit
(9)'(2°) = f(2°)g'(2°) + g(2°) f'(2°) .
Ist g(z%) # 0, so ist f/g in 2° differenzierbar mit der Ableitung

g

(f)’(wo)_g(afo) ((g)(:vo)f)fO) g%

Satz 11 Die Funktionen f,g: D C R — R™, D offene Teilmenge von R, seien in 1° €
D differenzierbar. Dann ist auch f-g: D >t —— < f(t),9(t) > € R in 1 differenzierbar

mil der Ableitung

(f-g)(1°) =< J(°),6'(1") > + < g(1°), /'(°) >,

wobet
df1 dgy
o %) W(to)
F'@y=1: G N
dfm dgm
5 %) W(to)
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18.5 Die Richtungsableitung

Definition: Sei f:U CR" — R, U offen, und v € R™ mit ||v]| = 1. f hat

Richtungsableitung in x° € U in Richtung v, wenn der folgende Limes existiert,

lim ! (f(wo + tv) — f(:vo)) =: % (z° + tv)

t#0 t=0

Wir nennen den Limes die Richtungsableitung von f in x° in Richtung v und schreiben
dafiir auch
Z—ﬁ(zo) oder D, f(z°).

Bemerkungen:

1. Ist v der Einheitsvektor €*, so erhilt man als Richtungsableitung offenbar die partielle
Ableitung nach zp,

Of oy _ O

d
vy _ Y0y @ 0 k
5er (7)) = (20 = T te )

t=0

2. Man kann die Definition einer Richtungsableitung offenbar auf vektorwertige Funk-
tionen f : U C R® — IR™ erweitern; die Richtungsableitung ist dann einfach der

Vektor der Richtungsableitungen der einzelnen Komponenten f;, 1 < j < m.

Satz 12 Sei f: U CR" — IR, U offen und f sei differenzierbar in z° € U. Dann hat f

eine Richtungsableitung in z° in jede Richtung v € R™, ||v|| = 1, und es gill

di (2° + tv) = f'(2%)v =< grad f(z°),v > .
t t=0

Bemerkung: Aus Satz 12 folgt sofort wieder Satz 5, d. h. die Existenz partieller
Ableitungen fiir eine differenzierbare Funktion f. Die partiellen Ableitungen lassen sich

auch schreiben als

%(wo) = f'(z®)e", k=1,...,n.
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Aus der Darstellung der Richtungsableitung mit Hilfe des Gradienten und der Hélderschen
Ungleichung fiir das euklidische Skalarprodukt hat man das folgende, fiir die Anwendungen

wichtige Ergebnis.

Satz 13 Die Funktion f : U C R™ — R (U offen) sei in 2° € U differenzierbar. Ist
grad f(z%) = 0, so verschwinden alle Richtungsableitungen in z°. Ist grad f(z°) # 0,
so gibt es unler allen Richlungsableitungen 0f/dv(z°) eine betragsgrifite, nimlich die in

Richtung des Gradienten; ihr Wert ist ||grad f(z°)].

18.6 Mittelwertsidtze und Hauptsatz

Aus dem eindimensionalen Mittelwertsatz der Differentialrechnung (s. Folgerung 11.3) erhélt
man sofort einen entsprechenden Satz fiir reellwertige Funktionen mit vektoriellen Argumen-

ten.

Satz 14 (MWS fir reellwertige Funktionen) Sei U C R"™ offen, f : U — R in U
differenzierbar, und z°, 2% + h seien zwei Punkte, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke in

U liegen. Dann gibt es ein 9 : 0 < 9 < 1, so daf gill

F@O+h) = f(z°) = f(+ 9, d h

f@®+h) = fa%) = an fi(2® + 9k = < grad f(2° + OR), h >
=1

Definition: Sei U C IR™ offen und zusammenhdngend. Dann bezeichnen wir U als

Gebiet.

Bemerkung: Man kann zeigen, daf jedes Gebiet U C IR”™ die Figenschaft besitzt, daf} je
zwei Punkte aus U durch einen in U liegenden Polygonzug verbunden werden kénnen (vgl.

Heuser 2, 161.).

Folgerung 15 Sei U C IR" ein Gebiel, f: U — R, f sei in U partiell differenzierbar
und die partiellen Ableitungen fz;, 1 <1 < n, seien tberall in U identisch Null. Dann ist

[ in U konstant.
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Der MWS gilt fiir vektorwertige Funktionen nicht in Form einer Gleichheit — wie in Folge-
rung 11.3 oder in Satz 14 — sondern in Form einer Ungleichung. Dafiir benétigen wir den

Begriff des Riemann—Integrals fiir Funktionen f : [a,b] — TR™, [a,b] C IR.

Definition: Eine Funktion f = (f1,...,fm) & [a,0] — R™, [a,b] C R, heifit
Riemann—integrierbar auf [a,b], wenn jedes f; beschrinkt und Riemann-integrierbar ist

(vgl. Abschnitt 12.4);

/b f(t)ydt = /b e
a /ab ot dt

heifit das Riemann—Integral von f iiber [a,b].

Bemerkungen:

1. Als Folgerung aus dem 1-dimensionalen weiff man, daf stetige Funktionen Riemann—

integrierbar sind.

2. Wir setzen

/aaf(t)dt =0, /abf(t)dt:—/baf(t)dt.

Wir lassen im folgenden ,Riemann® immer weg, da keine anderen Integralbegriffe in dieser

Vorlesung vorkommen.

Satz 16 Mit f :[a,b] — R™ ist auch ||f|| : [a,b] — R auf [a,b] integrierbar, und es gill

/abf(t)dt g/ab

Satz 17 (Hauptsatz) Seia <b, a,becR.

ol

(a) Ist g :[a,b] — IR™ stetig, dann ist
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t
f:(a,b) Btr—>/ g(s)ds e R™
differenzierbar, und es gilt f'(t) = g(t), t € (a,b).

(b) Ist f :[a,b] — IR™ stetig und differenzierbar in jedem t € (a,b) und gibt es
h:la,b] — TR™ mit

h stetig, h(t) = f'(t), t € (a,b),
so gilt

S0)~ fla) = [ Fsyas.

Folgerung 18 Se: f: U C R™ — R, U offen, [ stetig differenzierbar, z,x' € U, und
7 :10,1] — ™ ein differenzierbarer Weg mit v(0) = ., v(1) = 2" und v([0,1]) =T, C U.
Dann gilt:

J@") = f(z)

[ 1o
= [ < ord i), > ar.

Bemerkung: Fiir zwei Punkte 2,2’ € U C IR”, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke §
in U liegen, ist v(t) :=ta' + (1 —t)az, t € [0, 1], ein differenzierbarer Weg (i. e. eine Gerade),

dessen Kurve gerade S ergibt, Iy = 5.

Definition:  Fine Teilmenge C eines normierten Raumes X heifit konvez, wenn sie mit je

zwei ihrer Punkte 2/, @ € C auch deren Verbindungsstrecke z'z := S := {z e X|3telo,1]:

z=tz' 4+ (1- t)w} enthélt.

Beispiele: Leere Menge; ganz X; Rechtecke, Kreise, Ellipsen im IR?; Kugeln (offen

oder abgeschlossen) in normierten Riumen.

Definition: Sei A = (aji)j=1,..,m eine (m,n)-Matrix, d. h. eine lineare Abbildung
k=1,...,n

A:RR" — IR™. Eine Matrizennorm ||.|| heit mit den Normen |.|| = ||.||r~, [|.|| = ||-|lr™

vertrdglich, wenn ||Az||gm < ||A|| ||z||r» Yz € R".
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Beispiele:

L ||leo in R™ und R™, A = (ajy)j=1,..m

v=1,..,n
n
|A]| = | Al := max Z lay| (,maximale Zeilensumme )
lsism o5
2. ||./1 in R™ und R™,
m
Al = [|All1 := max > |ajy| (,maximale Spaltensumme )
1<v<n =

3. [].]2 in R™ und IR™,

o 1/2
Al = [|Al]2 : (Z Z |(ljy|2) (,Quadratsummennorm*)

7=1 v=1

Satz 19 (Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen) Sei U C R™ offen, f:U — RR™
stetig differenzierbar, und x,xz°+h seien zwei Punkte, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke

S in U liegen. Dann gilt

T+ k) = f(2%)

</01 £/ + th) dt) h, dh

M =6 = S [ GEE e mat, = 1m,

Ist ||.|| irgendeine mit den Normen von IR™ und IR™ wvertrdgliche Matrizennorm, dann gilt

die Abschdtzung

£ @+ h) = F(@)| < (2] max || /()]

Ein gewisser Ersatz fiir den fehlenden MWS kann als Folgerung von Satz 14 wie folgt

formuliert werden.

Folgerung 20 Sei U C R"™ offen, f : U — R™, [ = (f1,..., fm) differenzierbar in
U. Sind 29, 2° + h Punkte, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke S in U liegen, so gibl es
Punkte &1,...,&, auf S, fir die gilt f(2° + h) — f(2°) = f/[&1, ..., En]h mit
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9h 0 h

Mgy ... Mg
fl[fh"'agm] =

Ofm O fm

niga) . 2,

18.7 Der Taylorsche Satz und die Taylorformel

Satz 21 (Satz von Taylor) Sei U C R™ offen, f € C*Y(U), k > 0, und mit 2°,2° + h
liege auch deren Verbindungsstrecke S in U. Dann g¢ibt es ein ¥ in 0 < 9 < 1, so daff gilt
( ,Taylor-Formel*)

F

v=1""

mit dem Restglied (in ,Lagrange-Darstellung®)

1
(k+1)

Rp(2%h) = (VA1 1) (2° + oh)

und den Differentialoperatoren

(Vh) =id, Vh:=(Vh)' ;= hyD1+ -+ h, D, , (Vh)"*1:=(Vh)(Vh)",
v=20,...,k.

Das Restglied indexRestglied ldfst sich auch in Integralform darstellen,

Ri(2%h) = /O 'a ;!t)k ((VRY*17) (2 + th) dt .

Bezeichnungen: Ein Tupel a = (ay,...,a,) € IN} heilt Multiindez mit Linge |a| =

a1+ -+ a,. Fir a € INj setzen wir

n

n
a!:Hai!, xa::H@li’ z=(21,...,2,) ER" .
i=1 '

Induktiv sieht man, daf}
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moz
(x14 -+ x,)" —V'Z—,

la|=v

1 14 1 [e3 [}
= (Vh)'= 3 kD",

v!

la|=v
wobel
el
Ju{t - - Qud” 1 n
ot J J
= . {—mal
Oz Oz; 08332 (6-mal)

Unter den Voraussetzungen von Satz 21 148t sich die Taylor—Formel auch in folgender Weise

schreiben,

GO R = Y SRADUE) Y S h(D )0+ k)

la|<k |a|=k+1

Man nennt

Pogao()= 3 (2 =2 (D)%)

o<k
das k-te Taylor—Polynom von f bzgl. der Stelle z°.

Beispiel: f:U — R, U C IR? offen, konvex, f (k4 1)-mal stetig differenzierbar:

k=1
F@O+ by, 20+ hy) = f(29, 29) + ((h O 1 i)f) (9, 29) +
1 1y 42 2 1y b2 la$1 28$2 15 b2
1 0 d\?
+5(<h1£+h2%) f) (29 + 9h1, 25 + Vha)
wobei

o*f
dxldxz

f

152
22 0x2

0 d\? 0?2
<h1 + hy=— > [ = _h20 ]; + hihs +

0 T dxz

Sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung in U beschrinkt, so gilt die Restglied-

abschdtzung
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1
1R (2% h)lloo < 5 MIIAIIE,

mit (hier: n = 2)

n
M = Z sup
v,d=1 el

0*f
Jdz,0wy (L)‘ '

Definition:  Hessematriz (f € C*(U), U C R" offen)

fl'll'l(m) fml‘n(x)
Hyw) o= | :

Jono (@) fopza(2)
Bemerkung: Nach dem Satz von Schwarz ist die Hessematrix symmetrisch, f;. () =

Joei(®) Vi, j=1,...,n. BEsgilt

(VRS = > hihjfo, =< Hph,h >

t,5=1

Die Taylor-Formel fiir £ = 1 lautet

JOEh) = (0 < grad fe°),h> +Ry(a%h)
Restglied Ry(2°;h) = % < Hy(2° + 9h)h, h > (,Lagrange-Darstellung®)

= /01(1 —1) < Hy(z° +th)h,h > dt (»Integraldarstellung®)
Das Taylor—Polynom 2. Ordnung 148t sich schreiben als
Py sao(z) = f(a%)+ < gradf(2°),z2 — 2% > +% < Hy(2")(z — 2°),2 — 2" > .
Bemerkung:

1. Ist f = (f1,..., fm) eine vektorwertige Funktion, dann gelten der Taylorsche Satz und

die Taylor—Formel unverdndert, wobei alles vektorwertig zu verstehen ist.
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2. Man kann die Eigenschaft der vollstindigen Differenzierbarkeit auch allgemeiner in
Banachrdumen formulieren. Die Ableitungen heiflen dann Fréchet-Ableitungen und
sind beschrinkte lineare Abbildungen zwischen den Banachriumen. Die Funktional-
matrix ist eine mogliche Darstellung der Fréchet-Ableitung (bzgl. der kanonischen
Basen in IR™ bzw. R™). Die hoheren (Fréchet—)Ableitungen sind dann Multiline-
arformen. Die Definitionen und die Formulierung der Sdtze, z. B. des Taylorschen

Satzes, kénnen meist unverdndert iibernommen werden.

19 Der Satz iiber implizite Funktionen

Der Satz tiber implizite Funktionen — oder der Satz tiber inverse Funktionen — kann als
»Hauptsatz“ der nichtlinearen Analysis bezeichnet werden. Dabei lernen wir auch einen

zentralen Satz iiber die Existenz von Fixpunkten kennen.

19.1 Der Kontraktionssatz

Satz 1 Sei (M,d) vollstindiger metrischer Raum, sei F': M — M und es gelte:
d¢ €0,1) Va,ye M : d(F(z),F(y)) < qd(z,y).

Dann gibt es genau ein T € M mit
Fz)=7 (T ist Fizpunkt von F) .

Folgerung 2 (Banachscher Fizpunktsatlz)

Sei X Banachraum, M C X abgeschlossen, F': M — M. Fs gelle:

g e0,1) Vo,o' € M : |F(a) - F(a')

< —2'l|x .
o S dlle - 'llx

Dann gibt es genau ein T € M mit
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Fz)=7 (T ist Fizpunkt von F in M) .

Definitionen:

1. Eine Abbildung F': D C X — Y, X,Y normierte Riume, heiflt Lipschilzstelig,

wenn mit einer Konstanten L > 0 (L = Lipschitzkonstante) gilt

I1F(x) — F(a")ly < Lllz —o'l|x Va,2' € D

2. Eine Lipschitzstetige Abbildung F' heifit Kontraktion (oder kontrahierende Abbildung),

wenn die Lipschitzkonstante L < 1 ist.

Beispiele:

1. Seia < b, F :[a,b] — [a,b] stetig und sei F' differenzierbar in (a,b). Es gelte mit
q€1[0,1):

|F'(¢)| < q V&€ (a,b).

Dann besitzt F' genau einen Fixpunkt in [a,b].

2. X=R, | =], M:=][0,00),
1
F:M>3t—t+—eM.
B +1+t€
Es gilt

[F(@) = P(s)| < |t—s|, tiseM,

aber nicht

|F(t)— F(s)| <gqlt—s|, t,se M, mitg<l1.

F besitzt keinen Fixpunkt!
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3. X =R, ”H = ||7 M = (0,00),
F:M>t——qeM mitqge[0,1).

Offenbar gilt

|F(t)_F(S)|§(Z|t_5|7 lL,seM,

aber F besitzt keinen Fixpunkt.

Beachte: M ist nicht abgeschlossen!

Als Anwendung von Satz 1 bzw. Folg. 2 in einer unendlich—dimensionalen Situation be-

trachten wir das Existenzproblem von Anfangswertaufgaben bei gewdhnlichen Differential-

gleichungen:
Gegeben:
Gesucht:
(AWP)

y° € R"™ (Anfangswert), D C R"™,
fila,b] x D — R™ (rechte Seite) .
Losung ¢ der Anfangswertaufgabe

y=[(ty), ya=9", dh
@ :[a,b] — D mit

) = fLp(V), teladl, wla)=4".

Der Hauptsatz (Satz 18.17) besagt, daB die Suche nach einer Losung der Anfangswertauf-

gabe (AWP) verkniipft werden kann mit der Suche nach einer Lésung der Integralgleichung

1G)  e=o+ [ Fseo)ds, telab.

Satz 3 Sei f:[a,b] x R" — IR" stelig, y° € R™ beliebig, und es gebe L > 0 mil

1f(t,2) — f(t,a")]| < Ll|lz — &'|| Va,o' € R" Vi€ [a,b].
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Dann gibt es genau einen stetig differenzierbaren Weg ¢ : [a,b] — TR mit
P(0) = f(te(), telab], ola)=y".

Folgerung 4 Sei [ :[a,b] x K(y°,7) — R stetig und es gebe L > 0 mil
1£(t, ) = f(t,2)]| < Lllw = 2| Yo,2" € K(y°,r) Vi€ [a,b].

Dann gibt es genau einen stetig differenzierbaren Weg ¢ : [a,a + a] — TR"™ mit
o(t) = f(te(t), telaatal, ola)=y";

hierbei sind:

a = max(b—a,rm ),
m = max{[|f(s,2)l| | s € [a,5], e € K(3",m)} .
Beispiele:

1. Populationsmodell (VOLTERRA-LOTKA)
(AWP) ¢'=yla—by), y(0)=¢"; a,b>0.

Mit f(t,y) = y(a — by) gilt fiir y € K(y°,7):

|f(t,a:)—f(t,x’)| S L|x—:v’|,

L:= max{‘g—;(t,f)‘t eR,€€ f(yo,'r)} )

Wir erhalten eine Losung zumindest fir ein ,kleines Stiick” in die Zukunft (lokale

Losung).

2. Betrachte

(AWP) ¢'=1+44", y(0)=0,

- 144 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Die Losung von AWP ist der Tangens (tan’(y) = 1 + y?).

Bemerkung: Satz 3 oder Folg. 4 wird als ein Satz vom Typ ,PICARD-LINDELOFF*

bezeichnet.

19.2 Der Satz uber die inverse Abbildung

In diesem Abschnitt sei immer f : U — IR™, U C IR" offen. Um den Satz von der
inversen Abbildung beweisen zu kénnen, benétigen wir noch ein Ergebnis iiber invertierbare

Matrizen.
Bezeichnung:  M(m,n):= Raum aller (m,n)-Matrizen.

Jede Matrix A € M(m,n) definiert eine beschrinkte, lineare Abbildung von IR™ in den
R™, A:R" — IR™. Im Raum M(n,n) aller quadratischen Matrizen ist das Produkt

AB zweier Matrizen wieder eine (n,n)-Matrix. Eine Matrix A € M(n,n) ist invertierbar,

d. u. n. d. wenn det A # 0.

Definition: Eine Matrizennorm auf M(n,n) liegt vor, wenn neben den Normeigen-

schaften noch

|AB|| < ||A||||B]| (,Submultiplikativitdat«)

erfiillt ist.

Hinsichtlich der Eigenschaft der Vertrdglichkeit von Matrizennormen sei auf Abschnitt 18.6

verwiesen.

Lemma 5 Ist A € M(n,n) invertierbar, dann gibt es Zahlen a > 0 und ¢ > 0 mit der

Figenschaft (|.|| = Matrizennorm):

VB:||B— Al <e= 3B und |A7' - B! <a|A- B|.
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Bemerkungen:

1. Lemma 5 besagt, daf die Bildung der Inversen einer invertierbaren Matrix eine stetige

Abbildung in M(n,n) ist.

2. Man beachte, daf} in endlichdimensionalen R&umen lineare Abbildungen immer stetig
(als Abb. zwischen den endlichdimensionalen Rdumen) sind. Damit definiert auch die

Inverse einer Matrix, wenn sie existiert, immer eine stetige lineare Abbildung.

Definition:  f heifit C"-Diffeomorphismus, r > 1, falls gilt:

feC"(UR™), finjektiv,
V= f(U) offen, f~'eC"(V,IR").

Satz 6 Sei f € CY(U,R™), 2% € U, und die Ableitung f'(z°) sei invertierbar. Dann gibt es
ein Up C U, Ug offen, 2° € Uy, so daf8 fly, C'-Diffeomorphismus ist; firy € Vo := f(Up)

gilt
Y= (rw)]”
Bemerkung:
1. Die Invertierbarkeit der Funktionalmatrix f/(2°) = <%(m0)> ist dquivalent zur Be-

ziehung det(f'(2°)) # 0.

2. Ist f € C"(U,IR™), so kann man durch Anwendung der Kettenregel sogar zeigen, daf}
h = f|u, C"Diffeomorphismus ist, d. h. dal auch alle partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung r von h™! existieren und stetig sind (vgl. Walter (1992), Analysis 2, 4.5 und
4.6).

3. Das Ergebnis von Satz 6 iber die inverse Abbildung 148t sich durch folgende Figur

verdeutlichen:
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w f —~—/ f)

Beispiele:

1. Ebene Polarkoordinaten

Abbildung: (r,¢) — (rcosg, rsing) =: (z,y)

o))

z,y cos —rsing )
det 22:9) _ —r£0, (2,9) # (0,0).
(r, ) sing  rcosy

)

Zu jedem Bildpunkt (z,y) # (0,0) gibt es unendlich viele Urbilder (r,¢ 4 2k7). In

einer Umgebung von (zq,yo) # (0,0) gibt es eine Umkehrfunktion (aus C'*),
r= (2 + y2)1/‘2 , ¢ =arg(z,y) = arctan J
T

(falls zg = 0 : ¢ = arccot E) Die Polarkoordinatendarstellung bildet z. B. den offenen
y

Halbstreifen {0 < r < 00, -7 < ¢ < 7} C*—diffeomorph auf die lings der negativen

reellen Achse aufgeschlitzte Ebene R \{(z,y)|z <0, y = 0} ab.

2. Betrachte f : R2 > (Qj’y) — (332 + y2,2xy) c R2.
Offenbar gilt:
f(IRQ) CcqQ:= {(u,'v)EIR2‘u—|—v2 0, U—‘UZO} .
Sei a > 0. Es gilt:
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flacost,asint) = (a?, a*sin2t), 0<t< 7.
Damit zeigt man:

SR =Q.
Offenbar ist f stetig differenzierbar; f'(z,y) wird dargestellt durch die Matrix

2% 2 .
fl(z,y) = L det [ y) =42 —y%) .
2y 2z

Ist also (2°,4%) € IR? mit (2°)% # (y°)2, so ist f in einer Umgebung von (2°,4°) ein

Cl-Diffeomorphismus.

Zur Ableitung von f':  (f7H(u,v) = [f’(.L,y)] , (u,v)= f(a,y)

= =: B
ba1  bao
Spalten von B:
2¢ 2y b1y 1 2 2y by 0
2y 2 bay 0 2y 2z bay 1

1
x = +/ucos <§ arcsin 2) ,
U
wobei (u,v) €Q, v# |u|.
. 1 )
y = \/usin <— arcsin —) ,
2 U

19.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt sei immer FF: U xV — Z, U CR"*, V CR™, Z C R™.
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Aufgabe: Die Gleichung
Flz,y)=0, (z,y)eUxV

nach y ,auflésen”, d. h. eine Abbildung g : U — V zu finden mit
Fz,g(z))=0, z€lU.

Ausgeschrieben bedeutet dies:

Fl(xly"w'r?wylw'wym):O

Fm(wly--'vwnvylv"'vym):0

auf U nach yi,...,y, auflésen, d. h. g; : U — IR, j =1,...,m, zu finden mit

Fi(zq,...,zn,01(21, .. ., 20), .oy gm(21, .., 20)) = 0,

= (21,..,8,) €U, j=1,....m.

L2Auflosbarkeit“ bedeutet auch:

Finde g : U — V , so daB
N:= {('Lvy) eUxV | F('Lvy) = 0}
Graph der Abbildung g ist.

Man sagt, g sei durch F implizit definiert.

Beispiel:

1. Betrachte F: IR? 3 (z,y) — 2% + 2 — r?2 € R. Auflssen von F(z,y) = 0 bedeutet,
die Kreislinie als Graph einer Funktion g darzustellen. Dies kann nicht gelingen! Es

ist aber ,stiickweise“ moglich, z. B. durch
gi(z) == Vr?—a? oder gy(z):=—-Vr*—2a?, [z|<1.
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Bezeichnung: st
Fo:V3y— Fz°y)cZ
bzw.

Fpo:U>32+— Fz,y°) € Z

0

differenzierbar in 4° bzw. 2z, so schreiben wir fiir die Ableitungen

oF

dyF(xoayO) oder a_y(xoayo)
F

bzw. d,F(2°,y°) oder Z_(xo,yo)_
T

Der folgende Satz beantwortet nicht nur die Frage der Auflésbarkeit, sondern trifft auch

eine Aussage iiber die Differenzierbarkeit implizit definierter Funktionen.

Satz 7 Seien U C R"™ und V C R™ offen, F: U xV — Z C R™, (2°,4°) € U x V,

und es gelte

0OF
F%y) =0, FeCY(UxV,Z), %—(mo,yo) invertierbar.
)

Dann gibt es offene Mengen Uy C U, Vo C V und eine Abbildung g : Uy — Vi mil
((l) 370 € UO7 yO € ‘/07 g € Cl( 707V0) )
(b) g(z) ist einzige Lésung in Vo von F(z,g9(z))=0 Yz € Uy,

(¢) o/(a) = = (gla) ™ G (ag(e)). € Vo
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Bemerkung: Setzt man in Satz 7 zusitzlich voraus, daff F' € C"(U x V, Z), dann ist

auch g € C"(Uy, Vo).
Beispiel:
2. Betrachte FF: IR xR 3 (z,y) — ze” 4+ ye¥ 4+ zy € IR und die Gleichung
F(z,y)=0, d.h. ze"+ye’+ay=0.

Es gilt: F(0,0)=0, FeC"(R?*R) VrecIN,

d, F(0,0) = %—5(0,0) =e"=14#£0.

Also liegt in (0,0) lokale Auflosbarkeit durch eine Funktion ¢ vor;

(o) =~ (9N G a@), v lo,

d. h.

(z 4 De” + g(2)

@)= L@t Do 12

x €Uy . (1)

Ferner ¢(0)=0. (2)

(1) und (2) stellen eine Anfangswertaufgabe fiir die zu findende Funktion g dar.

19.4 Maxima und Minima

Sei U Cc R" offen, f € CY(U,IR).

Definition: 2% € U heiBt lokales Extremum (lokales Mazimum bzw. lokales Minimum),

falls es ein r > 0 gibt mit

f(z) < f(2%) bzw. f(2)> f(2°) Ve e K=, r)nU.
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Gilt ,=“ nur bei 29, so liegt ein lokales Extremum im sirengen Sinn vor.

Eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum liefert der folgende Satz.

Satz 8 (Fermatsches Kriterium) Ist f € CY(U,R) und z° ein lokales Extremum, dann ist
grad f(z") = 0.

Definition: 2 heiBt stationdrer Punkt von f, wenn grad f(z°) = 0.

Zur Formulierung von hinreichenden Bedingungen ben&tigen wir noch folgende Begriffe.

Definitionen:  Eine (n,n)-Matrix A = (a;;) heiBt
symmetrisch, wenn  a;; =ag; , J,k=1,...,n.

Eine symmetrische Matrix heif3t

positiv definit, wenn <Az,z>> 0 Ve #£0;
positiv semidefinit, wenn < Az,x>> 0 Va;
negativ definit, wenn <Az,a>< 0 Vo #£0;
negativ semidefinil, wenn <Az,x>< 0 VYo

indefinit, sonst.

Bemerkung:  Fiir symmetrische Matrizen gilt < Az,y >=<z,Ay > z,y € R"™

Satz 9 (Hinreichende Bedingung fir ein FExziremum):  Sei f € C*(U), 2° € U und
grad f(z°) = 0. Mit Hilfe der Hessemairiz Hy der zweiten partiellen Ableitungen gelten
dann die folgenden Aussagen:

(a) Hs(z®) positiv definit = lokales Minimum im strengen Sinn;

(b) Hs(z°) negativ definit = lokales Mazimum im strengen Sinn;

(c) H(2%) indefinit = kein Friremum.

Bemerkung: Im Fall n = 2 ist H(2°) definit (d. h. positiv oder negativ definit) bzw.

indefinit, wenn die zugehoérige Diskriminante
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D = foxfyy — a%y

bei 2° positiv bzw. negativ ist. Ist D > 0 und f, > 0 bzw. < 0 bei 29, so ist H(2°) positiv
definit bzw. negativ definit, also liegt ein Minimum bzw. Maximum vor (vgl. Walter 2, 4.8

und 4.11).

Beispiel:  f(z,y) = o + y° - 32y, (2,y) € R%;

af

of
a3323:102—3,1;, a—y:3y2—3x;

stationdre Punkte: (0,0) und (1,1);

0 _ o 0

9a2 = T dy? v 8x8y:_3'

Bei (0,0) : D = —9; dort liegt also kein Extremum vor. Bei (1,1): D =6-6 -9 = 27;
dort liegt ein lokales Minimum im engen Sinn vor; der Wert von f ist f(1,1) = —1. Wegen

f(z,2) — oo(z — o0) und f(z,z) — oco(z — —o0) gibt es kein globales Extremum.
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19.5 Lagrangesche Multiplikatorenregel

SeiMcU, M#0,UcCR”offen, f: U — TR.

Optimierungsaufgabe (Extrema mit Nebenbedingung):

Minimiere bzw. maximiere f(z) unter der Nebenbedingung = € M.
Finde 2° € M mit f(2°) < f(z) Vo € M bzw. f(a°) > f(z) Vo e M .

(Kurzschreibweise) mingeas f(@) bzw. maxzear f(z)

Voraussetzung: Der Bereich M kann parametrisiert werden, d. h. es existiert g =

(9153 9m): U — R™ mit M = {2 € U |g(z)=0}.

Beispiele:

1. g(x,y,z)::x+y—z:0, A{:{(a:,y,z)|z:a:+y}.

2. g(z,y)i=a*+y*—1=0, M = Kreis mit Radius 1,
gradg(z) = (22,2y) .

Spezialfall: (n =2, g(z,y) =0 stellt ebene Kurve dar.) Gesucht ist ein lokales Minimum
von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0. Ist g,(2° y°) # 0, dann 148t sich g = 0 in
einer Umgebung von (2%, y°) eindeutig auflésen in der Form y = h(z). Gesucht ist also ein

lokales Extremum von k(z) := f(z,h(z)). Es ist

E(z)=fo+ f,h', K(z)= 9= (Argument: (z,h(2)))

Gy

(s. Satz 7). Ein stationirer Punkt in M = {g(2) = 0} liegt vor, wenn

(5) Lo fZE=0 umd g=0.
9y

Fithrt man die (Lagrange-)Funktion

- 154 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

H(x,y,A):= f(z,y) + Ag(z,y)

ein, so ist die Losung von (%) dquivalent zur Suche eines stationiren Punktes (2, 3%, \?)

von H — falls g, # 0 —, d. h.

(L) Hy = [y(z,y)+Agy(z,y) = 0,
H, = g(z,y) = 0.

In (L) sucht man also einen stationdren Punkt der Funktion H ohne Nebenbedingung;

A heilt Lagrangescher Multiplikator.

Ist g.(2%94%) # 0, so erhilt man aus () den Lagrangeschen Multiplikator durch A =
—Ja(2%,9°) / ga(2®, y°) — bei gy(2°%,¢°) # 0 durch A = —f, (2% 9°) / gy(2°,4°).

Unter den Lésungen (29, 4% AY) von (L) sind also die lokalen Minima der obigen Optimie-

rungsaufgabe enthalten.

Beispiel:  f(z,y) = 2%y?, g(z,y)=a>+y> -1,
H(:v,y,)\): 902y2-|->\w2-|-)\y2 -,

0 = Hx($,y7A) = 2333/2 +2\z = 2$(y2 + A) 7
1 = a2 +y°.

(4 Punkte)

3. ¥ 4+2=0
1=-2Xx, X0=—-1, 42=1
224+ A=0 = (4 Punkte)

O = +1V3, 0= +13
$2+y2:1

Unter den 8 Punkten miissen siamtliche stationidren Punkte sein.
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Allgemeiner Fall:

F:UCR""™ — R, G:UCR""™ —R"™, zeR",yecR™ .
Optimierungsaufgabe: Gesucht lokale Extrema von

Flz,y) = F(z1,...,%n; Y1y ey Ym)
unter den m Nebenbedingungen

Gl(mly"wxn;ylw'wym) = 0

Gm(ajly"w'rn; y17"'7ym) = 0.

Satz 10 (Lagrangesche Multiplikatorenregel) Sei U C IR™™ offen, (2°,4°) € U, F ¢
aG
CYU,R), G € CHU,IR™), und es sei —(2°,9") eine invertierbare Matriz. Hat die

Funktion F(z,y) unter der NebenbedingungyG(x,y) = 0 an der Stelle (2°,y°) ein lokales
Extremum, so gibt es ein Ao = (A}, ..., %) € R™, so daf die Funktion
H(z,y,A\)= F(z,y)+ < X\, G(z,y) >
an der Stelle (z°,4°, \g) einen stationdren Punkt besitzt.
Bemerkung: Bei (2%, 4% \g) gelten also die Gleichungen
dH =0, dH=0, dH=0,

oder, ausfiihrlich,

Hz1:Fa:l+Z)\]G],xl:07 izlv"'vnv

j=1
m

Hy = Fy + > XGiy, =0, k=1,....,m,
=1

Hy, = Gr=0, k=1,...,m,
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oder, dquivalent,
erad F(a,y) + G'(z, )" A =0, G(a,y)=0.

Definition: Die adjungierte Matriz (oder transponierte Matriz) einer reellwertigen

(p,q)-Matrix A = (ag,)k=1,.,, ist definiert durch
£=1,...q
AF = (a;,g) , dfy=ane, k=1,...,q,0=1,...,p.

Die adjungierte Matrix der Funktionalmatrix G'(z,y) in Satz 10 148t sich ausfiihrlich wie
folgt darstellen

Gz, G T
. n
Gz, Gy

G,y =| SR
G, Gy, | 1
: m
G1,ym Grmgm ) |

— m —
Bezeichnung: Die Zahlen Aq,..., A, in Satz 10 heiflen Lagrangesche Multiplikatoren.

Die in Satz 10 noch ausgezeichneten yq,..., ¥, nach denen aufgeldst wird, miissen jedoch

nicht ausgezeichnet sein. Wir betrachten dazu wieder die friithere Situation:

JeCHUR),

M= {z|g(x) = 0)

g€ CHU,R™), UCTIR" offen,
und suchen lokale Extrema von f.

Definition:  z° € M heiBt reguldr, falls

grad g1(2%), ..., grad g,,(2°) linear unabhingig sind.
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Definition:  m Vektoren yi,..., ¥y, € R™ heiflen linear unabhingig (Abk.: 1. u.), wenn

aus
Z7fyf =0 folgt: ~;=0 Vj=1,...,m.
=1
Bemerkung: Sind yy,...y, € R" L u., dann mu m < n sein.

Lemma 11 Die Anzahl der l. u. Spalten einer (n,m)-Matriz A = (a;i) ist gleich der
Anzahl der . u. Zeilen von A.

Bemerkung: Betrachtet man die Adjungierte der Funktionalmatrix ¢'(z), dann ist
g'(x)* eine (n,m)-Matrix — d. h. sie hat die m Spalten gradg;(z), 7 = 1,...,m. Ein

regulirer Punkt 2° € M liegt vor, wenn die Spalten von ¢’(2z%)* 1. u. sind. Nach Lemma 11

sind dann auch m Zeilen von ¢/(z°)* 1. u. und fiir m Indizes iy, ..., i, ist die quadratische
Matrix

a(gla - '7gm)

Naiyyeo i)
invertierbar.

Generelle Voraussetzung im folgenden:
UcCTR" offen, fecCYUR), geCYUR™).

Satz 12 Seim < n, 2° € M = {z | g(z) = 0} reguldr, und z° sei lokales Extremum

von f. Dann gibt es ein Ag = (AY,...,A0) € R™ mit
grad f(2°) + ¢'(«)* 20 = 0,
d. h. (29, Xg) ist stationdrer Punkt von

H(z,\) = [(x)+ < Aglz) > .
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Bezeichnung:  Die Funktion
H(z,A):= f(2)+ < X\ g(z)>, z€U,rxeR™

in Satz 12 heiBt die dem Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen zugeordnete Lagrange—
Funktion. Die Gleichungen zur Bestimmung von stationidren Punkten der Lagrange-Funktion
stellen n + m Bedingungen fiir die n + m Unbekannte 29,...,22 A% ... A% dar. Damit
gelingt es, Kandidaten 20 fiir lokale Extrema von f zu finden. Der Lagrange—Multiplikator

Ao = (A},...,A%) beschreibt die Sensitivitit des Optimalwertes in Abhéngigkeit von Varia-

tionen in den Nebenbedingungen.

Beispiel:  Gesucht
min{—wy‘(w,y)EM}, M = {(w,y)E]R2 ‘w-l—y:l}.

Die Gleichungen fiir 2°, 4%, A\g lauten (f(z,y) :== -2y, g(z,y) =2z +y—1)

P+ -1 = 0,
—y0‘|‘>\0 = 07
—xo-l-)\o = 0.

1 1

Losung: 20 =40 = 3 Ao = 3"

Regularitit liegt vor!

Die vorliegende Optimierungsaufgabe kann man wegen
gz, y)=0<=y=1-2; flz,1-2)=2" -2z

auf eine eindimensionale Optimierungsaufgabe zuriickfiihren; dafiir ist (%, %) globales Mini-

mum.

AbschlieBend interessieren wir uns noch fiir notwendige und hinreichende Kriterien fiir das

Vorliegen eines lokalen Extremums.
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Definition: Tangentenebene von M in 2

T(% M) = {d e R" | g/(«°)d = 0} .

Lemma 13 Ist 2° € M reguldr, so gill

T(2° M) = {d €eR” |37 >03a € CY((-7,7),R"):

a(0)=2°, a'(0) =d, a(t) € M Vi}.

Satz 14 Ist 2° € M regulir und lokales Exiremum von f, so gill
< grad f(z°), d>=0 Vde€T(z°,M).

Generelle Voraussetzung im folgenden:
feCU,R), geCYUR™), 2°€ M regulir .

Dann existiert die Hessematrix H(z) := H(x) der zweiten (stetigen) partiellen Ableitungen

von f (vgl. Abschnitt 18.7).

Satz 15 Sei 20 € M lokales Minimum bzw. Maximum von f iiber M, und U sei konvez.

Dann gilt:
(a) < grad f(2°),d >=0 Vde T(2° M);
(b) < H(2°)d,d >> 0 (fir Min.) bzw. <0 (fir Maz.) Yd € T(2°, M) .
Der folgende Satz liefert ein hinreichendes Kriterium.
Satz 16 Seien U, M konvex, 2° € M , und es gelle:
(a) < grad f(z°),d >=0 Vd e T(z°,M);
(b) < H(z°)d,d>> 0[bzw. <0] YdeT(a"\M),d#0.
Dann ist 2° lokales Minimum [bzw. lokales Maximum] iiber M.
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A Grundlagen der Aussagenlogik

A.1 Bezeichnungen

Aussagen sind Sitze, deren Inhalt entweder wahr oder falsch ist.

Wahrheitswerte

W : wahr (gelegentlich auch T fiir engl. true)

F : falsch (engl. false)

Aussagenvariablen p,q sind Buchstaben oder andere Zeichen, an deren Stelle Aussagen oder

Wahrheitswerte gesetzt werden kénnen.

Aussageformen sind Aussagen, die Aussagenvariablen enthalten. Die folgenden Sonderfille

logischer Aussageformen sollen besonders hervorgehoben werden.

Eine Aussageform, die bei jeder Belegung ihrer Variablen den Wahrheitswert

e W annimmt, heifit Wahrform ( Tautologie, logisch wahre Aussageform, logisches Ge-

setz),

o I annimmt, heifit Falschform (Kontradiktion, logisch falsche Aussageform, logischer

Widerspruch).

Eine Aussageform, die weder Wahrform noch Falschform ist, heit Neutralform ( Neutralitdt,

logisch teilgiiltige Aussageform).

A.2 Verkniipfungszeichen, Verkniipfungen

Verkniipfungen von Aussagen zu einer neuen Aussage bezeichnet man auch als Junktionen.

Die Verkniipfungszeichen =, A, V, — , <« , <+ nennt man Junkloren.
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e pV-p, ~(pAq)Vq sind Tautologien.

e pA—p, ~(pVq)Aq sind Kontradiktionen.

e pVq,pAQq,p — q sind Neutralformen.

Seien A und B Aussageformen. Man sagt:

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise
Negation -p nicht p
Konjunktion PAQ p und q
Disjunktion pVq p oder q (einschliefendes (in-
klusives) oder)
Subjunktion -pVq,auch: (p — q) p subjungiert q
Bijunktion (p — q@)A(q — p),auch: (p < q) | p bijungiert q
Antivalenz -(p < q),auch: (p «—— q) entweder p oder ¢ (aussch-
(Alternative) liefendes (exklusives) oder)
Wahrheitstafel zu den Verkniipfungen
P|la|7P|PAQ|PVQ|P — q|P <= q|P <= ¢
W | W W W W W F
W|F F W F W
F|W|W F W W F W
FIF | W F F W W F
Beispiele:

o A impliziert B( A = B ), wenn A — B eine Tautologie ist (andere Sprechweisen:

wenn B, dann A, B folgt aus A, A ist hinreichende Bedingung fiir B, B ist notwendige

Bedingung fiir A), und spricht von logischer Implikation,

o Aist dquivalentzu B ( A < B ), wenn A < B eine Tautologie ist (andere Sprech-

weise: A genau dann, wenn B), und spricht von logischer Aquivalenz.
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Beispiel:

PAqQ = pVq,wel pAq — pVq eine Tautologie ist.

A.3 Gesetze der Aussagenlogik
Kommutativgesetze

1.pVq & qVp

2.pAq & qAD
Assoziativgesetze

1. (pvq)Vr & pV(qVr)

2. (pAqQ)AT & pA(qAT)
Distributivgesetze

L.pV(gAr) < (pVa)A(pVr)

2.pA(aVr) & (PAQ)V(pAT)
Idempotenzgesetze

l.pvVp & p

2.pAp & p
Absorptionsgesetze (Verschmelzungsgesetze)

Lpv(pAq) & p

2.pA(pVq) & p
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de Morgan—Gesetze
1. =(pVq) & -pA-q
2. =(pAq) & —pVq

Andere Verneinungsgesetze

1. —|(—|p) =p
2. - W=F
3. " F=W

Satz vom ausgeschlossenen Dritten

pV —p ist eine Tautologie.
Satz vom Widerspruch

p A —p ist eine Kontradiktion.
Kontrapositionsgesetz

P = a) & (na = -p)
Transitivgesetz

(P = OA(@ = 1) = (p = 1)
Abtrenngesetze

1. pA(p — q) = q (direkter SchluB)

2. (p — q)A—q = -p (indirekter Schluf)
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B Ubungen und Musterlésungen zu Analysis I

Ubungen (1)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

1. Seien A, B,C Mengen. Zeige:

(a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

(b) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC(C)
Losung:

(a) Es gilt zuniichst

s e AU(BNC) (ze A)V(ze(BNC))
(z e A)V((ze B)A(z € ())
((zeA)V(ze B)A((z e A)V(z e ())
€

€(AUB))A(z € (AUC))

T

€E(AUB)N(AUC).

Die umgekehrte Schlufirichtung ist ebenfalls richtig:
e(AuB)N(AUC) = (

((zeA)V(zeB)A((z € A)V

(

(

r€A)V(ze(BN(C))

oo

r€eAU(BNCO).
(b) Es gilt:
(z,y) eAX(BNC) & (z€A)N(ye(BN(C))
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€ A)A(y€ B)A(y € O))
r€AN(yeB)A(yeC)
v € ANy e B)AN(z€ A)N(y € )

(
(
(
(e A)A(ye B))A((ze A)A(y e )
((z,9) € (Ax B))A((2,9) € (Ax ()

(

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ O

z,y) € (AX B)N(AxC)

2. Sei X eine Menge. Fiir A C X ist das Komplement A’ von A erklirt durch

Ali=X\A.

Seien A, B C X. Zeige:

(a) (AuB)Y =A'npB

(b) (ANB)Y =AUB

Losung:

(a) Es gilt:

z € (AUB)Y

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ O

r€ X\ (AUB)

re€XN(z¢g(AUB))

z € XAN-(ze(AUB))
re€XAN((xeA)V(zeB))

z € XN(~(xeA)A-(z € B))

re XNzgA)N(z ¢ B)

(2 e X)A(z g A))A((z € X)A(z ¢ B))
(ze X\A)A(z € X \B)
re(X\A)N(X\B)

ze A nB.
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(b) Entsprechend erhalten wir:

z€(AnB)

]

€ X\(ANB)

]

e XAz (AN B))
reXAN-(xe(ANB))
reXAN((zeA)A(z € B))

€ XAN(~(z€eA)V(zeB))

v € XAz g AV (z¢gB)

(€ X)A(x & )V ((z € X)A(x ¢ B))
(ze X\A)V(z e X\B)

re(X\A)U(X\B)

S T T R

re AUB.
3. Seien B, C Teilmengen von A. Zeige die Aquivalenz von:
(a) BCC
(by BnC=B8B
(¢c) BuC=C
Losung:

(a) > (b): 2e BNC =>2€ B,dh. BNCCB

teB=zeC=zecBnC,dh. BCBNC
b)=(c)izeB=2zeBNC=zec(C

(c)=(a)izeB=>2cBUC =2l

4. Sei X Menge und seinen A, B C X. Die symmetrische Differenz von A, B ist die

Menge

{reX|z€e AUB, 2 ¢ AN B}
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und wir schreiben dafiir AAB. Zeige:

(a) AAB=(AnB)U(A'NB)
(b) 0AA=A
(¢) AAB C (AAC)U(BAC) fir alle C C X .
(d) Zeige durch ein Beispiel, daf in iii) die Inklusion i. a. keine Gleichheit ist.
Losung:
(a)
r€AAB <= z€AUBAxz¢ ANB
< (z€AVzeB)A-(z€ANzEDB)
< (z€AVzeB)N(z¢ AVa ¢ B)
< |(zeAnz¢gA)V(eg ANz € B)
falsch
Vi(xe ANz ¢ B)V(z€ BNz ¢ B)
falsch
<— (¢t¢ANzeB)V(ze ANz ¢ B)
<~ z€(ANB)U(ANDB)
(b)

T€PAA <— zclUAANzEPNA

— z2€ANz¢) <— €A
N—{—
wahr

(c) Wende die Methode des indirekten Beweises an. Dann ist zu zeigen, daf
VO C X,z € X gilt: 2 ¢ (AAC)U (BAC) = z ¢ AAB
gilt.

Bemerkung: x ¢ AAB heilit z liegt entweder in A und in B oder z liegt in keiner
der beiden Mengen. Weiter gilt nach der Regel von de Morgan:

2 ¢ (AAC)U (BAC) < z ¢ (AAC) Az ¢ (BAC)
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Wir setzen nun z ¢ (AAC)U(BAC) voraus und machen eine Fallunterscheidung:

1. x € C: In diesem Fall mufl wegen der obigen Bemerkung sowohl z € A, als

auch z € B gelten = 2 € ANB = a2 ¢ AAB.
2. x ¢ C: Hier folgt analog + ¢ AAx ¢ B und damit « ¢ AUB = « ¢ AAB.
(d)
= {12}
= {2,3}
= {3,4}

= 4 € AAC =4 € (AAC)U(BAC)

aber 4 ¢ AAB
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Ubungen (2)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

5. Seien X,Y Mengen, sei f: X — Y eine Abbildung und P(X) bzw. P(Y) die Potenz-

menge von X bzw. Y. Zeige:

(a) f1 ('Q]Bi) =N B fiir jede Familie {B;};crin P(Y).

el
(b) f_l(B/) = f_l(B)' fiir jede Teilmenge B von Y .
() f(f/YB)NA)=Bn f(A) fiir alle Mengen AC X, BCY .
Losung:
(a)

wef‘l(ﬂBi) — f(z)e()Bi < Viel: f(x)€ B

1€l el
< Viel:ze f7YB)

zefTN(B') <= [(z)eB < [f(x)¢B

!

= ¢ [(B) <= ze(/7(B))

yef(f—l(B)nA) e JweX:zefYB)AzcAry=f(z)
< dzeX:f(z)eBAf(z)€ f(A)ANy= f(x)

< yeBnf(A)
6. Sei X eine Menge und X C P(X). & heifit o-Algebra in X, wenn gilt:

i) Xed

i) (Ae X = A e ).
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iii) Sind 4, € X, n € N, soist auch |J A4, € X.
neN

Zeige:

(a) Ist X o-Algebra in X und B C X, so ist
Xp = {Z 0 B|Z € X}
o—Algebra in B.

(b) Sei Y eine Menge und f:Y — X eine Abbildung. Ist X o—Algebra in X, so ist
J7HX) = {7 2)|Z € X}

eine o—Algebra in Y.
Losung:

In beiden Teilaufgaben sind die drei Eigenschaften einer o—Algebra nachzuweisen:

(a) i. XeX=>XNB=DBedlp
. AcXAg=3IZ7cX:A=7ZNnB. Mit Z € X ist auch Z' € X. Es ist nun zu

zeigen, dafl auch A’ € X'g ist. Dabei ist das Komplement bzgl. B zu bilden,
also A’ = B\ A. Betrachte C' = Z' N B. Es gilt:

AuC = (ZnB)Uu(Z'nB)=(ZUuZ)nB=8B
=X
AnC = (ZnB)n(Z'nB)=(ZnZ")NB =10
——
=0
Hieraus folgt sofort A’ = B\A=C =27"NnB € Xp.

fi. A, eX, neN=3Z,€X:A4,=7,NB, neN

= J4.={J (Z.nB) (U Z)mBeXB

neN neN nelN

da nach Voraussetzung U Zn € X ist.
n€N

(b) i XeX=V=/ (X)e[X)

ii. Vollig analog zu Aufgabe 5. a) beweist man

o (Um)-ur

el el
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Ist A € f71(X), so gibt es ein B € X mit A = f~1(B). Setze nun C :=
J7Y(B'). Dann gilt wegen (%) und Aufgabe 5. a)
ANC = [AB)NfTHB) = fTHBNB) = [T (0)=0
AUC = (B USTYB) =N (BUB)=[T(X)=Y
Also folgt A’ =Y\A=C = f~}(B') e [~1(X)
iil. A, € fFAA), neIN=3Z,€¢X:A,=fYZ,), neN
Mit () folgt also

U 4.= U rz)=r" (U Zn) e i)

neN neN neN
——
4

7. Seien A, B,C Mengen, seien f: A — B, g: B — C Abbildungen. Zeige:

(a) Sind f, g injektiv, so ist auch g o f injektiv.

(b) Sind f, g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv und es gilt (go f)~! = f~log™h
Losung:

(a) f, g injektiv = g o f injektiv
golf(x) = gofl(y)
& 9(f(2)) = 9(/(y))
= f(z) = [f(y),da g injektiv
=z = y,da finjektiv
(b) f,g bijektiv = g o f bijektiv. Es geniigt zu zeigen g o f surjektiv:
Sei z € C', dann ex. genau ein y € B mit ¢g(y) = z und genau ein z € A mit
fle)=y=go f(z)=9(f(2)) = g(y) = z und damit die Surjektivitit.
Es existiert also (g o f)~! und es gilt
(goflo(fTlog™) = go(fof)og T =gog™ =ido
und(f_l og_l) o(gof) = flof=1idy

= fTlog™ = (go )7, da die Inverse eindeutig bestimmt ist.
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8. Beweise in IN folgende Rechenregeln:

(@) m-(n+k)=m-n+m-k.
(by m+n=m+k=n=k.
(c)m<n=m+k<n+k, km<kn.

(d) k<m=k+1<m.
Losung:

(a) (Distributivgesetz) Nach Definition der Multiplikation gilt
m-(n+1)=m-n+m
und
m-1=m.
Bei festem m und n sei M die Menge der k, fiir die die Behauptung gilt. Wir
zeigen, dafB M = IN gilt.
i m-(n+1l)=m-n+m=m-n+m-1
und damit folgt 1 € M.
ii. Wenn k zu M gehort, gilt
m-(n+k)=m-n+m-k,
also
m-(n+(k+1)=m-(n+k)+1)=m-(n+k)+m
= (m-n4+m-k)y+m=m-n+(m-k+m)
und damit die Behauptung fiir &£ + 1. Also gilt (k+ 1) € M.
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt M = IN.
(b) Wir zeigen, dafl

n#k= m+n#m+k (indirekter Schluf}).
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Bei festem n, k mit n # k sei M die Menge der m mit
m+n#m+k.
i. Es gilt
n#Fk=> n+1#k+1= 14+n#1+k
Alsoist 1 € M.
ii. Ist m € M, dann gilt m 4+ n # m + k, und es folgt
(m4n)+1#(m+k)+1= (m+1)+n#(m+1)+k
Also ist mit m auch m +1 € M.

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt die Behauptung also fiir alle

natiirlichen Zahlen.
(c) Sei m < n. Dann existiert ein [ mit m + ! = n, und damit gilt:
nt+k=(m+)+k=(U4+m)+k=14(m+k)
= (m+4+k)+1
= mtk<n+t+k.
Weiter erhalten wir mit (8a)
E-n=k-(m+l)=k-m+k-l=> k-n>k-m.
(d) k<me& INelNE+l=m

Wegen [ € IN gilt [ > 1 und damit

m=k+1>k+1.
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Ubungen (3)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Lésungen

9. Sei n € IN. Zeige:

(a) Keine der Zahlen n!+ k, 2 < k < n, ist eine Primzahl (Liicken in der Folge der

Primzahlen!).

(b) Keine der Zahlen (n!)? + %k, 2 < k < n, ist eine Primzahlpotenz (m Primzahl-

potenz: <= Jp, s € IN : p Primzahl, m = p*).
Losung:

(a) Esist

mtk=i+k=k-|J][i+1].
i

d.h., k teilt n!+ k. Daaber 1 < 2 <k <n < n!+k gilt, ist n!+ &k keine Primzahl.

(b) Nehmen wir an, daB (n!)? + & eine Primzahlpotenz ist. Dann existieren eine

Primzahl p und eine natiirliche Zahl s, so daf

2
pS:(n!)2+k:(Hj) thk=k-| | T[] k+1
j:2 J=2
J#k

d.h., k teilt p®. Dann mufB k£ aber auch eine Potenz von p sein, d.h., es gibt ein

0:1< (< smit k=p’, und es folgt:

[A| k+1=p">k=> s—t>¢
2

j=
J#k

= k=p p =]l k+1,
et
was nicht moglich ist.
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10. Auf der Erde leben zur Zeit etwa 6 - 10° Menschen. Die relative Hiufigkeit, daf

1

zwei verschiedene Personen ununterscheidbaren Fingerabdruck haben, wird mit o~

angegeben, d. h. unter 64-10° Paaren ist eines mit ununterscheidbarem Fingerabdruck.

(a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, auf der Erde Paare von Menschen zu bilden?

(b) Wieviele Paare von Einwohnern der Bundesrepublik haben ununterscheidbaren

Fingerabdruck? (Einwohnerzahl der alten BRD: Etwa 6 - 107).
(c) Wie grof muf} die Einwohnerzahl einer Stadt in der Bundesrepublik mindestens
sein, damit darin ein Paar mit ununterscheidbarem Fingerabdruck lebt?
(Es werden nur gerundete Rechnungen erwartet).
Losung:
(a) Sei n die Anzahl der Menschen, die auf der Erde leben(hier: n ~ 6 - 10?). Dann
ist die Anzahl a; der Méglichkeiten auf der Erde unterschiedliche (homo- und he-
terosexuelle) Paare von Menschen zu bilden gleich der Anzahl der 2-elementigen

Teilmengen einer n—elementigen Menge. Um die Kardinalitdt dieser Menge mit

den Hilfsmitteln aus der Vorlesung zu bestimmen, geht man folgendermaflen vor.

Sei
M = {{a,b} | a,b € N,,,a # b}.

Gesucht ist m = card (M). Wir betrachten die Menge
F=A{f:{1,2} = N, | f ist injektiv}.

Dann gilt wegen card ({1,2}) = 2 und card (IN,,) = n nach einem Satz aus der

Vorlesung
card(F)=n-(n+1-2)=n-(n—-1).

Sei f € F mit f(1) = e und f(2) = b, a,b € IN,,. Dann ist a # b auf Grund der

Injektivitit von f, denn andernfalls wiirde gelten
a=bs f(1)=[f(2)= 1=2,
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was nicht moglich ist.

Jede Funktion f € F 148t sich also mit einem geordneten Paar (a,b) € IN,, x IN,,,
a # b, identifizieren. In der Menge der moglichen injektiven Abbildungen sind
auch die Permutationen (als Bilder) enthalten. Die Anzahl der moglichen Permu-
tationen von 2-elementigen Mengen betrigt 2! = 2. Wilt man nur jeweils eine
Permutation als Reprisentanten aus, so ist die Anzahl der méglichen Paare aus

einer Menge von n Flementen gerade gleich der Anzahl der méglichen injektiven

Abbildungen von 2—elementigen Mengen dividiert durch 2!, also AHQ;Q

Anschaulich erhélt man die Formel fiir die Anzahl der méglichen Paare, indem

man das folgende Schema betrachtet.

1 2 3 n—1 n
1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,n—1) (1,n)
2 (2,1) 2,2 (2,3) (2,n—1) (2,n)
1 (3,1) (3,2) (3,3) (3,n—1) (3,n)
n=1[(n-1,1) (n=1,2) (n=1,3) - - - (n=1,n—1) (n—1,n)
| (1) (2 (w3 - - - (=1 (n,n)

Interpretieren wir die n? Eintrige in diesem Schema als Paare von Menschen, so
stellen wir fest, daf die n Eintrige in der Diagonalen unzulissig sind. Dariiber
hinaus treten die Fintrige, die unterhalb der Diagonalen stehen, gespiegelt ober-
halb der Diagonalen noch einmal auf. Um die Anzahl der Paare zu erhalten, muf}
man also die Anzahl der zuldssigen Eintrige noch einmal durch 2 teilen. Es ist

wieder

2 2
Wir erhalten also
ap =card(M)=m = w
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36-10'8
2

= 18-10'8.

(b) Die Anzahl ay der Paare von Einwohnern in der Bundesrepublik (ny = 6 - 107)
mit ununterscheidbarem Fingerabdruck ergibt sich als Produkt der Anzahl aller
moglichen Paare verschiedener Personen in der Bundesrepublik und der relativen
Héufigkeit dafiir, daBl zwei verschiedene Personen ununterscheidbaren Fingerab-
druck haben. Also

na(ng — 1) 118 10™

= : ~— - —— 28 10°%
“ 2 64-10° 64 107
(¢) Fiir die Anzahl ng der Einwohner mufl gelten:
| < ng(ns—1) 1 n3
- 2 64 - 109 — 128 -10°

=  n2>128-10° =12,8-10"" ~ (3,5- 10°)?

= nz3>3,5-10°.

11. Die Fibonacci—Zahlen F,, sind induktiv definiert:
Ph=F:=1 F,w=F+F_, nelN,n>2.

Zeige:

(a) h+ K+ +F,1+1=F,p1, nelN,n>2.
(b) F2n+1:F2+1-|-FT%, ne€IN .

n

(¢) Fuoy - Fop1 = F24+ 1 fiir alle geraden Zahlen n € IN .
Losung:
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(a)

Induktion nach n:
n=2: F} + 1 = Fj ist offensichtlich richtig.

n—-mn+1:

n n—1
ZE+1:ZE+1+Fn: n+1‘|‘Fn: n+2
=1 =1

Unter Benutzung der Formeln F,, = F},, 19— Fqq und F,, = Fl_o+ F,_1 zeigt

man durch Induktion, daf§
Fn+k = Fan+1 + Fk—an,

fir k e N,k > 2.
Die Gleichung gilt offensichtlich fiir k=2.
k—k+1:

Fn—l—k + Fn—l—k—l

Frikt
= FplFopn+ Fea B+ FeoaFopr + Fr—o P
= (Fp+ Foo1)Fog1 + (Foor + Fo2) F,
= Fpp by + L F,

Setzt man in dieser Identitdt £k = n 4 1, so folgt
Fong1 = Fiy + F)

Wir zeigen Fpy1Fn_q — F2 = (=1)" fiir n > 2.
n=2: F3F| — F? = 1 ist offensichtlich richtig.
n=3: Fy4F5 — Fg = —1 ist ebenfalls richtig.

Setzt man F,,_1 = F,,4+1 — F, in obige Formel ein, so ist diese dquivalent zu
B2y = Faa By = 2 = (-1

n—mn+1:

FooF, — F3+1 = (Fop + Fo)F, - F73+1
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= - 3+1+Fn+1Fn+F3

_(F2+1 _Fn-HFn - Fg)

n

= (-

12. Wir bilden ,,Worte* aus den Buchstaben a,b in folgender Weise:
Wl::a7 WQ::by Wn+1::Wan—17 ’IZEIN,’IZZQ

Zeige:

(a) W, hat F}, Buchstaben, n € IN. (F}, = n—te Fibonacci-Zahl)

(b) Es gibt kein ,Doppel a“ in W,,, n € IN .

Wieviele Buchstaben hat Wss?
Losung:

1. Wir bezeichnen mit |W,,| die Anzahl der Buchstaben des Wortes W,,. Durch Induktion

iitber n zeigen wir die Behauptung:

n:1,2: |W1|:|W2|:1:F1:F2

n—n+1l: Wy = [Wal+ W]

F, 4+ Fhq :Fn+1

= |W, = F,¥nelN

2. Ein doppeltes ’a’ kann nur erzeugt werden, indem man an ein Wort, welches auf ’a’
endet, ein Wort das mit 'a’ beginnt anhdngt. Wir zeigen, daf fiir n > 2 alle W,, mit
einem ’b’ beginnen. Somit kann in diesen Worten nie ein 'Doppel-a’ auftreten, da

Wn+1 = Wan—l .
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Nach Induktionsvoraussetzung beginne nun W, mit einem ’b’, d.h. W, = bV mit
einem Wort V. Damit folgt W,y = W,,W,,_y = bVW,,_;. Also beginnt auch W, ;
mit einem ’b’ und die Behauptung ist gezeigt. Das einzige Wort, welches mit ’a’
beginnt ist Wy. Also besteht nur noch bei W3 die Chance ein doppeltes ’a’ zu bilden.
Es ist aber W3 = ba, d.h. auch W3 enthélt kein "Doppel-a’.

3. Mit der vorigen Aufgabe gilt wegen F7 = 13, F3 = 21 und Fy = 34:

Was| = F33 = FP+ Fiy
Pz = I3+ F? =347 4217 = 1597
= FE = 2550409
Fly = FisFir—1
Fis = F2+4 F? =441+ 169 =610
= FL = 6101597 — 1 = 974169

= F33 = 2550409 + 974169 = 3524578
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Ubungen (4)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

13. Zeige:
(a) 4-n<n(n+1), nelN,n>3.
(b) 2.n<n?, nelN,n>2.
(c) 24[5%" — 1, nelN .

(Erinnerung:  1-m:=m, (k+1)-m:=k-m+m,
m' = m, m* = m-mF, meN).

Losung: Alle drei Teilaufgaben werden durch Induktion iiber n bewiesen.

(a) n=3:12<12,/

—~
<

n—n+l:4n+1) = 4n+4 < nn+1)+4

—_
~

(
n2+n+4§ n2+n+2n+2

= n?4+3n+2= (n+1)(n+2)

wobei die Ungleichung (*) wegen 2n + 2 > 4, n > 3 gilt.

(b) n=2:4<4,/
1.V.
n—n+1l:2n+1) = m+2 < n?42
n2t 2
< n 4 2n+l1=(n+1)
(¢) n=1: 2424 \/
n—n+1: 52040 1 = 5242 _
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1.V.

255" —1'2°25-(24-k+1)—1, ke N

2524 -k +25 — 1 = 24(25k + 1)

= 24|52+ _

14. Gegeben sei eine Menge IK = {a,b,c}. Auf IK x IK seien Abbildungen + und - durch
folgende Tafeln erklért:

+]la b ¢ la b ¢
alc a b 7 a b ¢
bla b ¢ b|b b b
cl|lb ¢ a cle b a

(a) Welches Element in IK hat die Eigenschaft eines Null- bzw. Einselelements?

Verifiziere die entsprechenden Eigenschaften.

(b) IK ist mit den angegebenen Verkniipfungen + und - ein Korper.
Verifiziere dazu das Kommutativgesetz.

(¢) Berechne z:=a+ (—c), y:=a-c'.

Losung:

(a) Das Nullelement ist b, das Einselement a. Verifizieren kann man diese Aussage
dadurch, daff man erkennt, dafl die Spalte unter ,,4+“ bzw. unter - in der Spalte

unter b bzw. a reproduziert wird.

(b) Da die beiden Verkniipfungstabellen symmetrisch bez. der Hauptdiagonalen sind,

gilt sowohl fiir '+, als auch fiir ’-> das Kommutativgesetz.

()

15. Sei X eine Menge und sei X C P(X ). A" heift ein Dynkin-System in X, wenn gilt:
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i) Xed
i) ABeX, ACB= B\AecX
i) Ist A, € X, m € IN, und gilt A, N A, = 0 falls n # m, so gilt UpewA,, € X

(X ist abgeschlossen gegeniiber disjunkter Vereinigung).

(a) Zeige die Aquivalenz von :
i) X ist Dynkin—System und aus A, B € X folgt AN B € X.
ii) X ist o—Algebra.
(b) Sei #X = 2k mit einem k € IN. Sei X" definiert durch
X ={0}Uu{ACX|#A=2(, (cN.}.

Zeige: X ist Dynkin—System, aber keine o—Algebra, falls £ > 1.
Losung:

(a) Wir zeigen zunichst, daB A’ eine o-Algebra ist.
Eig.(i): Eigenschaft (i) einer o-Algebra ist offensichtlich erfiillt.
Eig.(ii): Sei A € X', dann wihle in Fig.(ii) eines Dynkin-Systems B = X =
X\A=A"en.
Eig.(iii): Sei A, € X,n € IN. Zu zeigen ist [JA, € X. Wir schreiben diese
Vereinigung als disjunkte Vereinigung mit
By = Al
By = AQ\(Bl N Ag)

Bs = A3\((B1UBz)N Aj3)

B, = A\(B1UB;U..UB,_1)NA,)
Es gilt B,, € X', wegen der zusétzlichen Vor. in (i) und {J, ey Arn = Unen Br-

Bei der Umkehrung folgt aus den Eigenschaften einer o-Algebra zundchst ANB =
(A"UB') € X und damit fir A,Be XY;AC B= B\A=BnA" € X. Eig. (i)

und (iii) eines Dynkin Systems sind offensichtlich erfiillt.
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(b) Wir weisen die Figenschaften eines Dynkin Systems nach.
i. X € X ist klar
ii. ABeEX, ACB=#(B\A)=2lp—-2l4=2(lp—1l4)= B\Aec X
iii. Da X endlich ist, also X = {ay,...,asx}, gibt es in X auch nur endlich viele

disjunkte Teilmengen. Seien also 4; € X', ¢ =1,...,m, paarweise disjunkt.

= # DAZ = i#AZ = ini = Q(ilz) = GAZ e X.
=1 =1 =1 =1 =1

X ist keine o-Algebra : A = {ag,a1}, B ={a1,a3} = AU B = {ag,a1,a2} ¢
‘X"

16. Betrachte die Abbildung f:IN 3 n — n® — n € INg, wobei INg := IN U{0}.
Zeige: 30 ist Teiler von f(n) fiir alle n € N, n > 2.

Losung: Es ist

n® —n=nnt=1)=nm?-DR2+1)=nn-Dn+1n2+1)

(n—1Dnn+D)(n?*+1)=(n-Dnn+ 1)(n* + 5046 — (5n4+5))

= (n—Dnr+1)((n+2)(n+3)-5(n+1))

= (n=Dn(n+ 1)(n+2)(n+3)=5(n—1n(n+ 1)~
Die in der letzten Zeile auftretende Differenz ist durch 30 teilbar, da der Minuend
aus einem Produkt fiinf aufeinander folgender Zahlen besteht, der Subtrahend aus

einem Produkt drei aufeinander folgender Zahlen und dem Faktor 5 besteht und jedes

Produkt, das aus k aufeinender folgenden Zahlen besteht, durch k teilbar ist.
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Ubungen (5)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

Hinweis zu 17 und 20: Benutzen Sie die Aussage, daBl eine Primzahl p eine der beiden

Zahlen m, n € ZZ teilt, falls p das Produkt m - n teilt.

17. (a) Zeige: Es gibt keine rationale Zahl z mit z? = 12.

(b) Sei p eine Primzahl und sein € IN, n > 2.

Zeige: Es gibt keine rationale Zahl « mit 2™ = p.
Losung: Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz:

Beh.: Sei p eine Primzahl, n > 2 eine natiirliche Zahl und a € Z eine beliebige ganze

Zahl. Dann gilt:
(*) pla” = pla.

Beweis: Fiir den Beweis benutzen wir
plm-n = pmVp|n.

Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstindige Induktion nach n. Sei M die
Menge der natiirlichen Zahlen n > 2, fiir die die Behauptung gilt. Es ist 2 € M, da

pla® & pla-a = plaVvple < pla.

Sei nun n € M, d.h. aus p|a” folgt p|a. Dann ist auch n + 1 € M, denn

p|an"'1 & pla-a” = plaVpla” = plaVple s pla.

Also gilt die Behauptung fiir alle n > 2.
Wir kommen nun zur Lésung der Aufgaben.
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(a) Nehmen wir an, daf ein z = % € @ mit teilerfremden a,b und z? = 12 existiere.

Dann gilt:

2
T 2122 =322 0= 3la* = 3la= Je:a=3-c

bZ
= a*=3c"= 32.2=3-22. "= 3.2=2%.1?
= 312%-0% = 3|22Vv3| = 3[b% = 3b.

Die letzte Aussage steht allerdings im Widerspruch zur Annahme, dafl ¢ und b

teilerfremd sind, womit (17a) bewiesen ist.

(b) Nehmen wir an, daf ein z = % € Q) mit teilerfremden a,b und z™ = p existiere.
Dann gilt:

an
=P a®=p-b" = pla" = ple= Je:a=p-c= a" =p" "

= pn‘cn:p_bnjpn—l

" =0" = plb" = plb.

Die letzte Aussage steht nun im Widerspruch zur Annahme, dafl ¢ und b teiler-

fremd sind, womit (17b) bewiesen ist.

18. Sei p eine Primzahl.

Sei & = § eine rational Zahl, @ # 0. Die Primfaktorzerlegung 148t eine eindeutige
Darstellung
a , a ’ / ' !
e=2=0 mit veZ,ad €eZ, b eN,p[fld],p[b

zu. Wir definieren damit

|z]p = p7" .

Dies erginzen wir mit:  |0|, := 0.

Beweise:

(a) |z[,=0<=2=0.

(b) Nz -ylp = lzlp - [ylp Vz,y €@ .
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(c) |z +yl, < max(|zfy, [y[y) Ve,y €Q .
(d) lz+ylp <lelp + [yl Vz,yeqQ .
Losung: Wir beweisen zunichst, dafl die Darstellung eindeutig ist. Dazu betrachten
wir zwei Darstellungen

a a Lo vi,u €7, d,d" e 7,0, 0" e N,
z=—-=p" — =p’-— mit
b . (6) p Alal.p fla"l, p JV, p V"

Betrachten wir den Fall v > u und multiplizieren beide Seiten mit p~# - &’ - 4", dann

erhalten wir
P = d b

Aus Voraussetzung (k) folgt zundchst v = g und damit sofort

Im Fall v < p vertauscht man oben v und p.

(a) Es gilt nach Definition
z=0= |zf,=0.

und weiter

(LI

e# 0= e=p" Fmitd’ 0= fef, =p™ >0.
(b) Wir betrachten zunichst den Fall, daB eine der beiden Zahlen, z.B. x, gleich Null

ist. Dann gilt einerseits
r=0=2-y=0= |z-y,=0
und andererseits
fel, = 0= lal, - lul, = 0.

Falls beide Zahlen ungleich Null sind, lassen sie sich in eindeutiger Weise dar-

stellen als
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w=p”1%undy=p“2§,

und fiir die zugehorigen , Betrige® erhilt man

- V2

lzl, =p™"" und [y|, = p~

Dann gilt fiir das Produkt

ac
-y =pT o flaclp fod.
Damit folgt:

—(v1+v2) -1 —vy _

lzyl, =p =pp lz], - lyl,-
(c) Wir betrachten wieder zuerst den Fall, daff eine der beiden Zahlen gleich Null

ist. Sei also 0.B.d.A. 2 = 0. Dann gilt einerseits

e, = 0= max(lz, lyl,) = [y],

und andererseits

|z + yl, = [yl,-

Fiir den Fall, daf beide Zahlen ungleich Null sind, gilt wieder die obige eindeutige

Darstellung und fiir die Summe

L al e
1. Fall: 1 <v9 = v9—v; >0

-1

= —un>-vp= p " >p = max(lz],lyl,) =p

Durch Ausklammern von p”! aus der Summe erhélt man

(e y2_y1£>_ " ad + p2~"1be

Nun gilt aber

p flad| = p flad 4 p> 7" bel

und

p Jbd

und damit fiir den ,Betrag® der Summe

|$ + y|p = p_yl = ma’X(|$|p7 |y|p)
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2. Fall: vy > v, Vertausche v und vy im 1. Fall. /

3. Fall: v; = v9 Durch Ausklammern von p*' aus der Summe erhilt man

(N _ oy ad-l—bc>
rty=p <b+d> P < vd )

Hier kann nun aber im Zihler eine Zahl auftreten, die durch p™,n € INg,

teilbar ist. Die eindeutige Darstellung von z 4 y besitzt also die Form
— v1+n i
Damit erhdlt man nun:
|z +yl, =p™ 7" < p7* = max(|z], |y[,).
Fiir n > 0 tritt an dieser Stelle eine echte Ungleichung auf.

(d) Durch Anwendung des dritten und ersten Aufgabenteils erhdlt man
|2+ yl, < max([z],,]yl,) < e, +yl,-
19. Seien A,BCR, A#0, B#0.

(a) Es gelte
) AUB=TR .
i) €A, ye B=z<y
Zeige: Jz € R mit: A={2€R|z2<z} oder A={z€R|z< z}.
(b) Seien A, B nach oben beschrinkt. Setze

C:={zeR|z=a+b mit a€ A, be B}.

Zeige: sSUp,cc Z = SUPgey @+ SUPpep b .
Losung:

Bemerkungen zum Supremum:

Fiir eine nichtleere, nach oben beschriankte Menge A C IR existiert nach dem Vollstdndig-
keitsaxiom ein Supremum, d.h. eine kleinste obere Schranke dieser Menge. Eine solche
Zahl S ist eine obere Schranke und keine Zahl < S ist obere Schranke, d.h. zu jedem

€ > 0 gibt es mindestens ein ¢ € A mit § — ¢ < a.
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(a)

Nach Voraussetzung ist A # () und die Menge ist nach oben beschrinkt, denn
jedes yo € B # () ist obere Schranke von A, da

‘v’xEA:a:“<)y0.

Nach dem Vollstdndigkeitsaxiom besitzt A demnach ein Supremum 2z := sup A.
1.Fall: z€ A
Wir zeigen, dafl dann A ={z€R:2 <z} =:C.
A C C: Sei z € A. Da a obere Schranke von A ist, gilt 2 <2 = ze (.
C' C A: Sei z € C. Angenommen z ¢ A.
:Q zeB % 1<
Dies steht allerdings im Widerspruch zu z € C. z muf also in A liegen.
2.Fall: 2 ¢ A
Wir zeigen, dal dann A ={z€R:z< 2} =: D.
A C D: Sei z € A.
r g A :@ r€EB (:Z;) 2<x= z€D.
D C A: Sei z € D. Nehmen wir an, daf z ¢ A.
= 2z € B = =z obere Schranke von A = =z < z.
Die letzte Ungleichung steht allerdings im Widerspruch zu z € D. z muf}
also in A liegen.
Wir definieren A+ B:={z€R |z=a+b mit a € A,b € B} und zeigen,
daf} sup(A+ B) = sup A+ sup B. Sei a := sup A und 3 := sup B, so miissen wir
zeigen, dafl a 4+ 3 die kleinste obere Schranke von A + B ist. Offensichtlich ist
a + 3 eine obere Schranke dieser Menge, denn es gilt fir 2 € A + B:

z=a+b< a+ 0.
Zu ¢ > 0 existieren ¢ € A,b € B mit
a—¢f/2<a und [ -¢/2<b
=>(a+p)—e<(a+b)=:2z,

und damit ist a + § die kleinste obere Schranke von A + B.

- 191 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Analysis, Arbeitsmaterialien

20. (a) Seien z,y € R* = IR \{0}. Zeige: Ist 2 - y oder = + y eine rationale Zahl, so gilt:
z,y €Q oder z,y € R\Q.
(b) Seien p, ¢ verschiedene Primzahlen. Zeige: Es gibt keine rationale Zahl 2 mit
wt=p-q.
Losung:

(a) Es ist zu zeigen: @ € @ <= y € Q. Da die Verkniipfungen '+’ und ’~’
kommutativ sind, geniigt es, x € @ = y € Q) zu beweisen.

i. Seiz=19%,a,b€Zundx-y=3

S, ¢, d € 7L
c ch
jy—%—EGQ
also ist y € Q.
ii. Seinunz =%, ae,beZ undx+y= 3, ¢,de Z:
N _E_w_g_g_cb—ad Q
R e A ¥

also ist auch hier y € Q).

(b) Wir nehmen an, es giibe ein @ € @ mit 22 = pg. Dann &8t sich @ schreiben als
r = ¢ mit a,b € Z teilerfremd. Damit gilt

Vat=d? = bpg=d=>pld=>pa=>a=mp, meZ
= b2pg = m*p? <=  blq=m’p= p|b® = p|b

Also teilt p sowohl a, als auch b im Widerspruch zu a, b teilerfremd. Wir haben
im Beweis benutzt: Falls eine Primzahl p ein Produkt ganzer Zahlen m,n teilt,

so teilt sie bereits eine der beiden Zahlen. Hieraus folgt sofort: p|n? = p|n.
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Ubungen (6)

zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

21. (a) Seia € R, a > —1, und sei n € IN. Beweise:
(1+a)">14n-a (Bernoullische Ungleichung).

(b) Bestimme Supremum und Infimum von

we{(-2)

n € ]N} .
Losung:

(a) Fiihre Induktion iiber n.
n:l:(l-l—a)1 > 1+4+ay/
n—n+1: 1+a)t = 1+a)"(1+4a) Ig. (14 na)(1+a), a> -1
= 1—}—nozL—|—ozL—|—7m2:1—|—(n—|—1)a—|—na2
> 14+ (n+1)a

(b) Wie man sofort mit der ndchsten Aufgabe Teil a) sieht, gilt 0 < (1 - nl—z)n <

1, n» € IN. Da fiir n = 1 der Wert 0 angenommen wird, ist

1 n
inf <1 - —) =0
n€N n?
Fiir 0 < p < 1 gilt nach Teil a):

1\" 1 1 ) 1
1-—=) >1-n-—=1—-—>pfirn> ——.
n? n? n 1—p

Nach Lemma 4.7 der Vorlesung ist fiir das Supremum 2 = 1 zu zeigen:
Ve >0dae M :z — ¢ <a.

Setze p = 1 —e. Dann gibt es ein n,n > —— mit (1 - n%)n > p=1-¢, woraus

1-p
1 n
sup <1 — —2> = 1.
neN n
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22. (a) SeiaeR, 0<a<1. Zeige: 0<a” <1 VneN.
(b) Sei a € R, a > 1. Zeige:
i) EInE]N:a>1+%
ii) A:={a"|n € IN} ist nicht nach oben beschrinkt.
Losung:
(a) Fiihre Induktion iiber n.
n=1:0<ad <1y
n—n+l:0<ad"A0<a = 0<a-a"=a"*!
1.V.

a" <1lha<1l = o't
—_— —
I.V.

L—g-a” <1

(b) i Wihle n > —1-. Damit folgt

n >

1 1
<= a—1>— < a>1+ —
a—1 n n

ii. Sei C' € IR beliebig, aber fest. Es ist zu zeigen, daf} ein Element aus A gréBer
als C'ist, d.h. man findet ein n € IN mit @™ > C. Setze dazu a = 145b, b > 0.
Wihle weiter ein n € IN mit n > % = % Dann gilt offenbar

1+nb>14+C-1=C
Mit Aufgabe 21 Teil a) folgt also:
a*=(14+0)">14nb>C

Jede Konstante C' € IR wird also fiir n > =L von a” iibertroffen, d.h. A ist

a—1
nicht nach oben beschrinkt.
23. Beweise:
n—1 ;
1 1 n
(a) <1+—.)="—, neN,n>2.
/ 7 n!
=1
n—1
1 241 n
(b) 14+ - —_ ,meIN, n>2.
Faiey i (n—1)!
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n n

(d) 3(%) §n!§2-n-<g> , nelN.

Hinweis zu 23.(c), 1. Teil: Bei Verwendung der Binomischen Formel benutzen Sie die

1\" 1 n+1
(c) <1+—> <3, (1+—) > 2 ,nelN .

Tatsache, dafl (Z)n_k < Qk%l, 1<k<n.

Losung:

(a) Wir beweisen die Formel mit Induktion. Der Induktionsanfang ist offensichtlich
erfiillt.

n—mn+1:

- 1, n" 1 n*(n+1)"  (n+4 1)t
1 V= — 1 V= — =
g( +z') n!( +n) n! nn (n+1)!

(b) Wir beweisen die Formel mit Teil (a):

o 1. n 1, =t 1 O S | n" n"
1 _'ﬁ"‘l: 1 3t 1 — )= — < >:__, —
E”ﬂ E“ﬂ EJW n,g i =

=n

(c) Nach der Binomischen Formel gilt:
1 . (n) 1
14 2) = -
e ()
Firk>1gilt 1 <n—-k+1<mnund deshalb

(n)i_ n-(n—1)---(n—k+1) <

1 1 o1
Kl 1-2-3.--F — 2k-1°

k) nk k! nk

Setzt man diese Abschdtzung in die obige Summe ein, so folgt
1 " (n\ 1 1
1+-=)"= — <1 —
o br-E ()R B
n—1 k 1\n
1 1-(3)
= 1+Z<—> =14+ —2— <1+ -
k=0 2 1- % 1- (%)
Aus der Bernoullischen Ungleichung in Aufgabe 1 folgt

(1+l)”+1>(1+l)”21+n3:2.
n n n

- 195 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

(d) Nach Aufgabenteil (a) und (c) gilt

n! = " <2 <2n(ﬁ)n
YT on-1 12_—271—1— 9
IT i+ )
1=1 N —
>2
und
n” n”
| — =3(=\"
n n—1 1 : — 3n-1 (3)
(14 -)
1=1 H,IL_/
<3

24. Seia € IR, a > 0,und sein € N, n > 2.
Zeige: Fs gibt genau eine positive reelle Zahl x, so dafl z™ = a.

Hinweis: Benutzen Sie die Identitat

2" — :(z—x)(zn_l-I—z”_Qw-l—----l—wn_l), 0<z<z,
1

und die daraus folgende Ungleichung 2" — 2™ < (z — z)n 2"~ ".

Losung: Die Eindeutigkeit folgt aus der Implikation

0<z<y= 2" <y"

Sei A:={z€R|z>0,2" <a}. DieZahl { = 1 liegt in A, denn 0 < ¢ < 1 und

daher 1" <t < a. Damit ist A nichtleer. Weiter ist 1 4+ @ obere Schranke von A, denn
z>1+a= 2">2>a= z¢ A

Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom gibt es eine obere Grenze x = sup,c4 2z in IR. Wir

werden zeigen, dafl 2™ = a gilt, d.h., wir zeigen (indirekt) 2" > ¢ und 2" < a.

Angenommen 2" < a. Die Identitét

Mot = ()T e 2" 0< 2 < 2,
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fiihrt auf die Ungleichung

2t —a" < (2 — x)nz”_l.

Wihle h so, dal 0 < A < 1 und

a—ax”

he 2%
< n(z 4+ 1)1

gilt. Setze z = x + h, dann folgt
(z 4+ h)"—2" < hn(z + h)”_l < hn(z + 1)”_1 <a-—2z",

und (z +h)" < a, d.h.  + h € A (Widerspruch zu z = sup, 4 2!).
Sei nun z™ > a angenommen. Setze

" —a

k=

nen—1 )

Dann ist 0 < k < z (da 2" — a < & < nz™ Vn), und fir beliebiges z > & — k folgt
" — 2" < 2" — (2 — k)" < kna"' = 2" —a.

Also ist 2" > aund z ¢ A. Damit ist © — k eine obere Schranke von A im Widerspruch

dazu, daB z kleinste obere Schranke ist.
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Ubungen (7)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

25. Seien (apn)neN, (bn)new Folgen.

(a) Zeige: Konvergiert (a,)nen, so konvergiert auch (|a,|)nen, und es gilt:
lim |a,| = [lim a,| .
(b) Gilt in (a) auch die Umkehrung?

(c¢) Zeige: Konvergiert (a,)nen, so konvergiert auch

1 & 1 &
(— g ai) ,und es gilt: lim — g a; = lim a,, .
n < n n 4 n
=1 nelN =1

(d) Zeige: Ist (an)nenw konvergent und ist (a, — by, )new eine Nullfolge,

so ist (b, )new konvergent, und es gilt: lim,, a,, = lim,, b,
Losung:

(a) Sei e > 0 beliebig vorgegeben. Da {a,},c konvergiert, gilt:
da,No e N :¥n > Ny :|a, —a| < ¢.
Damit folgt aber fiir alle n > Ngy:
llan] = lall < |an —af <e,
also gerade die Behauptung.

(b) Die Umkehrung gilt nicht. Dies sieht man z.B. an a, = (—1)".

(c) Sei e > 0 beliebig vorgegeben. Da {a,}, .y konvergiert, gilt:
Ja, Ny e N :¥n > Ny :|a, —a| < /2.

Wir wihlen nun
9 M
Np := max { Ny, ;Z|an—a| +15.
< =1
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Dann ist fiir n > Ng:

nz:l =1 =1 =1
1 n 1 Ny n
< _Zlaz_al__2|ai_a|+_ Z |az_a|
n =1 n =1 =Ny +1 <e/2
Ny
> lai — al N
— e n—Ny e ¢
< =1 —- <-+-=ce
5 M Ty T Saty
= lai — qf
8i=1

Die Behauptung ist damit bewiesen.

(d) Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da {a,}, .y konvergiert, gilt:
da, Ny e N:Vn > Ny :|a, —a|] < ¢/2.
Da {a, — by}, cngegen Null konvergiert, gilt:
TN, € IN :Vn > No : |ay — by| < /2.

Wir wihlen Ng := max { Ny, N2}. Dann gilt fiir alle n > Np:

[ NN
N | ™

b, — a| = by — an + an —a| < |by — ap| + |a, —al <

Damit ist die Behauptung bewiesen.

26. Beweise:

n2

(a) <n + 2> ist Nullfolge .
nelN

n

(b) <—) ist Nullfolge .
2n n€N

(c) lim (\/4712 +5n+2 — Qn) = Z

Losung:
n+ 2 14+ 2/n 1
(a) = n/ = — (1+2/n) =0
— ~
-0 ~——
—1
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(b)

Wir zeigen, daBl 2% > n? ist. Damit erhalten wir dann n&mlich:

n n 0
—_— —_— = — — U.
2n — p?2

Beh. 1: Fiir n € IN,n > 3 gilt: n? > 2n + 1.

Beweis: (durch Induktion iiber n)

n=23:32=9>7=2-3+1.

n — n+ 1 : Nach Induktionsvoraussetzung gilt n? > 2n+41. Damit erhalten wir:
(n+1)2:n2+2n+1I'2V2n+1+2n+1:4n+1+1

S B4 2t 2) 1= 2t DAL

Damit beweisen wir nun die

Beh. 2: Fiir n € IN,n > 4 gilt: 2" > n?.

Beweis: (durch Induktion iiber n)

n=4:2"=16=4%/.

n — n + 1 : Nach Induktionsvoraussetzung gilt 2* > n%. Damit erhalten wir:
2ntl = 9.9m Ig 2-n? Bezh'l n 4 2n+1=(n+1)>~

Eine alternative Lésungsmoglichkeit besteht darin, allgemeiner zu zeigen,

daB fiir p > 0,a € IR die Folge mit den Gliedern ﬁ eine Nullfolge ist. Im

Spezialfall p = 1,a = 1 folgt die Behauptung in (b). Sei & > a, dann gilt fiir

n > 2k
" n nn—1)---(n—k+1) nkpk
R e B
S0 AL
n
(L+p) = p*

Dan®™% — 0 (n — o0), wegen k > a, folgt die Behauptung.

Es gilt nach der Binomischen Formel fiir beliebige a € IR, a > 0:
(1+a/2=14+a+a*/4>1+a= (¥) VI+a<1+a/2

Wir betrachten nun

1
a, = V4n?4+5n+2—-2n=2n 1+i+f_2n
dn  2n?
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- 4n = 2n?

Es gilt a,, > %, da

L SUAP 5+<5>2+1 25><1+5>2
dn  2n2 8n 8n 2n?2  64n? — 8n
—_—

>0
5 1 5 5
=21 2 1) >om(1y > 1) =2
- n( TR )_n<+8n > 4
Also erhalten wir:
b5} b 1 b5}
0<an—2 = 201+ 24— —1])-2
=Ty n( IRTART: ) 4
(x 5 1 5 5 1 5
< ot ( 2y )o1)-2=24 2
= n<+2<4n+2n2> > 1172, 1
1
= — 0
Qn—>
27. Sei (ap )nen definiert durch
a1 =1, apyq = n nelN .

1+V1+a2’

(a) 0<a, <1, neN.
(b) (@n)nen ist monoton fallend.

(¢) (an)nen ist Nullfolge.
Losung:

(a) Wir beweisen die erste Aussage mit Induktion. Der Induktionsanfang ist fiir beide
Ungleichungen erfiillt. Sei also a, > 0, dann ist offensichtlich auch a,41 > 0.

Fiir die andere Ungleichung sei

a
L <a, <1

14+4/14+a2

———
>0

anglianﬁ-l:
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(b) Aus der gerade bewiesenen Ungleichung folgt sofort, da a,, monoton fallend ist.

(c¢) Es gilt
ay, < a,
Un41 = > 5
1+ 14 a2 2
~~
>0
~q, < oot 02 o o !
aTL < < EEEEY <
2 4 on—1
= an < 1

Da lim,—oo 2,}—_1 = 0 und a, > 0 folgt lim a,, = 0.

28. (a) Sei (@y)new eine Folge,a € IR, N € IN, ¢ € [0,1) und damit gelte:
|apt1 —al < qla, —a] Yn>N.
Zeige: (an)nen konvergiert.
(b) Esseir e (0,1), 21 € (0,1), 2pyy :i=rap(l —z,), n € IN .
i) Zeige: z, € (0,1) VneIN .

ii) Wenn (2, )n,en konvergiert, was ist der Grenzwert?

iii) Zeige die Konvergenz von (2, )nenN -

Losung:

(a) Man zeigt zunichst
lantn —al < ¢*lan —al, n>1

durch Induktion iber n:

n=1: lanss —al < glay —a| v/

n—mn+1: ‘(LN_l_(n_H) — a‘ = ‘Q(N+n)+1 — a‘ < q|aN+n —a
I.V.
1
< ¢ ¢"lax —al = ¢"ay —al.

Da {¢"}, cy eine Nullfolge ist, gilt |a, — a| = 0, n — oo und damit lim a, = a.

(b) i. Beweis durch Induktion iiber n.
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n=1: 21 €(0,1)/
n—n+1l: a1 = 1l —z,)>0
Tpp1 = ran(l—a,)<1
da0<r<lundO0<z,<1,0<1—2, <1nachLV..
ii. Im Falle von Konvergenz gilt fiir den Grenzwert
r= Jim o
die Beziehung
r = rz(l-uz).
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: z = 0.

2. Fall: = £ 0.
r—1

=> 1l=r(l-2)= z= < 0.
Dieses « stellt allerdings keinen méglichen Grenzwert fiir unsere Folge .,
dar, da nach Aufgabenteil i. alle Folgenglieder im Intervall (0,1) liegen
und somit kein Grenzwert < 0 in Frage kommt.
iii. Es gilt
Tpy1 =rep(l—ay) =2, -r(l —2,) <z,, n €N
—_——

<1
Also ist die Folge {2}, .y streng monoton fallend. Nach Teil ¢i. ist sie auch

nach unten beschriankt (durch 0) und mufl somit konvergieren.
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Ubungen (8)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

29. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge.

(a) Sei b, :=inf{ar|k > n}, n € IN.

Zeige: (by)new ist beschriankt, monoton wachsend und es gilt:

lim b,, = liminf «,, .
n n—0oo

1 n
b ib,:=— , IN .
(b) Sei n;ak n €

Zeige: liminf a, <liminfb, <limsupb, < limsup a, .
n—00 n—00 n—00 n—00

Losung:

(a) Da die Folge {an}, beschrénkt ist, also |a,| < C, n € IN fiir ein C' € IR, ist
auch die Folge {b,}, v beschriankt, d.h.

bl = jaf Jor] < €, n e N
Offenbar ist

by, = inf a; < inf ap =0

ny < ng
anl kZ’nQ

n2»

Die Folge {by, },,cpy ist somit monoton wachsend und beschrénkt, also existiert der

Grenzwert b := lim b,. Nach Definition des Grenzwertes gibt es zu beliebigem
n—0oo

e > 0 ein ng € IN mit

b, = inf ap >b—¢
k>ng

Daraus folgt fiir a = liminf a,, dal a > b ist. Andernfalls wire a < b, so daf}

b—

fiir unendlich viele a,, gilt: a, < a+ &' fiir &/ = 5

2. damit ist a, < b — ¢ fiir

unendlich viele n (Widerspruch!).
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Es bleibt zu zeigen, daBl a < b ist. Nach Definition des Infimums gibt es zu
jedem n € IN ein u,, € IN, p, > n mit b, < a,, <b,+ % (siehe Lemma 4.7 der

Vorlesung fiir das Infimum). Die Teilfolge {a,, },  konvergiert gegen b,
e 1
b= au,| < [b=bu| + by —ay,| < §‘|‘;<5

Yn > N, wobei zu beliebigem & > 0 [b —b,| < £, Vo > N und 3 < £. Dies zeigt

£
3

a < b, da a der kleinste Grenzwert von Teilfolgen von {a, } ist.

(b) Setze
a := liminfa,
b = H%Il,io%f b,

€

Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es ein m € IN mit a, > @ — 5, n > m. Also gilt auch

fir das arithmetische Mittel

pa1+ .-+ a £
mtl n>a——,n>m
n—m 4
und damit
G oot n—m €
7r+1+ + n> <a__>,n>m
n n 4
Wegen 2= (a — §) — a — §, n — oo gibt es ein ng > m mit

Uyl + ...+ ay 15
n 2

Da #t=tim (0 p — oo, also fiir alle hinreichend grofien n sicher gréBer als

—% ist, folgt die Existenz eines ny > ng mit

a1+ ...+ a, +am1+...+a
b, = — i mtl “>a—¢, n>n
n

Daraus sieht man, daBl b > « gilt. Andernfalls wéire b < a, so daf} fiir unendlich

viele b, gilt

bn§b+5’fﬁr5’:aT_b;

Damit ist b, < a@ — ¢’ fiir unendlich viele n(Widerspruch!). Véllig analog sieht

man die Ungleichung

lim sup b,, < lim sup a,
n—oo n—oo
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Aufgrund der trivialen Ungleichung

lim inf b,, < lim sup b,

n—00 n—00

folgt die Behauptung.
30. Zeige:

(a) lim Vn=1
1

n!

(¢) lim Ya=1 firalle a > 0.

(b) lim

n

=0

n

Losung:

(a) Setze a, := {/n — 1. Dann gilt nach dem binomischen Satz
N A ny , nn-1),
n=(1+a,) ,;:0 <k)a”_ (2>an 5 G n > 2

2
n—1

=  ap < — 0, n—

= ap— 0, n =

= lim ¢Yn=1

(b) Es geniigt zu zeigen, dafl IUn! — 00, n — oo gilt. Dazu beweisen wir, daB zu

jedem a > 0 ein ng € IN existiert mit v'n! > a, n > ng.

\%
S}
3

WZ(Z <~ n!

s
v
b

<

k=1 k=1

=k
= J[=>1

k=1a

ok &k
< — —>1

k>2a

Fiir n > 2a bleibt das linke Produkt offensichtlich konstant. Das rechte Pro-

>

IA
S
o

dukt jedoch 148t sich nach unten durch 2"~"1 abschitzen, wobei n; die kleinste

natiirliche Zahl grofler als 2a bezeichnet. Wegen 277" — oo, n — oo folgt die
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Existenz eines ng € IN mit den gewiinschten Eigenschaften. Somit haben wir

vn! — oo, n — oo gezeigt.

1
= lim ——= =0
n— oo ,'”/n!
(c) Nach Teil a) gilt
lim Yw=1=-——= lim —= (x)
= = = *
nooo V1 lm /n  nete In

Sei nun a > 0. Dann gilt fiir n > ng > max{a, %}

1
<a<n, n>ng <= —=< Va< Yn, n>ng
n

{1/_

Wegen des Sandwich-Theorems und (*) folgt also die Behauptung.

3|~

31. Zeige:
(a) Fiir alle y >0 gilt: (14 y)'/" < 1-|-%y7 nelN .
(b) gq1+mﬂﬂnz1, z€[0,1].
(c) Bestimme li7£n(a” + b™)Y™ fiir alle a,be R, a,b>0.
Losung:

(a) Die Behauptung folgt sofort aus der Bernoullischen Ungleichung (vgl. Aufgabe
21(a)):
<1+ly> >14+y VYy>-1,neN.
n

(b) Aus Teil(a) folgt

1<(1+2")w <1+ =, nelN.
n

Fir 0 < 2 < 1 konvergiert 2" /n gegen 0 (n — o0). Nach dem EinschlieBungs-

prinzip fiir Folgen gilt die Behauptung.

(¢c) Wir nehmen ohne Einschrinkung an 0 < @ < b und haben dann
b< (" +bM)w < (27 < V2-b—b (n— o).
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Also gilt
lim (" + b”)% = max{a,b}.

n—oo

32. Sei die Folge (2, )nen induktiv definiert durch

z1 €(0,1), @pp1:=2a,(1 —ay).
(a) Zeige: z, € (0,1) VYn € IN.
(b) Was sind die méglichen Grenzwerte der Folge?
. . 1
(c) Zeige: lim z, = 3
Losung:

(a) Wir beweisen die Behauptung mittels vollstindiger Induktion nach n.

n=1: z1 € (0,1) nach Definition.

n — n+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist z,, € (0,1) und damit auch (1 —
zn) € (0,1). Es folgt sofort 2,41 = 22, (1 - 2,) > 0. Bleibt noch zu
zeigen, dafl 2,41 < 1 gilt. Wir betrachten zwei Fille.

1. Fall: z, <1/2
= 20, (1=-2,)<2-1/2-(1=-2,) <1
2. Fall: z,>1/2=> 1-12,<1/2
=> 2z, (1—2,)<2-2,-1/2<1
Also ist 2,41 € (0,1).
(b) Nach dem ersten Aufgabenteil liegen alle Glieder der Folge im abgeschlossenen

und beschrénkten Intervall [0, 1]. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf} besitzt

die Folge demnach mindestens einen Hiufungspunkt im Intervall [0, 1].

Nehmen wir an, die Folge sei konvergent mit Grenzwert 2 = lir%I x, in [0,1].
ne

Nach Definition der Folge gilt fiir diesen Grenzwert

.’E:%iel{l{].’lin+1:%ig%{?'xn'(1—$n)}:2'$'(1—$):2$—2$2
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& 202 — 2 =0

Die moglichen Grenzwerte sind also # = 0 und = = 1/2.
(c) Fiir die Differenz zweier benachbarter Folgenglieder erhilt man:
Tpt1 —:L'n:2-:L'n-(1—wn)—wn:wn—2wi:wn-(1—2wn).
Weiter gilt fiir alle n € IN:
1/2 = 2ppy = 1/2 = 22, + 222 = 2(1/4 a4 xg) =2z, —1/2)% >0,

das bedeutet, dafl aufler z; alle Glieder der Folge in (0,1/2] liegen miissen. Wir
betrachten nun die Folge {a,,}, cy mit @y = 2p41. Dannist a, € (0,1/2),n € IN,
und es gilt:

Upy1 — A = ap(l —2a,) > a,(1-2-1/2)=0.

{@y },env ist also monoton wachsend und durch 1/2 nach oben beschrénkt. Dann
ist {an},en aber auch konvergent mit 0 < lima, = a ® 1/2. Da sich die Folge

{zn}, e in nur endlich vielen Gliedern von {a,}, .y unterscheidet, gilt auch

limz, = 1/2.
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Ubungen (9)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

33. Zeige:
- (=3 _ 3
(a) Z E T 7
o 4 7
> 1 1
(b) 241@2—1 2
(¢) (1—a)-zkak:% fiir |a] < 1.
k=1
Losung:
a) Nach der Formel fiir die geometrische Reihe erhalten wir mit ¢ = —3/4:
Nach der F | fiir di ische Reil hal ir mi
i(—3)’“ _ -3/4 -3
B GO - V2 S
(b) Es ist
1 1 1 1

-1 22k—1) 202kt 1) CFT ML TET9np 1)

Die Folge {zy};qy ist offensichtlich konvergent mit Grenzwert Null, und deshalb

gilt fiir die Folge der Partialsummen:

Sn:Z4k2 1:Z(xk—:vk+1)=r1—xn—>x1=§(n—>00)-
k=1 - k=1

(c) Wir betrachten zunéchst die n—te Partiallsumme der zu untersuchenden Reihe

Sn=(1- a)Zkak = Ekak - Ekak‘H
k=1 k=1 k=1

= a+ Z ka* — Z(k —1)a* — na™*!
k=2 k=2

= a+ > [k—(k- D]a* — na™t = > a® — na"t!
_ n+1

_ a—am
1—-a

1

Die Behauptung erhidlt man aus
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lim na™ = 0.
n—oo

34. (a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren:
2 (—1)k > k2 = k!

IR A S 3

k=1 k=1 k=1

(_3)k

(b) Zeigen Sie die Konvergenz von ) 72,

Wie viele Reihenglieder mufl man aufsummieren, um den Reihenwert mit einem

Fehler vom Betrag kleiner als 10™2 anzun&hern?
Losung:
(a) i. Die Folge {2}, mit den positiven Gliedern z = \/Lg,k‘ € IN, bildet eine

Nullfolge, und aus diesem Grund ist nach dem Leibniz—Kriterium die alter-

nierende Reihe

i (-»*
k=1 \/E
konvergent.

ii. Fiir die Folge {z}},y mit den Gliedern z; = ’2—2, gilt

e kY (k+1)?  1+42/k4 1/k o
ze  (B+1)! k2 kE+1 '
Nach dem Quotientenkriterium ergibt sich also die Konvergenz der Reihe
= k! ’

iii. Mit der Abschitzung 5—; < k%,k > 4 erhilt man mit Hilfe des Majoranten-

kriteriums
>0 k! > 2
k=1 k=1

Die bendtigte Abschitzung beweist man mittels vollstdndiger Induktion.

k=4":
41 23.3 3
H-® TSy ap

E—Lk+1:
(k+1)! kR 1 Lv. 2 1
(b P~ A F ~ B 1/ef R (i 1
(2) 2 _ 2

E2(1+1/k)?  (k+1)?
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35.

Bei der Abschétzung (*) geht die Ungleichung

(14+1/k)" > 1+ 1/k) 2 (1 +1/k)* k> 2
—
>1
ein.

(b) Die Folge {zj},cny mit den positiven Gliedern z; = %,k € IN, ist monoton

fallend fiir £ > 3, denn

Tl _ 3 s k> 3.
T k+1

Die Konvergenz der alternierenden Reihe

< (=3)*

ergibt sich dann nach dem Leibniz—Kriterium.

Der Fehler r,, = s — s, dieser Reihe vom Letbnizschen Typ besitzt das Vorzeichen
des ersten Gliedes und ist kleiner als der absolute Betrag dieses Gliedes. Nun ist
n so zu bestimmen, dafl

(=3)(+)

-3
m < 107™°.

|7'n| <

Wegen
3'%/13! = 2.560330295- 10~* < 107 < 1.109476461- 107> = 3'2/12!

erhalten wir n = 12.

(a) Bestimme eine Folge (ay,)nen,, so daB fiir alle z € (-3, 3) gilt:

= 2
Z akﬂfk = .
k=0 z -3

(b) Zeige fiir z € (—1,1):

o0

1

k=0

(c) Forme fiir geeignete 2 € R die Reihe

io: (5k + 2—k+1) 2k

k=1
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so um, daf sich schlielich ein Ausdruck in z ergibt, der ohne das Reihensymbol

auskommt.

Losung:

(a)

36. (a)

Die Potenzreihe der Funktion z +— ﬁ |z| < 1 wird bekanntlich geometrische

Reihe genannt. Es gilt

2 2\ 1 2\ &\ -2,
x_3—<‘§>1_g—<‘§>'2<§> =2 g

k=0 k=0

und die Reihe konvergiert fiir |z| < 3.

Eigentlich ist diese Teilaufgabe bereits in Aufgabe 33(a) dieses Blattes gelost wor-
den. Es werden an dieser Stelle noch weitere Losungsmoglichkeiten angegeben.

Fiir zwei absolut konvergente Reihen ist das Cauchy-Produkt

o) k
ek, =) anbry
k=0 n=0

ebenfalls absolut kovergent. Wir wenden diese Aussage auf die geometrische

Reihe an
1 oo k [o's)
G = () () =X et = S 1t
k=0n=0 k=0
00 00 00 k
23(51C + 2_k+1)xk = Z(5x)k + 2 Z <g>
k=1 k=1 k=1
1 1
B 1—5x_1+2(1—g_1)
B 1 1 2x
I D

und diese Rechnung ist giiltig fiir alle |z| < 1.

Sei g € IN. Zeige:
i. exp(z)> —— fiir z>0;
P> 3

ii. VneIN Jz > 0:exp(z) > na?;
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iii. e lq'd 7 .

(Hinweis: Betrachte e~1¢! — ¢! 37 _ (_kll)k )
(b) Zeige: € ¢0Q).

Losung: Sei ¢ € IN fest.

(a) i. Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion folgt

0=y 2> 2
exp(x) = — > z > 0.
ol T (¢+ 1)V

ii. Wéhle > n(q+ 1)
exp(z) (36(>a)i) x
x4 (¢+ 1)
iii. Fiir jedes feste ¢ € IN gilt
= (=1)"g!
e_lq! — Z % + R

n=0

>n = exp(z)> nz?

wobei die vordere Summe eine ganze Zahl darstellt und R nach dem Satz

iiber alternierende Reihen abgeschitzt werden kann durch:
! 1
¢ _ -
(¢+1)! g+1
Somit ist e~lq! ¢ ZZ.

0<|R| < 1

(b) Da oben gezeigt wurde, daB e~'q! ¢ ZZ fiir alle ¢ € IN, kann e~! nicht rational

sein. Somit kann auch 6%1 = e nicht rational sein.
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37.

Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Ubungen (10)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Lésungen

(a) Sei (an)neN eine monoton fallende Folge und sei a,, > 0 fiir alle n € IN.
Definiere:
b, :=2"%asn, n €Ny .
Zeige:
27—1 n—1
1. Z(Lkgzbj, nelN .
k=1 7=0
Z ap konvergiert, falls Z b; konvergiert .
k=1 ]
b) A dung: Zeige, daf i 1 k iert
(b) Anwendung: Zeige, da > T onvergiert.
Losung:

(a)

i. Fiir k = 27,...,2" ! ist a; < agn, da die Folge {@n},ecy monoton fallend
ist.
20411
= E ar < 2'aq; = b;
k=27
2m-1 n—12/+1-1
SIS SRS 37
J=0 k=2J
o0
ii. Die Reihe Z b; sei konvergent und der Grenzwert sei mit b bezeichnet. Dann
=1

existiert zu jedem n € IN ein m € IN mit n < 2" — 1 und nach Teil (37(a)i)
gilt
2m_1
Sn—Zak< Z ax < Zb <Zb =b,
weil V5 € IN : bj = 2 ay, Z O ist. Damlt ist d1e Folge der Partialsummen der
o0
Reihe Z ay offensichtlich durch b nach oben beschriankt. Da alle aj, > 0 sind,
k=1

- 215 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt Analysis, Arbeitsmaterialien

ist die Partialsummenfolge auch monoton wachsend und somit konvergent.

Also konvergiert die Reihe Z ay.
k=1

(b) Wir benutzen den ersten Teil der Aufgabe mit a; = \/%, b, = 2" - agn = 272,
Es gilt

b': 2_]/2: ( —) =
Z{: =2 e 1-/%

i=0 i=

21
= —— konvergiert.
2 Vi o

1
38. Fiir z € [0, 1) sei §(z) = %
2

Die Funktion ¢ : IR — IR ist durch

glz):=g(z—[z]), z€R,
definiert.

(a) Zeige

1
i. ii_rp%g(m) =5, limg(z)=limg(z)=0.

ii. g ist stetig.
Hinweis zu ii.) : Wegen g(z + 1) = g(z) geniigt es zu zeigen, dafl g stetig in
[0,1) und ¢(0) = ¢(1) ist.
(b) Nun sei fiir n € N g,(z) := 27"t1g(2" 7 '2), 2 e R .
Skizziere g¢1, g2, g3 .
(c) Zeige: Durch
z v+ h(z):= ng(m)
k=1
wird eine auf IR stetige Funktion erklért.

- 216 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt
Losung:

(a) i Firzel0,1)gilt [z]=0

1
= g(az)—§ <max< |z — =

. 1
= lim g(z) = )

.’L‘—)E

Fiir o € [-3,3) ist [z] = —1 oder [z] = 0
= |g(z)] < max{[z],[1 - (¢ + 1]} = || = 0, (z —0)

= lim g(z) =0

r—0

Fiir 2 € [5,3) ist [2] = 0 oder [2] = 1
= lg(2)] < max{[1—z|, |z - 1]} = [z - 1| = 0, (z — 1)
= limlg(w) =0

ii. Wegen ¢g(z 4+ 1) = g(z), € R ist g 1-periodisch. Es muf also nur die
Stetigkeit von g auf [0,1) und g(0) = g(1) gezeigt werden. g ist offensichtlich
1

stetig in (0,3) und (3,1). Wie oben gezeigt, gilt zusétzlich

1 1
1' = — = —
Ierllg(r) 5 g<2>

lim g(z) = 0 = g(0)

r—0

und

lim g(z) =0 = g¢(1) = g(0)

r—1
Also ist g auf [0,1) stetig und ¢g(0) = ¢g(1) = g iiberall stetig.
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(b) Graphische Darstellung

Graphische Darstellung der Funktion g, fiir n = 2.
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Graphische Darstellung der Funktion g, fiir n = 3.

Graphische Darstellung der Funktion g, fiir n = 4.
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0.8 T T T T

Graphische Darstellung der Funktion g, fiir n = 6.

(c) Es soll nun gezeigt werden, daBl i an einer beliebig gewihlten Stelle z € IR, die

im folgenden festgehalten wird, stetig ist.
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Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es ist zu zeigen, dafi ein § > 0 existiert, so daf} fir y € R
mit |z — y| < § gilt:

() = h(y)| < e.
Der Beweis wird iiber einen 3e—Schluf} gefiihrt.

Setze
hn(z) = ng(m), z €.
k=1

Dann sind die so definierten Funktionen Ak, auf Grund der Rechenregeln fiir

stetige Funktionen stetig, und es gilt:

h(z) = ha(2)] = | 3 gelw)| = | 3 27F1g(25 1)
k=n+1 k=n+1
< Y 27 hsuplg(e)l = YD 27F =0 (v — ).
k=n+1 ﬂ’_/ k=n+1

1
2

Mit Hilfe dieser Abschitzung ist es mdoglich, ein N € IN unabhingig von der
betrachteten Stelle © zu wéhlen, so daf:

Vn > N : |h(z) —hp(z) <e VzelR.

Die Eigenschaft, daBl diese Abschitzung fiir geniigend grofies n ,gleichmaBig* fiir
alle z € IR gilt, ist hier besonders hervorzuheben. Man sagt in diesem Fall, daf
die Folge der Funktionen (A, ), gleichméBig gegen h konvergiere oder dafi

der ,gleichméBige Limes“ der Funktionenfolge (%), o1y sei.
Wir legen nun ein ng > N fest (z.B. ng = N). Auf Grund der Stetigkeit von hy,

existiert dann ein § > 0, so daf gilt:
eyl <8 5 Jhnyl(2) = hn ()l < <.
Damit erhalten wir nun fiir alle y € R mit |z — y| < 6:
() = h(y)] < (@) = hng(2) + hng (€) = hng (¥) + hing () = 2(y)]

= [W(@) = hng ()] + [T (2) = hing (9)] + [fins (9) = ()]

< 3e.
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Ganz allgemein kann man auf diese Weise zeigen, daf§ der gleichm&Bige Limes

einer Folge stetiger Funktionen auch wieder stetig ist.

Graphische Darstellung der Funktion h,, fiir n = 10.
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39. Beweise die Stetigkeit der folgenden Funktionen in z = a, jeweils nach der

& — & — Definition:

(a) f:(0,1)32— vz elR; ac(0,1).

(b)f:lRalelwzelR; a€R
! 1
— s xr =
OFRIUSIE NETR S a=1
Tz 0 €0

Losung:

(a) Es seil a € (0,1), dann gilt

ey - |VE= VAV
F@) = f(a) e

I
|

E)
|

B

Wir wihlen also zu gegebenem ¢ > 0 é§ = y/ac und haben nach obiger Abschitzung

die Stetigkeit von f in (0, 1) nachgewiesen.

(b) Es gilt
1 1
@)= @] = i - e
(L+a) = (1+2%)

(T D)1+ 29)

< fetalle—d<l@-a)tata |o—ad

< (@al+ e —al)-Je -l

Wihle 6 = mm(m, 1). Dann gilt

/(@) = fa)| < |z +af - o —al < (2] + |a]) -6 < (20al +1)-6 <e.

(c) Wir haben die Stetigkeit in ¢ = 1 nachzuweisen.

!
21 4

1 1
2 1+z

1 11—z

- e =1
\2 2 o~ 1,

1
Je-1]< 1
2

und wir wiahlen 6 = 2¢.
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1
(b) Zeige: Die Funktion f:[0,1] — IR, definiert durch

fe) = %exp <—%) , ¢#0

1
40. (a) Zeige: 1+ y <exp(y) < Ty y€(-1,1).

0 , =20

ist stetig.

Losung:

(a) Mit der Reihendarstellung fiir die Exponentialfunktion gilt:

exp(y) =) “r=1+y+) —
n=0 " n=2

Um die linke Ungleichung zu beweisen, unterscheiden wir zwei Fille:

y > 0: In diesem Fall ist der Reihenrest offensichtlich gréBer als oder gleich Null.

y < 0: In diesem Fall kénnen wir den Reihenrest R, als alternierende Reihe

schreiben
n

SRS £l

) o > (-1) R

n=2 n=2
Bezeichnen wir die Absolutbetrige der Glieder der Reihe mit a,(y), so er-

halten wir mit |y| < 1:

Ant1 _ ly| < 1.
ay, n4+1
Die Reihenglieder bilden also eine monoton fallende Folge. Nach dem Krite-

rium von Leibniz besitzt dann der Reihenrest dasselbe Vorzeichen wie sein

erster Summand, ist in unserem Fall also positiv.

In beiden Fillen gilt also die Abschitzung

eXp(y)=1+y+Z%21+y-

n=2

Bem. 1: Diese Abschitzung ist sogar fiir alle y > 0 giiltig. Fiir den Beweis
der rechten Ungleichung verwenden wir die Funktionalgleichung der Exponenti-
alfunktion und die linke Ungleichung. Fiir z € (—1,1) gilt:
1 1
<
exp(z) ~ 1+=z

exp(—z) =
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Ersetzen wir hier —2 durch y, so erhalten wir die gewiinschte Abschdtzung nach

oben:

1
exp(y) < Ty

Bem. 2: Nach Bem. 1 gilt diese Abschidtzung fir alle y < 0.
Fiir 2 > 0 ist die Funktion stetig, da sowohl 1/z als auch exp(—1/2?) stetig sind.
Wir haben also noch die Stelle = 0 genauer zu untersuchen. Es ist f(0) =0
und fiir # € (0, 1) gilt nach Teil (a) Bem. 2

-1 1 22 T (z—0)

b< s =tap ()l 1 e
:v—xeXP 22 _xl_{—_z}}_$1+$2_1+972

Also lim f(z) = 0. Damit haben wir Stetigkeit auch an der Stelle zo = 0

x>0
nachgewiesen.
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Ubungen (11)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Losungen

41. Weise die Stetigkeit der folgenden Funktionen f :IR — IR jeweils in a nach:

(b) f(z):= d"; a€IR (d> 0 vorausgesetzt)

Losung:
(a) Es gilt:
lim flz) = lim 0 = 0,
<0 z<0
f(0) =0,
lim f(z) = limz =0.
x>0 x>0

Damit ist gezeigt, daB f stetig bei 0 ist.
(b) Wir miissen zeigen, daBl f an der Stelle @ = 0 stetig ist mit

lim f(h) = 1.

Dann gilt ndmlich fiir beliebige a € 1R:

lim f(2) = lim f(a+ ) = lim (- d")

r—a

= d*Jim (d") = d* 1= d* = [(a).

h—0

Untersuchen wir also noch die Funktion an der Stelle ¢ = 0.

Nach Aufgabe 30(c) gilt fiir alle d > 0:

lim dY/" = 1.

n—od

Damit folgt auch sofort

1
. —1/n_ . _

1.
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Sei nun 0.B.d.A. d > 1 (bei 0 < d < 1 betrachte e = 1 > 1 anstelle von d).

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann existiert nach Definition des Limes ein ng € IN mit

der Eigenschaft:
l—e<d™mo<dt/m <14
Fir —1/ng < @ < 1/ng gilt dann
l-e<d’<1l+4e¢
und wir erhalten

lim d = 1.

z—0

42. Zeige:

(a) f:(0,1)32—2a?€R ist gleichmiBig stetig.

1
(b)g:]RBajb—>1

g € R ist gleichmiBig stetig.

(c) Beantworten Sie die Frage (mit Begriindung):

Nimmt ¢ aus (b) sein Infimum und Supremum an?

Hinweis: Zum Beweis von (a) - (¢) sollen keine Differenzierbarkeitseigenschaften von

f bzw. g benutzt werden.
Losung:

Eine Funktion f: A — B heifit genau dann gleichmiflig stetig in A, wenn gilt:

Ve>0:36>0:Va,ye A:|le—y|<d= |f(z) - fly)| <e.
(a) Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle § = ¢/2. Dann gilt fiir 2,y € (0,1) mit
|z — y| < é:

f(@) = f@) = |o? = 9| =l = yl|o +y| <202 - y| < 26 = 2¢/2 = .
<2

(b) Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Es gilt Vy € R
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1 Y 1

=< <=,

2 - 14y~ 2
da

(1-y)=1-2y+9*>0 und (1+y)?=1+2y+y*>0.
Also ist

Y 1

——|<- VYyelR

‘H—y2 S WS
Wihle § = ¢. Dann gilt fiir 2,y € IR mit |z — y| < é:

_ 1 1 B y? — 22
lg(z) —g(y)l = ‘1_|_$2 - T+42 [(1422)(1+9?)
Yy Z
< - <|y - =e.
<y w'(‘1+y2+‘1+x2>—|y zf <&

(c) Offenbar ist 0 < g(z) < 1Vz € R und ¢g(0) = 1. ¢ nimmt also sein Supremum
an. Fiir das Infimum gilt inf,cr g(z) = 0. Nach Lemma 4.7 (fiir das Infimum

anstelle des Supremums) ist ndmlich zu zeigen, daf
Ve >03dz € R :e > g(z);

letzteres ist offenbar richtig fiir # mit 22 > % — 1. Das Infimum wird demzufolge

nicht angenommen.

43. (a) Beweise die Abschitzungen
In(l1+z)<z, >0
ln(1+x)>x—%x2, z>1.
Hinweis: Die letzte Abschidtzung gilt auch fir z € (0,1), was Sie (freiwillig)

versuchen kénnen zu beweisen.

(b) Leite aus (a) folgende Abschitzung her:

In(1-2z)>

1; 0<z<l.
x_

Hinweis: In (a) und (b) soll nicht die Reihendarstellung der Logarithmusfunktion

benutzt werden.
Losung:
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(a)

44. Sei f

Fiir 2 > 0 gilt

0ok
In(l+z)<zel4+z<exp(z)=) —.
k=0

2.Ungleichung: Fiir die Funktion g(z) = & — 322 gilt g(z) < 3,2 > 0, und
g9(z) = 0,2 € [0,1].

Die letzte Ungleichung ist offensichtlich; die erste Abschdtzung folgt aus

1 ‘
0< (1—m)2:§—m——aj.

N | —

Benutzt man Ungleichung (b) in Satz 9.6, ndmlich ¥ < ﬁ,y € (-1,1), dann

erhilt man fiir z > 1

exp(g(z)) < 7 < =2<1+4u.

1-1/2

AufBlerdem gilt die strikte Ungleichung €7 < 2, was die zweite Ungleichung be-

weist.

Setzt man in (a) y =14+ 2,1 -2’ = %, dann ist y = 2 und fiir 2’ € (0, 1) ist

1-z!
y > 1. Anwendung der ersten Abschdtzung in (a) liefert
! 1

1
1_$/:1_36/—1:y—1::z:>1ny:—ln§:—ln(1—x/),

was (mit x’ anstelle von x) die Abschidtzung in (b) beweist.

: [a,b] — TR. f heifit sireng konver genau dann, wenn gilt

Vi€ (0,1) Va,y€la,b],z#y
= fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1-1)f(y).

Beweise:

(a)

(b)
()

Ist f:[a,b] — IR streng konvex und stetig, so gibt es genau ein z € [a, b] mit

J(z) = min f(z)
z€[a,b]
Gilt die Aussage aus (a) auch fiir das Maximum?

f:[-1,1] 3 2 — 2% € IR ist streng konvex.
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Losung:

(a)

Die Existenz eines solchen z € [a, b] ist klar, da eine stetige Funktion auf einem
abgeschlossenen Intervall Minimum und Maximum annimmt. Nehmen wir nun
an, es gibe ein 2z’ # z aus [a,b], in dem ebenfalls das Minimum angenommen

wird, also

()= [(z) = min_f(x)

z€[a,b)
Da f streng konvex ist, gilt mit ¢ = %
15+ 57) < 1@+ 51 = 12)
Man sieht sofort, dafl w := %z-l— %z’ in [a, b] liegt. Dies ist jedoch ein Widerspruch,
denn f(w) < f(z) kann nicht gelten, da f in z ithr Minimum annimmt. Also ist

z eindeutig bestimmt.

Die Funktion f:[-1,1] — IR, = + 2? ist streng konvex (siehe niichster Aufga-

benteil). Es gilt jedoch

f(=1) =)= max f(z)
d.h. obige Aussage gilt nicht fiir das Maximum.

Es seien z,y € [-1,1], 2 # y, ¢t € (0,1). Dann ist nach der Definition streng

konvexer Funktionen fiir obiges f die Beziehung

tf(z)+ (1 =0f(y) = flle+(1-1)y) >0
zu zeigen. Es ist
ta® + (1= t)y* = (tz + (1 - t)y)*
= 22+ (1 —t)y? —t22? = 2t(1 — t)ay — (1 — 1)%y?
= y2 — y2 + t<x2 — y2 —2zy + 2y2) — t2(x2 —2zy + y2)

= (t-1)(@@-y?>0
-l —
>0 >0
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Ubungen (12)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Lésungen

45. Sei f:(1,00) — R. Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) lim f(z) existiert (in IR!).

r—00

(by Ve >03IM eR Vz,y> M :|f(z)— f(y) <e.
Losung:

(a) = (b)
i o) =
= Yp)l,ensTn — 00Ve > 03N € INVR > Nyt |f(2) —c[ < e
Ann.: (b) gilt nicht, d.h.
Je>0VM e R3z,y > M :|f(z)— f(y)| > ¢
Betrachte nun dieses feste ¢ und wihle zu M = n € IN sukzessive z,,y, > n mit
|f(z) — f(yn)| > €. Dann gilt 2, — oo und y, — oo fiir n — oo. Wegen (a)

folgt

Ny e NVn > Ny | f(zn) — | <

N MRS | ™

IN; e NVn > Nyt |f(yn) — ¢| <
Wihle N = max {Ny, N3}. Dann folgt
e <|f(an) = flyw)I < [f(en) — e[+ [flyn) —¢| <e
also ein Widerspruch.

(b) = (a) Sei {zn}, s Zn — 00 eine beliebig gewihlte Folge.

Ve > 03M € RVay, zm > M 1 |f(z,) — flam)| < e

= Ve>03INeINVn,m>N :|f(z,)— flzn) <e¢
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<= {f(%n)},cn ist Cauchy-Folge in R
= deelR: lim f(z,)=-c
Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu {yn},cn,yn — 0 eine weitere

Folge. Dann gilt
I e R lim f(yn) = ¢
= Ve>0INelNVn>N:
o= < le = Faa)] + | f(z) = Fu)l + | F(wa) | < 3¢

= c¢c=¢

46. Zeige:

(a) f:IR >z~ /|z|] € R istin ¢ = 0 nicht differenzierbar.

x
by frR3z~ € IR hat fiir alle 2 € IR die Ableitung
Ve 41
1
) —
[(z)= (22 +1)3/2°
2
, T
(¢) f:rR32z+— € IR ist in a = 0 differenzierbar.
0 , z<0
Losung:

lim

h0 = _hl—»mo\/|h| -

VIR VIR L
—|=1 1

f) = x2+1—x2(m2+1)_1/2
241
_ 22 41— 22 _ 1
- (22 + 1)>/2 - (22 + 1)>/2
h2
(c) pim G = im0 =0

47. Sei f : D — R, a Hiufungspunkt von D, ¢ € IR. Beweise die Aquivalenz der

folgenden Aussagen:
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(a) f ist differenzierbar in a, und es gilt f'(a) = c.

(b) Ve>036 >0 VheR,h#0,a+heD:
Jlath) = f(a)

|h| < § = Y —c|<e.

Losung:
Ersetze in Satz 10.4 z durch a + h.

48. (a) Sei f:(a,b) — TR differenzierbar, und es gelte f'(z) < 0 Vz € (a,b).

Zeige: f ist streng monoton fallend.
(b) Sei g:(—1,1) — IR differenzierbar und es gebe M > 0 mit
lg'(a)l <M Vae(-1,1).
Zeige: Es gibt ¢ > 0, so daB die Abbildung f:(-1,1)3 z — z +cg(z) € R
injektiv ist.
Losung:

(a) Seien z,y € (a,b),z < y. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz der Differenti-

alrechnung ein £,z < £ < y, mit

f(y) = f(z) =f\’(/€_)/(y—@ <0.

Die Funktion f ist also streng monoton fallend.

Bem.: Analog beweist man, daB} f streng monoton wachsend ist, wenn unter

denselben Voraussetzungen wie oben f'(z) > 0Vaz € (a,b) gilt.

(b) Die Abbildung f:(—1,1) — IR ist differenzierbar mit der Ableitung
F(@) =1 +eg (), € (—1,1)
Ist M = 0, so folgt aus
l¢'(a)] < 0Va € (-1,1)

zunichst ¢'(z) = 0,2 € (—1,1) und damit fiir die Ableitung von f fiir beliebige

e>0
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f(z)=1>0.
Im Fall M > 0 wahlen wir ¢ = ﬁ > 0 und erhalten

1
f’(w):1+sg’(w)>1—£M=§>0.

In beiden Féllen ist also f'(z) > 0 Vz € (—1,1) und somit f nach der Bemerkung
aus Aufgabenteil (a) streng monoton wachsend. Da aber jede streng monoton

wachsende Funktion injektiv ist, ist die Behauptung bewiesen.

- 234 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Ubungen (13)

zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

49. Zeige

(a) By (/Tc‘1+1)<l keIN

R s
n 1 n
=1 k=1

(c) Die Folge (an)nen mit an := % —In(n), n € IN, ist konvergent.

k=1
Losung:

(a) Nach Aufgabe (43a) gilt fiir z > 0:
1
x—§x2<ln(1+x)<x
Damit gilt fiir alle & € IN wegen % > 0:
1 1 1 1
———<In{14 - —.
ETER < * k) <%
Die linke Seite der Ungleichung kénnen wir noch nach unten abschitzen durch

11 2k-1 2k-1 2k — 1 1
k22 2k T2k24 k-1 (E+1)(2k—-1) k+1

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Nach Aufgabenteil (49a) folgt sofort fiir k € IN
|
Zk+1 _Z1n<1+ ) S
Fiir den mittleren Term erhalten wir

i 1 n 1 ~k+1
gln<1+z>—ln(nl+g) :lll(kl;ll—k )

k=1
= In <n+1- 1) =In(n+1).

(c) Mit den Abschitzungen aus Aufgabenteil (49b) erhalten wir

n 1 n—1 n 1 n
an =27~ In(n) Z“ k+1 =25 X

k=1 k=1 k=1 k=2

TN =
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und
n 1 n 1 n—1 1
an:Z——ln(n)ZZ—— —=—=>0
k=1 k k=1 k k=1 k n
Die Folgen der a,, ist also beschrinkt.
Weiter erhélt man
n+1 n 494
kzl%—;%:nil < In(n 4 1)=1In(n+1)—In(n)
n+1 n 1
= an_H—kZ::l——ln(n—}—l) < ;E—ln(n):an

Die Folge der a,, ist also monoton fallend.

Insgesamt ergibt sich also, daf3 die Folge der a, konvergent ist.

50. (a) Berechne die Ableitungen von sinh, cosh.
(b) Bestimme die Ableitung und den Wertebereich von tanh : R — TR.

(c) Zeige, daB tanh eine Umkehrfunktion besitzt und bestimme diese.

Losung:

(a)

(sinh)(z) = ‘ +2€ = coshz
(cosh)(z) = € "¢ _sinha
(b) Es gilt
tanh sinh z e _ 1
anhz = =
coshz e?2* 41
und damit
4
(tanh)(z) = 1) > 0.

Die Funktion tanh ist also streng monoton wachsend und daher injektiv. Offen-
sichtlich gilt lim,_,,, tanhz =1 und lim,_,_,, tanhz = —1.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt tanh : R — (—1, 1) bijektiv. Es existiert also
die Umkehrfunktion tanh™": (-1,1) — R.
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(c) Zur Bestimmung der Umkehrfunktion hat man Die Gleichung

e2$_1 B
e +1 — Y
nach x aufzulésen. Es gilt
1+y 2 1. 1T+y
— 7 — ¥ —In —
T—y e S ST

und damit areatanh y = 51n 4y,

51. (a) Sei y € R mit sin®(y) = cos(y). Zeige:
1
cos(y) = 5 (\/5 - 1) .
(b) Die Funktion g : IR — IR ist definiert durch
g(z) :=sin(z)exp(cos(z)), z€R .
Beweise: ¢ hat ein lokales Extremum in (0, g)

Welche Art des Extremums liegt vor?

(c) Ist die Funktion

SR>z~
e” , >0

im Nullpunkt differenzierbar?
Losung:
(a) cos(y) = sin?(y) = 1—cos?(y) ist positive Losung der Gleichung (setze z = cos(y))

z? +z—-1=0.

Man erhélt durch quadratische Ergdnzung
Pt —1=a24+221/241/4-5/4

= (e+1/2-V5/2) (¢ +1/2+V5/2).
Positive Losung der obigen Gleichung ist also

¢ = l(\/5—1) € (0,1).

2
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(b) g ist beliebig oft stetig differenzierbar. Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen

eines lokalen Extremums im Innern von [0, 7/2] ist also

g'(z) = [cos(m) — sinZ(ac)] -exp(cos(z)) =0
& cos(z) = sin®(z)

E cos(z) = %(\/5 - 1).

Da cos in (0, 7/2) injektiv mit Bildbereich (0, 1) ist, existiert dort ein eindeutig

bestimmtes xg mit

(V5-1).

N | —

cos(zg) =

Im Innern von [0, 7/2] kann also héchstens an dieser Stelle ¢ ein lokales Extre-

mum vorliegen.

Fiir die zweite Ableitung von ¢ erhilt man

g"(z) = [—sin(z) — 2sin(z) cos(z)] exp(cos(z))

— sin(x) [cos(w) - sin2(w)] exp(cos(z)).
An der Stelle z = 2¢ verschwindet der hintere Anteil der Differenz und es bleibt

g"(w0) = —sin(zg)(1 + 2 cos(zg)) exp(cos(zg))

= —sin(zo)V5exp(cos(zg)) < 0.

An der Stelle zq liegt also ein lokales Maximum vor. An den beiden Rindern

a =0 und b = 7/2 finden wir demzufolge lokale Minima.

Wegen lim,_gexp(2®) = 1 und f(0) = 0 ist f unstetig, also ist eine notwendige
Bedingung fiir die Differenzierbarkeit nicht erfiillt. Die so definierte Funktion ist

also nicht differenzierbar.
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1.6 T
1.4

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Fig. 1: Verlauf der Funktion ¢ in [0, 7/2]

Fig. 2: Verlauf der ersten Ableitung ¢’ in [0, 7/2]
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Fig. 3: Verlauf der zweiten Ableitung ¢” in [0, 7 /2]

Fig. 4: Verlauf der Funktion ¢ in [0, 27]
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52. Sei f:]a,b] — R, a < b.

(a) Sei K >0, a > 1 und es gelte:
[f(z) = f(y)| < K|z —y|* Vo €la,b].
Zeige: f ist konstante Funktion.
(b) Zeige die Aquivalenz von:
i. fist n-mal stetig differenzierbar und f(®)(z) =0 Vz € [a,b].
ii. fist ein Polynom (n — 1)-ten Grades.

Losung:

(a) Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir € [a, b]:

fle+h) = fz)
h

/()] = lim

< Klim [ =0
h—0 h—0
wegen a > 1. Also verschwindet f’ identisch und damit muff f konstant sein.

(b) Falls f ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist, so verschwindet natiirlich die n—

te Ableitung. Falls nun umgekehrt f(”)(m) =0, x € [a,b] ist, so gilt mit der

Taylorformel
n—1 (k) a 1 n—1 (k) a
1) =3 L0 w4 Lo —ar = 3 LW o
k=0 : . k=0 :

Also ist f ein Polynom (n — 1)-ten Grades.
53. Sei f:IR — R, & — 2° — 62>+ 3.

(a) Bestimme lokale Extrema und Monotonieintervalle.
(b) Wieviele Nullstellen hat f?
(c) Zeige: f besitzt in [2, 0] eine differenzierbare Umkehrfunktion g.

(d) Bestimme ¢'(84).

Losung:
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[ ist ein Polynom, in dem nur ungerade Exponenten auftreten. Demzufolge ist f
beliebig oft stetig differenzierbar, und es gilt:

lim f(z) = —o0, lim flz) = <.

(a) Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums ist f'(z) = 0.

Es gilt

3 3
'm:5x4—18x2:5x2x+\/§— x—\/ﬁ—.
/(@) (a4 V22)(a = V2 )
Lokale Extrema konnen also nur bei

3
T4 :i\/§—5 und zg =0

NG

vorliegen. Um zu entscheiden ob f an diesen Stellen Extremwerte annimmt
und welcher Art diese sind, untersuchen wir die zweite Ableitung von f. Es
ist allerdings auf Grund des Verhaltens der Funktion im Unendlichen schon von
vornherein klar, daf§ nur eine gerade Anzahl an Extremstellen in Frage kommt
und somit nur keine oder zwei Extremstellen vorliegen kénnen.

Es ist

" = 3 _ 362 = 202(x i m—i
(z) = 202° — 362 = 20z( +\/5)( \/g)'

Diese Funktion besitzt Nullstellen bei —%, 0, % und ist links von —% negativ

und rechts von \;5 positiv, da lim = 4+oo. Also gilt:

— 00

[z <0, [ey) >0,
Damit sind die hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen eines relativen Ma-
ximums bzw. Minimums bei z_ bzw. x4 erfiillt. Bei zp kann nach dem oben

Gesagten kein relatives Extremum vorliegen. Das Monotonieverhalten von f

kann nach diesen Untersuchungen wie folgt beschrieben werden.
[ ist in
(—oo, —\/5%) streng monoton wachsend,
(—\/5%, \/5%) monoton fallend,

(\/5%, oo) streng monoton wachsend.
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Fig. 5: Verlauf des Polynoms f

(b) Es gilt
f(z_)=+419,3932...,  f(ag)=—13,3932.. ..

Die Funktion f besitzt also drei Nullstellen.

(c) f ist stetig und wegen

3 3 18
—<V2-==/—<Vi=2
V5 V5 5
ist f’ positiv in [2, 00) und damit streng monoton wachsend. Dann ist f in [2, 00)

umkehrbar und die Umkehrabbildung ¢ ist auch differenzierbar mit der Ableitung

oo
9= Tty
(d) Esist 84 = f(3) und damit
1 1 1 1

S8 = e T e T ReR R

54. Berechne die folgenden Grenzwerte:

(a) lim zlin <1 + %)

r—00
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Losung:

(a)

1
lim zln(1+4+ —) = lim

r—00

1

7_1>

(z)

lim —————.
11— g1 In(x)

In(1+

Analysis, Arbeitsmaterialien

L) —1In(1)
= =In

z £—00

(1) = 1.

1
T

In den nichsten beiden Aufgabenteilen benutzen wir die Regel von de [’Hospital.

(b)

) ea:lna: —

im —

z—11l—z+1lnz

ene(lnz +1) -1
-1 _|_%

e’”lnx(lnx + 1)2 +

r—1

lim
r—1

=1
22
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Ubungen (14)
zur Vorlesung ,,Analysis I ¢

mit Lésungen

55. Zu a € R werde f:(—1,00) 3 2+ (14 2)* € R betrachtet.

(a) Bestimme die Taylorreihe T’ ;,

. B al .. ala—1)...(a—(k—-1))
fir zg = 0 (Verwende (k) fiir ) .

k!
(b) Stellt Ty, die Funktion fin (0,1) dar?

1
(c) Approximiere 5\5/ 34 = (1+ 273 mit einer Genauigkeit von 1074,
Losung:
(a) Es gilt

k-1
1) = (H<a - i)) (1 4+a)"

1=0
Also gilt fiir die Taylorentwicklung um zg = 0
= fa
Tf,O = Z (k‘) xk
k=0

(b) Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe, falls

a--(a—k)k! < )
‘a---(a—k-l—l)(k-l—l)!x S
o k
= |l e

fiir £ > K gilt. Ein solches K € IN existiert offenbar fiir alle |z| < 1. Also

konvergiert Ts ¢ fiir « € (0,1). Weiter gilt

~ [M(0)
f('L) = Z ka + Rn(xvo)
k=0
und wegen (,¥,) <1, n > a folgt fiir solche n
o+

X f(n‘H)(tx)

[Rn(2,0)] < CEENTE
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1 - a
< _ 9a—n—l _ 9o 2—(n+1)
-~ (n4 1) Z.I;IO(Q ) (n + 1)
< 2¢.27(t) g — 0o

Also konvergiert das Restglied gegen 0 und damit ist f in (0,1) durch ihre Tay-
lorreihe dargestellt.

(¢) Um die Genauigkeit 10=% zu erreichen, muf} das Restglied kleiner als diese Zahl

werden. Es ist

CEAEDY (a) 2, z €(0,1)
k=0 k
und fiir das Restglied gilt
Ro(2740) < 21/52—4(n+1)( 1/5 )2—(n+1) < 91/5 . 9=5(n+1)
? —_ n + 1 —
Weiter ist

91/5 . 9=5(241) _ 91/5 9=15 _ 1g=4 o 91/5 9=10 _ 91/5 9=5(1+1)

Wihle also n = 2. Dann gilt
2
—a\1/5 1/5Y —ak —4
(1427 _Z(k 2~ 4 10
k=0
56. Es sei f:[a,b] — IR zweimal stetig differenzierbar und es gebe m, M mit:
F@) > m, @I <M, z€lab], m>0.
Die Iterationsfolge des Newton—Verfahrens ist folgendermafen definiert:
Tg € [avb] 7 Tntl = Tp — f($n)f/(mn)_1 , ne€lNg .
Beweise:

(a) f hatin [a,b] hochstens eine Nullstelle.

(b) Ist z eine Nullstelle von f in (a,b), so gilt mit r := min{2mM =, b — 2,z — a},
zo € [a,b]N (2 —r,z+ r) und ¢ := (2m) " M|zo — 2| fiir alle n € Ny :
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iz, €[a,b], |z —2pp1] < 2m) M|z — 2,]* .

ii. |z —a,| < (2m)M ¢ .
ii. limz, = 2.
n
Losung:

(a) Da f* stetig ist, gilt entweder f'(z) > m > 0, © € [a,b] oder —f‘(z) > m >
0, z € [a,b], d.h. f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend) und besitzt

somit héchstens eine Nullstelle in [a, b].
(b) Es bezeichne K,(z) das offene Intervall (z —r,z 4+ r).

i. Mit z,y € K,(z) gilt die Taylorformel
fy) = f(2)+ (y = 2)f'(z) + Ra(2,y)

mit der Abschitzung fiir das Restglied
1
[Ra(z,9)| < Sle = yl"M

Setze g(z) 1=z — J{j,(%% Dann gilt
! 2)) =
g(z) — 2 = —m(f(x) + (2 = 2)f'(2))
Mit z € K,(z) folgt also

P

M 9
— < — — <
|g($) Zl - 2m|$ Z| 2m

r2<r (%)

und damit auch g(z) € K,(z). Wegen 2,41 = ¢g(z,) und zg € K,(z) sind
alle z,, € K,(z). Weiter gilt wegen ()

M
|Z - xn+1| = |Z - g(xn)| < %p - xn|27 n € INg

ii. Setze r, := % Dann gilt mit Ungleichung () gerade 7,41 < 72, n €

IN. Also folgt
r <) e — | < 27
rp <1 |z — x| < Y
iii. Wegen obiger Ungleichung, und weil Qqu@n) eine Nullfolge ist, gilt |z — z,| —

0 (n— c0)
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C Ubungen und Musterlésungen zu Analysis II

Ubungen (1)
zur Vorlesung ,,Analysis IT «

mit Lésungen

1. Mit Hilfe partieller Integration leite man die folgenden Rekursionsformeln her.
(a)  a,:= /(lnx)”dm , ap=z-(Inz)"—na,_1, n=12,...

(b)  Bn:= /xo‘(ln z)"dz

Br = ] _1|_ I (:Ua"'l(lnx)” - nﬁn_1> , n=12..., (a#-1)

Losung:

(a) W&hlt man

und

dann erhélt man mit partieller Integration fiir n > 0
a, = /(ln z)'dx = /(ln )" 1 da
= z(lnz)" - /n(ln z)" " de
= z(lnz)" — na,_1.
Es ist

aoz/dx:x.

(b) Wihlt man
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f(z)=(na)", fl(z) = g(lnw)”_l

und
xoz+1

g(z)=2%g(z) = — T

so erhidlt man mit partieller Integration fiir n > 0

B = /mo‘(hlw)ndw

oz+1
= ln x /

= QH(““( )—nﬂn 1)

1
“(nz)" da

Es ist

xa—l—l
ﬁoz/mo‘dac:a+1.

2. Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen (¢ € IR):

10° da / , / /

/ RS s R v
Losung:

(a) Es ist

d
—10" = 10" 1n 10.
dz

Damit ergibt sich

i 1 d N\, 100
/10 dr = 11110/(%10 )da:_ In10°

(b) Substituiere = @ - u und u = tan(z)!

/ dz B i dz
a2 -|—£U2 - a2 14 (%)2
_ 1/ a du
T & 14 u?
/1-|—tan z /dz——
1+ tan? z
Larctan (u)
aarcanu

oretan ()
= —arctan | —
a a
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(c) Substituiere 2 = |a| - v und u = sinh(z)!
/i dz
lal /1 + z
du / cosh(z
= dz = /dz =z
'/V1+“2 Vl-l—smh

= Arsinhu

= Arsinh < )
|a]
(d) Substituiere z = |a| - v und u = sin(z)!
1 du
/m4 /1 _ ﬁ
/ cos( dz = /dz =z
V1- u2 y/1 — sin?

= arcsinu

( @ >
aI‘CSlll
| |

3. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

/ dz

/ dz
Voo

lim (coshz —sinhz), lim sinh @ )
—00 r—0 xT
klim {lim (cos2(k!7rx))”]

Hinweis zum letzten Grenzwert: Bestimmen Sie zunichst lim (cos? z)™.
n—oo
Losung:

(a) Es gilt nach Definition der Hyperbelfunktionen

exp(z) + exp(~z) _ exp(x) — exp(=)
2 2

cosh(z) — sinh(x)
= exp(-2)

und demzufolge ist

lim (cosh(z) —sinh(z)) = lim exp(—z) = 0.

(b) Wegen
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lim sinh(z) =0 und limaz =0
r—0 r—0

und der Regel von de L’ Hospital gilt

sinh(z) }Cl_,r% cosh(z)

lim =1.
r—0 T 1
Es gilt
=1, fallsye Z
cos®(my) 7 Y 7
< 1, sonst.
Damit erhalten wir den Grenzwert
n 1, fallsy e 7,

lim (c0s2(7ry)> =

n—oo
0, sonst.

Wir nutzen nun die folgenden Eigenschaften aus:
i.Vee@QINeINVE> N:y=kla € ZZ.
. Ve gQVk e Z :y=klz ¢ 7Z.
Beweis:
i. Sei . =p/q,p€ Z,q € N. Wihle z. B. N = ¢!
ii. Ist 2 ¢ @ und nehmen wir an, es existiere ein & € IN mit klz = p € ZZ. Dann
folgt © = 55 € Q im Widerspruch zu z ¢ Q.
Fiir die Grenzwerte ergibt sich somit
r¢Q = VielN:y,:=klagZ
= VkelN: nh_)ngo (cosQ(ﬂyk))n =0

=  lim lim (COSQ(IC!T['w))n = lim lim (cos2(7ryk)> =0

k—o0 n—00 k— 00 N—00

und
re® = IANeNVE>N:y.:=klaecZ

= VE>N: nh—{%o (cos2(7ryk)>n =1

= lim lim (cos2(k!7rac))n = lim lim (cos2(7ryk)>n =1.

k— o0 n—00 k— 00 N—00

4. Man bestimme die Taylor—-Reihe im Entwicklungspunkt z( fiir die folgenden Funktio-

nen f:
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11 1
(a) f<—§,§>aﬂfi—>m€m 7330::0,
() fi(-LD3a—mm(l+2)eR , a0:=0,
(c) f:(—1,1)9$|—>ln§1+$) , 9 :=10.
- T

(Hinweis: Cauchy-Produkt).

Losung:

(a) Mit der Substitution y = —42? erhalten wir

1 4 o0
_ — ANy 1
T/ = Zy (Jyl < 1)

42 e (2| < 1/2).
Fiir die angegebenen z ist dlese Reihe absolut konvergent.

Die Berechnung des Konvergenzradius r erfolgt mit Hilfe der Formel
-1
r= <limsup kY |am|> .

(=4)" m = 2n gerade,

Es ist

ay, =

0 m ungerade.

Damit erhdlt man fiir gerade m = 2n

V9am| = X% =2

und fiir ungerade m

% am| = 0.

Damit ist lim sup %/|a,,| = 2 und der Konvergenzradius

(b) Wir beweisen mittels vollstindiger Induktion die Behauptung
[0 @) = (=1)" =D+ )7 n > 1.
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Induktionsanfang: (n = 1) Benutzung der Kettenregel liefert
f@)= 1= (Dl )
Induktionsschritt: (n — n+ 1) Unter Verwendung der Induktionsbehauptung
fir ein n > 1 erhalten wir fir n + 1:
[ = (M) (@) = (=) = DY =)+ 2)
= (=1)"n!(1 + z)~(+D),

Mit f(0) =In(1) = 0 erhalten wir damit die Taylor-Reihe

— 1 (n) n S (_1)n—1 n
f(a:):Z—'f (0)z 22795 .
n=0 n=1
Die Berechnung des Konvergenzradius r erfolgt mit Hilfe der Formel
r=Tlim |27,
o Gp41

Mit a,, = ﬁ_—lnnul folgt

ay, n+1
an+1 n n

r = lim
n

(c) Mit Hilfe der Ergebnisse aus (4b)

o) -1 m—1 00
In(1+2)= Z Lacm = Z am
m=1 m m=0

mit ap = 0 und der Darstellung der geometrischen Reihe

1

[oe] o0
—_ n o __
e Ye-S
n=0 n=0
erhalten wir

M = (f: an) (ij:obm) = i Xn: Ambn—m

l-z n=0 n=0m=0
— -1t m,_n—m
-y E
n=0m=1
o0 n -1 m—1 .
- ()
n=0 \m=1

Fiir das Cauchy-Produkt gilt » > min (r,,7) = 1 (vgl. Satz 7.12 der Vorlesung).
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Ubungen (2)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢
mit Losungen
. T
5. Fiir welche ¢ konvergiert die Reihe kZ::l T % 7

Losung:

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe Y 72, ay ist:

lim a; = 0.
k—oo

Fiir die zu untersuchende Reihe gilt fiir |z| > 1:

. z*
lim =
k—oo 1 —

d. h. die oben angegebene notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe ist

verletzt, die Reihe ist also divergent fiir |z| > 1.

Fiir |z| = 1 ist die Reihe nicht definiert.

Wir untersuchen nun das Verhalten der Reihe fiir |z| < ¢o < 1. Sei ag(z) :=

1—zk?
dann ist
pk+1
ak+1($) — 1—gF¥T _ m(l _'mk) __|$| 1—a*
ar(z) 1f};k 1 — ghtt 1 —ahtt
Nun ist
‘l—xk‘ < 1+ <144
‘1 _ xk+1‘ > ‘1 _ |x|k+1‘ > 11— ght
und damit folgt fiir alle |z| < go(< 1)
ay1(2) . L+qb
ar(z) |~ 71— gft!
—1
1
= JKVYEk > KV|z| < ¢ : M‘ < ¢ fiir ¢ := t q0(< 1).
ag(x) 2
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Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe somit fiir alle |z| < 1 absolut konvergent.

Mit C := 130q0 gilt |ay(2)] < C und |apyi(2)] < C¢¥ k =0,1,2,...,|z] < go. Somit

erhalten wir die Abschédtzung
Do lan(@) < C Y2 q" Vel < .

k=1 k=1

Nach dem WeierstraBschen Majorantenkriterium (Satz 14.5 der Vorlesung) konvergiert

die Reihe der ag(z) also absolut und gleichmifig fiir |z| < ¢o < 1.

6. Man bestimme die Konvergenzradien von

> ¢y eN), > <a + l) t"(a € R),
n=0 n=1 n

gk

(a4 n)z" (e € R).

3
Il

Losung:

(a) Wir schreiben die Potenzreihe in der Form

s ) 1 fiir p=n",
Z ayet mit ¢, =
1=0 0 fiir u# nv.

Damit ist nun
lim {/|a,| =1,
P00

und fiir den Konvergenzradius der Reihe ergibt sich

1
p=———=1.
.
Jim_ {flau|

(b) Fiir den Konvergenzradius erhilt man nach dem Quotientenkriterium

a+%
a-I—L
n+1

r = lim =1.

n—od

Dies gilt auch fiir ¢ = 0.

(c) Wiederum liefert das Quotientenkriterium den Konvergenzradius
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1+a/n
1+a/n+1/n

= lim
n—oo

r = lim
n—oo

a+n ‘
a+n+1

7. Die Potenzreihen

flz) = Z ap,z” bzw. g(z)= Z bpa”
n=0 n=0

haben die Konvergenzradien r, bzw. ry. Was 148t sich iiber Konvergenzradien von
o0 o0 a
n=0 n=0
sagen (obere und untere Schranken?), wobei im letzten Fall b, # 0, n € INg, ange-
nommen wird.
Losung:

Sei r. der Konvergenzradius der Potenzreihe )", ¢,2". Fiir den Konvergenzradius

gilt allgemein

mit den Konventionen 1/0 := 0o und 1/00 = 0.

(a) Wir betrachten zunichst die Potenzreihe mit ¢, = a, - b,.
1. Fall: r, =0 und r, = o0 oder 7, = 0 und r, = ¢
In diesem Fall ist keine allgemeine Aussage moglich.
2. Fall: Andernfalls erhdlt man aus
die untere Schranke
Te 2 Tq " Th
fiir der Konvergenzradius r..

(b) Seien nun die Koeffizienten in der Potenzreihe gegeben durch ¢, = a,/b,. Falls

die Grenzwerte
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Qn

lim
n

(=)

(= ry) und lim

Gp41 n+1

existieren und auflerdem r; # 0 gilt, dann existiert auch

. an
. Cn, limy, ant1
lim = 1
1€t lim, |7 "
n
und es ist
Te = Tq/Th.

8. (a) Man entscheide, ob eine Metrik auf IR vorliegt:

L. d(.f’y) = |$ _y|1/2 , T,Y € R .
1. d(wvy) = |£U—2y| ’ wvyE]R' .

(b) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Beweise:

d(2,y) - d(u,v)| < d(x,u) + d(y,0), @,y.uvEX .

(c) Sei (X, d) metrischer Raum, P(X) die Potenzmenge von X, und sei
Ty ={AeP(X)| Ve € Ade>0: Kq(z,e) C A} .
Zeige: (X, 7;) ist topologischer Raum.

Losung:

(a) i. A. Definitheit

1/2

dlz,y)=lz—y|'"=0& z=y

B. Symmetrie
de,y) = o —y'? = Jy = [ = d(y, 2)
C. Dreiecksungleichung
Fiir positive Zahlen a,b € IR gilt:

(\/E-I-\/E)?:a-l-b-l-Q\/Eza-l-bé Va+b<a+ V.
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ii.

Damit gilt nun aber fiir z,y, z € IR die Beziehung

Ve =21 < Jle =gl +1y - 2]
Ve =yl + /Iy - 21 = d(z, ) + d(y, 2).

Die so definierte Funktion ist keine Metrik, weil z. B. die Eigenschaft der

d(xz,2)

IN

Definitheit nicht gegeben ist:

d(z,y)=0& v=2y# v=y.

(b) Seien z,y,u,v € X. Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: d(z,y) > d(u,v)

d(z,y)—d(u,v) < d(z,u)+d(u,y)—d(u,v)
< d(z,u)+ d(u,v) +d(v, y) — d(u, v)

= d(z,u)+d(v,y)

2. Fall: Andernfalls vertauschen wir im ersten Fall £ mit » und y mit v und

nutzen die Symmetrieeigenschaft der Metrik aus.

(c¢) Es soll hier gezeigt werden, daB jede Metrik auf natiirliche Weise eine Topologie

definiert.

i.

ii.

iii.

Trivialerweise sind (0, X € 75.

Sei Ay € 73,A € A ein System beliebig vieler Mengen aus 73. Es ist zu
zeigen, daf die Vereinigung dieser beliebig vielen Mengen wieder in 73 liegt,

d. h., daB gilt

A= U Ay €T;.
AEA
Sicherlich ist A C P(X). Sei z € A ein beliebiges Element der Vereinigung.

Dann existiert ein A € A, so dal z € Ay, und es gilt, da Ay € 77 enthalten
ist:

de =¢e(z,A) > 0: Kq(z,e) C Ay C A.
Also liegt auch A in 73.

Wir betrachten zwei Mengen A, B € 7;. Es ist zu zeigen, dafl auch der
Durchschnitt von A und B wieder in 73 liegt. Es gilt AN B € P(X).
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Betrachten wir ein beliebiges 2 € AN B. Da 2 sowohl in A als auch in B

liegt, gilt nach Definition von 73:

(Jea > 0: Kyg(z,e4) CA) und (Jep > 0: Ky(z,eB) C B).
Wihle ¢ = min (¢4,ep). Dann gilt

Kq(z,e) CA ANKgy(z,e)C B
und damit auch

Kq(z,e) C ANB.

Also gilt auch AN B € 73.
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Ubungen (3)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Losungen

9. Sei (X,T) topologischer Raum. Wir verwenden folgende Bezeichnungen (A C X):

int(A) := U{B|B C A, B offen } |
c(A) = ﬂ{B|A C B, B abgeschlossen } ,
bd(A) = c(A)Nec(X\A).

Zeige fiir A, B C X:

(a) ACB=int(A)Cinl(B).

(b)  cl(A)Ucl(B)=cl(AUB).
Losung:

(a) Jede offene Teilmenge C' von A ist auch eine offene Teilmenge von B, da A C B.
Also kommt jede Menge C' aus der Darstellung
int(A) = [ J{C|C C A,C offen }
auch in
int(B) = U{C|C C B,C offen }
vor und damit ist int(A) C int(B).
(b) Es gilt

cl(A)Ucl(B)

ﬂ{C UD|AcCC,BC D,C,D abgeschlossen }

cl(AUB)

ﬂ {E[(AU B) C E, E abgeschlossen }
Setze
= {CUD|ACC,BCD,C,D abgeschlossen }

K = {E|(AUB) C E, F abgeschlossen }
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Dann gilt:
cd(A)Uc(B) = ﬂ H
HeH
d(AuB) = [ K
KeKk

Sind nun C, D abgeschlossene Mengen mit A C C, B C D, also H:=CUD € H,
so folgt sofort, dal (AU B) C CUD = H ist, also H € K (da H wieder

abgeschlossen ist).

Ist andererseits K € K, also K eine abgeschlossene Menge mit (AU B) C K, so
gilt mit C' := D := K gerade AC C und B C D. Somitist CUD = K € H.

Wir haben damit gezeigt, daB ‘'H = K. Dann sind aber die Durchschnitte tiber

beide Systeme ebenfalls gleich.
10. Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 9 ist fiir A, B C X folgendes zu zeigen:

(a) 2€bd(A)<= VU el(z) : UNAADANUN(X\A)£0.

(b)  bd(bd(A)) C bd(A).

Lésung:
(a)
z ¢ bd(A) < z ¢ cl(A)Va ¢ cl(X\A)
<= (3B abgeschl.,AC B:z ¢ B)V (3B abgeschl., X\AC B:z ¢ B)
— (U offen,UNA=0:2zecU)V(IU offen, UNn X\A=0:2 € U)
< IWel(z):UNnA=0vUN(X\A) =90
< (YU eU(z):UNA#DAUN(X\A) #0D);

Hierbei benutzt man, dal X\A D X\B, falls A C B, und dal U = X \B offen,
falls B abgeschlossen ist.

(b) z € bd(bd(A)) <= z € cl(bd(A)) Nz € cl(X\bd(A)) = z € bd(A),
denn da bd(A) abgeschlossen ist, gilt cl(bd(A)) = bd(A).
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11. Seien (X,7x), (Y, 7y) topologische Riume.

Zeige:

Es existiert Indexmenge I, und
(a) Durch Txyy := {5 C X x Y | es existieren 4; € Ty, B; € Ty ,
1el, mitS:UAixBi
el

wird eine Topologie auf X x Y erkldrt (Produkttopologie).

(b) (X, 7x) ist Hausdorff’sch genau dann, wenn
A(X):={(z,2) € X X X|z € X} (Diagonale von X)

abgeschlossen bzgl. der Produkttopologie Tx« x ist.

Losung:

(a) 1. X XY € Txyy und ) € Txyy ist trivial.

ii. Seien Sp € Txxy, k € K mit einer Indexmenge K. Dann lifit sich 5
schreiben als
Sp=J A x B
1€l
mit einer Indexmenge [ und AZ(-k) € TX,BZ(]C) € Ty. Setze

I=J I

keK
und fir ke K,2 €1

Z @ 7i¢Ik
B(k) . Bz(k),lelk
’ D gl

Fiir alle £ € K und ¢ € I ist dann %ng) € Tx und Bz(k) € Ty, und es gilt:

50 = () AW x BO.
el
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Weil Ty und 7y Topologien sind, gilt

Viel:|) AW e 1x
keK
und

Viel: Bfk)eTy.
keK
Also folgt fiir die Vereinigung der Sy

Us = U (U Ag’“)xB}’“))

keK keK \:€l}

U (Ya®2)

keK \iel

- Y[y aa)

1€l \keK

1€l \keK keK

keK
iii. Seien U,V € Tx«y. Dann gelten die Dastellungen

U= |J 4 x B
iEIU
und
V= U CZ' X Di

iEIV
mit A; € Tx,B; € Ty, i € Iy und C; € Ty,

Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

- y(yaneya).

D; € Ty, 1 € Iy. Wir

bilden wieder I = Iy U Iy und analog zum ersten Teil der Aufgabe die
Mengen fL-, Bi, C; und D;. Dann sind A; € TX,BZ' € Ty, 1 € I und

C; e TX,DZ' € Ty, 1 € I und es gilt
/L' N éiETX, 1el
B n DieTy,icl

da 7x und 7y Topologien sind. Also folgt

UﬂVZU(/L‘ﬂCWi) X (BZQDZ) ETXxY

el

(b) Sei zunichst (X, 7x) hausdorffsch. Dann existieren zu verschiedenen Punkten

z,y € X disjunkte Umgebungen U(z), V(y), d.h. zu (z,y) € (X x X)\A(X)
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gibt es eine offene Umgebung W = U(z) x V(y), die ganz in (X x X)\A(X)
liegt. Somit muB (X x X)\A(X) offen und damit A(X ) abgeschlossen sein.

Fiir die Umkehrung sei nun A(X') abgeschlossen in (X X X) und sei z # y. Dann
ist (X X X)\A(X) offen und zu (z,y) gibt es eine offene Umgebung W (z, y) mit
W(z,y) C (X x X)\A(X). Schreiben wir nun

W(:E,y) = U A; X B;,
el

so folgt 3i € I: (z,y) € A; X B;. Damit ist A; x B; N A(X) = (. Also miissen
A; und B; disjunkt sein. Wegen A; € Tx, B; € 7y ist die Umkehrung bewiesen.

12. Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Riume, und sei f : X — Y. Zeige die Aquivalenz

von ( P(Y') = Potenzmenge von V) :

(a)  fist stetig.

(b) VAeTy : f7Y(Y\ A) abgeschlossen.

(¢c) VBePY) : cd(f~YB)) C fic(B)).

Losung:

(a) ((a) <= (b)) :Sei A € Ty, d.h. A offen. f ist genau dann stetig, wenn das

Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist. Wegen
F7H(A) offen <= X\f'(A) = f'(Y\A) abgeschlossen

folgt die Aquivalenz von (a) und (b). [Nach Analysis I, Ubung 5, Aufgabe 2 ist
F7HA) = (A,
(b) ((6) = (¢)) : Sei B € P(Y). Setze nun A := Y\c/(B). Dann ist A € 7y und
cl(B) = Y\A. Wegen (b) ist also f~!(cl(B)) abgeschlossen. Weiter gilt wegen
B C cl(B) auch
I(B) C 7 (B))

und mit der Definition des Abschlusses folgt insgesamt
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d(/7H(B)) € [7Mel(B))
(¢) ((¢)= (b)) :Sei A € Ty. Dann ist B = Y\ A abgeschlossen und somit ¢/(B) = B.
Nach (¢) folgt dann mit B € P(Y') gerade

1B ca((B) € sy = ().

Somit ist f=H(Y\A) = f~Y(B) = cl(f~1(B)) abgeschlossen.
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Ubungen (4)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Losungen

13. Sei X := R versehen mit der ,euklidischen Metrik* d :=|.| . Zeige:

(a) Ist AC X, #4 < oo (A hat nur endlich viele Elemente), so ist A kompakt.
(b) Ist A C X nach oben beschrinkt und A # (J, so gilt: sup A € cl(A).

(c) Sind A, B C X abgeschlossen und disjunkt (AN B = (), so gibt es offene Mengen
UVCXmit: ACU,BCcV,UnV ={.

(Hinweis: Betrachte die Distanzfunktion von A und B).
Losung:

(a) Da A nur endlich viele Elemente enthilt, kann man A schreiben als
A=Aay,...,a,}, mit n:= #A.

Sei nun {U)},c, eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann existiert zu

jedem aj,j =1,...,n, ein A; € A mit der Eigenschaft a; € Uy, und somit gilt
n
A= U Uy,
j=1

Also ist {UAJ} - eine endliche offene Uberdeckung von A. Damit ist gezeigt,
7=1,...,n
daB A eine kompakte Menge ist, da sich aus jeder offenen Uberdeckung eine

endliche offene Uberdeckung auswihlen 148t.

(b) cl(A) ist nach Definition abgeschlossen, das heifit fiir jede konvergente Folge in
cl(A) liegt auch der Grenzwert in cl(A) (vgl. Satz 15.14 der Vorlesung).

Da A beschrinkt ist, existiert eine reelle Zahl ¢ mit ¢ = sup A. Nach Definition

des Supremums gibt es dann eine Folge {z,} C A mit 2, — sup A = sup A €
cl(A).

(c) Zunichst gilt fiir jede Teilmenge C' eines metrischen Raumes X, daf
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z€c(C)e dist(z,C)=0.

(Dies ist eine unmittelbare Folgerung der Charakterisierung (b) von cl(C') in Satz

15.14.)

Seien nun A, B zwei abgeschlossene disjunkte Mengen eines metrischen Raumes
X mit Metrik d. Ist € A, so ist wegen « ¢ B = cl(B) : dist(z, B) > 0; ebenso
ist fiir jedes y € B auch dist(y, A) > 0. Wir konnen daher zu jedem z € A bzw.
y € B eine Zahl e(z) bzw. ¢'(y) mit

1 1
0<e(z)< 3 dist(z, B) bzw. 0 < £'(y) < 5 dist(y, A)
wahlen. Die Mengen

U= UA[(d(aj’g(.r)) baw. V = UBKd(y,e’(y))

sind offen, und es gilt offenbar A C U bzw. B C V.

Wir haben nun noch zu zeigen, dal U NV = (). Nehmen wir an, es giibe einen

gemeinsamen Punkt z von U und V. Dann gibe es Punkte 2 € A und y € B mit
z € Kq(z,e(z))N Kq(y,€'(y))
= dist(z,B) < d(z,y)<d(z,2)+d(z,y)
< elw) 4 (o) < 5(distle, B) + dist(y, 4).
und analog
dist(y, A) < %(dist(ay, B) + dist(y, 4)).
Addition der beiden letzten Ungleichungen fiithrt auf den Widerspruch
dist(z, B) + dist(y, A) < dist(z, B) + dist(y, A),
womit die Behauptung (13c) bewiesen ist.
Bem.: Eigenschaft (13c) heifit auch das Tietzsche Trennungsaxiom. Topologische
Riume, in denen das Tietzsche Trennungsaxiom gilt und in denen jede endliche Menge

abgeschlossen ist, heiflen normal. Teilrdume eines normalen topologischen Raumes

sind im allgemeinen nicht wieder normal. Ist dies jedoch der Fall, so heifit der Raum
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vollstindig normal. Im obigen Beweis haben wir gezeigt, daBl jeder metrische Raum
vollstindig normal ist. (Lit.: W. Rinow, Die innere Geometrie der metrischen Riume,

Springer, 1961.)

14. Seien (X,7x), (Y,7y), (Z,7z), topologische Riume und sei X X Y versehen mit
der Produkttopologie 7Ty xy. Die Abbildungen

px X xY3(z,y)—zeX,py: X xY3(z,y)—yecY

heilen kanonische Projektionen. Zeige:

(a) px,py sind stetig.

(b) px,py sind offene Abbildungen, d. h. px(5) € Tx, py(S5) € Ty fir alle § €

Txxy-
Losung:

(a) Fiir alle U € 7x und V € Ty ist
pY¥(U) = UxY € Txyy

7 (V) = X xVeTxyy

Damit ist das Urbild jeder offenen Menge unter px bzw. py offen, d.h. beide
Abbildungen sind stetig.

(b) Sei S5 € Txxy. Nach Aufgabe 11 1aBt sich ' schreiben als

S = U Ai X BZ'
el
mit A; € Tx und B; € Ty fiir ¢ € I. Also folgt

px(8) = |JAieTx
iel

U B; € Ty.
el

pr(9)
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15. Sei (X, Tx) topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.

Wir setzen:

[z] =: {u €eX ‘ U~ 33}, zeX, X/~= {[m] r T € X} (Quotientenraum) .

Sei 7 : X € 2 — [2] € X/ ~ die kanonische Abbildung.

Zeige, daBl durch
Txjm 1= {5 C X/~ ‘w‘l(S) € TX}

eine Topologie auf X/ ~ definiert wird (Quotiententopologie).

Losung:

(a) 71X/ ~) = X € Tx = (X/ ~) € T/
T 0)=0eTx = 0 € Tx)n.
(b) Seien Sy, 53 € Tx/~. Dann gilt
18 € Tx,i=1,2

N 7T_1(51 A 52) AnaI,A;fg.S(a)

ﬂ_l(Sl) N W_I(SQ) € Tx
= S1NS, € Tx/N .

(c) Seien Sy € Txn, k€ K = 7n7(Sy) € Tx,Vk € K.

:>7T_1(U Sk) = U W_I(Sk)ETX

keK keK

analog zu Analysis I, Blatt 2, Aufgabe 5 a) zeigt man, daf}

W_I(U Sk) = U ﬂ_l(sk).
keK keK

Als Vereinigung (beliebig vieler) offener Mengen ist also auch diese Menge ein

Flement aus 7y und damit

U Sk € TX/N
keK
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16. Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 15 sei nun X := IR? (versehen mit der euklidi-

schen Metrik).

(a)

(b)

Zeige, dafl durch
(er,22) v (y1,p2) = a1—-p €Z, wa—peZ
eine Aquivalenzrelation auf X erklirt wird.

Finde eine Abbildung von X/ ~ auf die Oberfliche eines geeigneten ., Fahrrad-
schlauches® (X/ ~ ist der zweidimensionale Torus und wird meist mit T2 be-

zeichnet).

Losung:

(a)

i. Reflexivitiat: (z1,91) ~ (21,41), da 0 € ZZ.

ii. Symmetrie: Wegen oz —y € 7Z <= y—2x € 7, z,y € IR ist die Symmetrie
klar.

ili. Transitivitat: Ist e—y € Z und y—z € Z,sofolgt 1 —z = (v —y)+(y—=z) €
7. Hieraus folgt sofort die Transitivitat.

Die Gleichung fiir die Oberfliche des , Fahrradschlauches* oder mathematisch

gesprochen fiir den Torus in IR? lautet
($2 + y2) — 2(332 + y2)(R2 +7? - 22) + (R2 —r? 4 22) =0.
Dabei ist R > r > 0.
Durch die Zuordnung
R? 3 (¢,8) — ((R + 7 cos 278) cos 2w, (R + 7 cos 27m6) sin 27, 7 sin 276)

wird eine surjektive (aber nicht injektive) Abbildung von IR? auf den ,,Fahrrad-

schlauch® definiert. (Nachrechnen!)

Wir konstruieren mit Hilfe dieser Abbildung nun eine Abbildung von X/ ~ auf

den ,,Fahrradschlauch“. Sei dazu
[¢,0] := {(£,0)|(¢", ) ~ (0. 0)}
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ein Element aus X/ ~, also eine beliebige Aquivalenzklasse mit den Reprisen-

tanten ¢ und 8. Wir definieren

t : X/ ~—TR3

t : [g,0]— ((R+rcos2mb)cos 2w, (R + 7 cos 2n0) sin 2w, rsin 270).

Diese Zuordnung ist wohldefiniert, d.h. unabh&ngig von der Wahl der Reprisen-
tanten der Aquivalenzklasse, denn fiir Repriisentanten (¢, 0") € [p,0] mit ¢ =
o+ k0 =0+1, k, L€ 7, erhdlt man
t([¢",0']) = ((R+ rcos2rf’) cos2ry’, (R + rcos2r8’) sin 2x¢’, rsin 276')
((R+ 7 cos2ml) cos 2mp, (R + r cos 2m0) sin 2w, rsin 276)
= [, 0]),

da sin und cos 27—periodische Funktionen sind. Damit ist die gesuchte Abbil-

dung gefunden. Diese Abbildung ist surjektiv und injektiv also bijektiv. Die
Injektivitdt der Abbildung erhélt man dadurch, daff man die Werte von ¢ und 6,
fiir die die Abbildung gleiche Werte annimmt, zu Aquivalenzklassen zusammen-

faBft und damit identifiziert.
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Ubungen (5)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Losungen

Fiir die Losung der folgenden Aufgaben bendtigen wir den Begriff der gleichgradig gleichmdfi-

gen Stetigkeit und den Satz von Arzela—Ascoli.

Definition: Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume. Eine Familie 7 € C(X,Y) heifit

gleichgradig stelig,, falls gilt:

Ve>036>0 Va,2’' € X VfeF :dx(z,2')<é
= dy(f(z), f(2')) <e.

Satz von Arzela—Ascoli

Sei (X, dx) kompakter metrischer Raum, sei (Y, dy) vollstindiger metrischer Raum und sei

F C C(X,Y). Dann sind dquivalent:

(a) F ist relativ kompakte Teilmenge in (C(X,Y), do).

(b) F ist gleichgradig stetig und die Mengen

Fle):={f(x)|[feF}, zeX,

sind relativ kompakte Teilmengen in (Y, dy).

17. Sei {f,}nen eine Folge in C ([-1,1], IR).
Es gelte: 3¢ >0 Vie[-1,1] Yne N : |f.(V)] < e1.
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(a) Zusétzlich gelte: f, ist differenzierbar in (—1,1) fiir alle n € IN |
Jea >0 VnelN Vie(-1,1): |fl(1)] < ca.
Zeige: {fn}nen enthilt eine gleichmiBig konvergente Teilfolge.
(b) Setze F,(t):= [*, fu(s)ds, t€[-1,1],n€IN .

Zeige: {F,}new enthilt eine gleichmiBig konvergente Teilfolge.

Hinweis: Sie konnen hier den Satz von Arzela—Ascoli benutzen.
Losung:

Fiir den Beweis der Behauptung verwenden wir den Satz von Arzela—Ascoli. Es ist:

o X = [-1,1] kompakter metrischer Raum mit Metrik dx(z,a’) = | — 2|,

e Y = 1R vollstindiger metrischer Raum mit Metrik dy (y,y") = |y — ¢'|.

(a) Betrachte 7 = {f.},cn C C([-1,1],IR).

Wir zeigen:

i. F ist gleichgradig gleichm&Big stetig.

ii. F(z),z € X, sind relativ kompakte Mengen in IR.
Dies ist gerade die Aussage (b) des Satzes von Arzela—Ascoli. Es folgt also dann
mit diesem Satz, daf F relativ kompakte Teilmenge von (C([—1,1],IR),d), d.h.
der Abschluff von F ist kompakt. Da F selbst eine Folge in cl(F) ist, enthilt F
eine gleichmifBig konvergente Teilfolge.

Wir kommen nun zum Beweis der beiden Behauptungen:

€

1. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle 6 = =. Dann gilt fir alle z,a’ €
[—1,1] mit | — 2’| < § und fiir alle n € IN:
@) = L@ L] e - 2| < b=
Also ist F gleichgradig gleichmiBig stetig (6 hingt weder von n noch von z
ab).
ii. Da in R jede beschrinkte Menge relativ kompakt ist, geniigt es zu zeigen,

daB die Mengen F(z),z € X, beschrénkt sind.
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Sei z fest vorgegeben. Dann gilt fiir beliebige n € IN:
|/n(2)] < e1.

Diese Abschitzung gilt gleichmiBig beziiglich » und sogar beziiglich z. Die
Mengen F(x),z € X, sind demzufolge beschrinkt in IR und somit nach dem
oben gesagten relativ kompakt.

(b) Betrachte F = {F,},cn C C([-1,1],IR). Wir weisen nach, dal Fy,,n € IN, die

gleichen Eigenschaften besitzt wie f, im vorangegangenen Aufgabenteil.
i. Es gilt fiir alle n € IN und fiir alle ¢t € [-1,1]:

B0l = | 5

< 2.0 =14,

<2. .
<2 max [fa(s)]

d.h. der Betrag der Funktionswerte ist gleichmiflig beziiglich n und ¢ be-
schrinkt.
ii. F, ist diffbar in (=1, 1) fiir alle n € IN, und es gilt:
[FL (O] = 1fa)] < 1 =2 2.
Die Betrdge der Funktionswerte der Ableitungen der F,, sind gleichmafig

beziiglich » und ¢ beschrinkt.

Die weitere Schlufiweise ist dann analog zu der im ersten Aufgabenteil.

18. Sei X :=C1([0,1],R) := {f :[0,1] — IR | f stetig differenzierbar}, und sei [|- ||y : X >
[ = 170)] + supsep [/ ()] € R
(a) Verifiziere, daf || - ||y eine Norm auf X ist.
(b) Zeige: (X,||-||1) ist Banachraum.
(c) Sei A := {f € X‘ [[fllh < 1}. Zeige: A ist relativ kompakte Teilmenge von

(C([07 1]7 ]R)a H ' Hoo)

Hinweis:  In (c) ist wieder der Satz von Arzela—Ascoli oder das Ergebnis von Auf-
gabe 17 zu benutzen.

Losung:
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Die Menge X = Cy([0,1],IR) der stetig differenzierbaren Funktionen ist ein linea-
rer Unterraum von C([0, 1],IR), dem Raum der stetigen Funktionen. Der wesentliche
Grund hierfiir ist Tatsache, daf§ die Summe zweier stetig differenzierbarer Funktio-
nen bzw. das skalare Vielfache einer stetig differenzierbaren Funktion wieder stetig

differenzierbar ist.

(a) Wir beweisen nun, daf die Abbildung ||-|[;, eine Norm auf X definiert. Dabei
nutzen wir beim Beweis der Homogenitit und der Dreiecksungleichung wesentlich

aus, daff die Ableitung eine lineare Abbildung von X nach C([0, 1],IR) ist.
i. Definitheit: [|f]|; > 0 sowie f =0 = || f||; = 0 ist klar.

[l =0 = [£(0)+ S (O] =0= f(0)=0A[(t) =0,V €[0,1]
= = -|-/ ds—OVtE[Ol]

= [f=0
ii. Homogenitét: ||af||; = |a|| f]|, ist klar.

iii. Dreiecksungleichung:

1f+gll, = [£(0)+g(0 )|+t21[1p | /'(1) + ¢'(1)]
< F0)] + [g(0)] + sup |f )|+ sup |9 ) =11£1lly + llglly
tef0,1 t€f0,1

(b) Sei {fr},en eine Cauchy-Folge in X.
= Ve > 0IN € NVm,n > N : || — fully = [/m(0) = fu(0)] + HfT/n - f?leoo <

Hieraus folgt sofort, daB sowohl {f,(0)}, .y eine Cauchy—Folge im vollstindi-
gen Raum (IR, |-|) als auch {f}},c eine Cauchy-Folge im vollstindigen Raum
(C([0,1],IR),||-]|o,) bildet. Da in vollstindigen Riumen jede Cauchy-Folge kon-

vergiert, gilt also:
JeeR: lim f,(0)=c
und

dg € C([0,1],R) = lim [ =g.
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Die Konvergenz ist dabei im Sinne der jeweiligen Norm auf den betrachteten

Riumen zu verstehen.

Setze nun
-I—/ )ds, t €[0,1].

Dann ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung f € X mit
J(0)=cund f' = g, und es gilt

If = fally = 1£(0) = fu(O)] + sup |f'(2) = [,(1)]

te[0,1]
= le= L0+ ]9 = Sl ., = 0, (n— o0).
—0 —0

Also konvergiert die Cauchy—Folge {f,},c in (X, [|-[|;) gegen f € X. Somit ist

(X, ]]]l;) ein Banachraum.

Sei { fn}nen eine Folge mit [|f,[|; < 1, Vn € IN. Dann gilt

I/l J(s)ds

<1HON+ | [

0

h@+/ﬁ®%

[/ (0)] + sup [f(4 | L.

te[0,1]

o0

IN

Die Folgen {f,(0)} und ffT’L(s) ds ¢ sind also beschrdnkt. Mit Aufgabe 17
0
und dem Satz von Bolzano—WeierstraBl folgt, daBl beide konvergente Teilfolgen

besitzen. Also gibt es auch eine konvergente Teilfolge von {f,}.

Eine andere Moglichkeit des Beweises besteht darin, den Satz von Arzela—Ascoli

direkt anzuwenden. Es ist
e X' =10,1] kompakter metrischer Raum mit Metrik dx/(z,z") = |z — 2/|,
e Y = IR vollstindiger metrischer Raum mit Metrik dy(y,y’) = |y — ¥'|,
o F=A={feX|fl, <1} CC(0,1,R).
Wir beweisen nun:
i. A ist gleichgradig gleichméifig stetig.

ii. A(z),z € X', sind relativ kompakte Teilmengen in (IR, dR).
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i. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wihle ¢§ := . Dann gilt fiir alle f € A und alle
z,z' €[0,1] mit |z — 2’| < é:
|[f(2) = SO < [SE] - | = @[ <[]l -6 <e.
A ist also gleichgradig gleichmifig stetig.

ii. Wir zeigen wieder, dall A(z),z

[f(@)] =

(z),z € [0,1], beschrinkt ist. Es gilt:
JO)+ [*16)ds| 1O + 2 sup [(9)
0 5€[0,1]
LSO+ 71 = 171

< 1.

IN

Damit ist gezeigt, daBl A(z),z € X, beschridnkte und somit relativ kompakte

Teilmenge in IR ist.

Satz V%A'iA' A ist relativ kompakte Teilmenge von (C([0,1],IR), ds).

19. Sei (X, || -]||) ein normierter Vektorraum und Z ein abgeschlossener linearer Teilraum

von X.

(a) Zeige: Durch
r~vy ST —yezZ
wird auf X eine Aquivalenzrelation definiert.
(b) Durch || ||~ : X/ ~ 3 [2] — inf{Hx + ZH‘Z € Z} € IR wird eine Norm auf X/ ~
definiert.

Losung:

(a) 1. Reflexivitit:

r~e <= r—2x=0¢€Z,/(da Z ein linearer Teilraum)
ii. Symmetrie:
Z Teilraum

T~y &= zz-yYy€EZ = y—zxz€Z

— Yy~
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iii.

Transitivitit:
T~y Y~z = rx—y=1xn €L Y—2=10€c/
= r-z=(@-yt+y-2)=nt+ne”

<~ T~ z.

(b) Zu zeigen ist:

i. X/ ~ ist ein Vektorraum.

ii.

iii.

ii.

iii.

Die Abbildung [|-||., : X/ ~— IR ist wohldefiniert.

||I|| . definiert eine Norm auf X/ ~.

X/ ~ ist ein Vektorraum bez. der Addition
+:[e] 4+ [y] =[x + 4]
und der skalaren Multiplikation
cra-z] = o).
Die Wohldefiniertheit dieser Abbildungen ist gegeben, da fiir beliebige z € ZZ
gilt: [z + 2] = [z].
Die Vektorraumgesetze verifiziert man anhand der Giiltigkeit der Gesetze

auf dem Vektorraum X. Es ist

[0]  das Neutralelement,

[-z] das inverse Element zu [z].
Sei ' ~z,d.h. 32 € Z: 2’ — x = 2. Damit gilt:

210l

inf {[[a’ + 2|2 € 2}
= inf{lz+2+z]|z€2)
B it {le + wl||w € 2)
= [lf]ll~

Definitheit:

]l > 0y
I[0]l. = inf{||z]|lz€ 2} =0,da0€ Z

v
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Sei nun [z] € X/ ~ mit [|[z]||. = 0. Dann gilt:
inf {||z + z|||z€ Z} =0
= Hantnew C 2 2 = (=20)l] = 0(n — o0)
= Hentpew C 2 nli_)ngo(—zn) =z
Zabgsschl. veZ
= [z] = [0].
Homogenitét: Sei a # 0.
[laz]ll. = inf{|laz + z[||z € Z}
inf{ |z € Z}
la|inf {||z + 2|||2 € Z}
el ]l -

Dreiecksungleichung: Seien z,y € X. Nach der Definition des Infimums

a(z + 2)

existieren zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 Elemente 27, 25 € Z mit:
€ €
llo + 25l < lllz]ll. + 5 und fly + 23]} < Iyl + 5-
Damit erhdlt man die Abschitzung
Izl +llle = lllz+yllle =inf{[le+y+ =[]z € 2}

< ey 42+ 2l <l 4 250 4 [ly + 2]

IN

Tzl + lly]ll~ + e
Da ¢ beliebig gewdhlt war, folgt die Behauptung.

20. Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 19 zeige:

(a) Ist (X, || -]|) ein Banachraum, so ist auch (X/ ~, || -||~) ein Banachraum.

(b) Die Quotiententopologie auf X/ ~ stimmt mit der Topologie, definiert durch

d := dj|, iberein.
Losung:
(a) (Vgl. J. Wloka: Funktionalanalysis und Anwendungen, 8.2)
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Hierist [z] = {u € X|lu—2z € Z} ={u e X|Iz€ Z :u= 2z + z}. Wir beweisen
zundchst drei Behauptungen, die wir fiir den Beweis bend&tigen.
Beh. 1: Zu [z],[y] € X/ ~ und z € [z] existiert ein § € [y] mit
o = 3l < 20(+] - [9]]...
Beweis: Nach Definition des Infimums gilt:
Ve > Wez,ye X3z € Z: |lo —y+ 2| <|/[=] - [yl + ¢
Zuz € X setze §:= y—z,dannist § € [y] (da —z € Z).Falls ||[z] — [y]||. > O,
wihle ¢ = |[[z] — [y]||.; falls [|[z] = [9]||. = 0, dann ist [z] = [y] und man
kann § = z € [y] = [2] wihlen.
Beh. 2: Sei {yn},cy eine Cauchy-Folge in einem normierten Raum Y, dann

existiert eine Teilfolge IN' = {n},cpy mit

o0
Z Hynk - ynk+1 ” < 0.
k=1
Beweis: Da {y, },c eine Cauchy-Folge ist, hat man folgendes:
1
Vk € ININVm,n > Ni @ ||ym — yul| < ok
Wihle ny = Ni,ny = max{Ny,ny + 1},...,np31 = max{Ngpq1,np + 1};
dann ist ng4q > ngp und Hynk — Ynap H < 2% Nach dem Majorantenkriterium

konvergiert

o0
Z Hynk - ynk+1 ”
k=1

Beh. 3: Ist {[_wn]}ne]N eine Cauchy-Folge in X/ ~ mit 02, [[[z,] — [2n41]l]. <
o0, dann existiert ein Limes [zg] in X/ ~, d.h. ||[z.] — [20]||. — 0 (n — o0).
Beweis: Sei 21 beliebig aus [z4], dann gibt es nach Beh. 1 ein 23 € [z3] mit
|z1 — z2|| < 2||[z1] — [22]||o; fiir beliebiges n € IN gilt:
31 € [Enpa]  [[2n — 2nga|l < 2)|[2n] = [2n4a]llo,m € IN.
Dann konvergiert auch

o0
Z |zn — Tnyall,
n=1

und {z,},q ist eine Cauchy-Folge in X, da
m—1

lan = 2mll < D7 2k = 2psall, m > n.

k=n
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Da X ein Banachraum ist, konvergiert die Folge der {z,}, . gegen den

Grenzwert zg, und fiir die zugehérige Aquivalenzklasse [z] folgt:
Ilzn] = [zollle = llzn = zolll. < [l2n = zol| = 0 (n — o0).
Nach diesen Vorarbeiten kommen wir nun zum Beweis der Behauptung, daf§
auch X/ ~ ein Banachraum ist.

Sei dazu {[z,]}, .y eine Cauchy-Folge in X/ ~. Dann existiert (nach Beh. 2)
eine Teilfolge IN' = {nt},cy von IN mit der Eigenschaft, daB {[z,,]},c eine
Cauchy-Folge ist und daB Y32, ||[wn,] — [2n,y, ]| < oc.

P23 3lao) € X/ i lfn,] = [walll.. — 0k — )

= lenl = ol < o) = londl + em] = faolll, =0 7 55).

Damit ist gezeigt, daf§ die Folge {[z,]},y gegen den (eindeutigen) Limes [z]

konvergiert.
(b) Nach Definition gilt fiir die Quotiententopologie
Txpm = {SCX/~[x7U(S) € Tx )}
{$c X/~ Vo er™(8)36 > 0: Kyy(2,6) C 771(5)}

{SC X/~ |V[z] € SF6>0:n(Kq,(x,0)) C S}

und fiir die Normtopologie
T, = {SCX/~IVla]€536>0: Ky, ([2],6) C §}.

Wir zeigen:
T(Kax(2,0)) = Kay, ([2],0).
Es gilt zundchst
m(Kax(2z,68)) ={ly] € X/~ [Fgeyl: [|§—=| <6}

»C*: Sei [y] € X/ ~ mit der Eigenschaft, daf ein § € [y] existiert mit ||§ — z|| <
6. Dann gilt:

Ily] =[]l = |

[9] = [=]ll. =

[§—alll. <llg -2l <6
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= ly] € I(dx/,,([x]vé)'
5D Sei [y] € X/ ~ mit [|[y] = [2]l|l. = |lly — ]||l. < é Dann existiert zu
jedem e ein z € Z mit ||y — 2 + z|| < ||[y] — [z]||. + . Wir wihlen ¢ so, daB

I[y] = [=]||. + € < 8. Setzen wir nun g := y + z, so ist § € [y], und es gilt:
19— all =lly — =+ =l <[ly] - [e]l. +e <0

= [yl € m(Kq,(z,0)).
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Ubungen (6)
zur Vorlesung ,,Analysis IT “

mit Lésungen

21. Sei (X, 7x) ein topologischer Raum. Wir definieren:

X heifit bogenweise zusammenhdngend

<= Va,y € X Jp € C([0,1]; X) mit p(0) =2, ¢(1)=y.
X heilt zusammenhdngend

<= (A C X offen und abgeschlossen — A € {0, X}).

Zeige:

Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Riume, sei f: X — Y stetig, und sei X bogen-
weise zusammenhdngend bzw. zusammenhingend. Zeige: f(X) ist bogenweise zu-

sammenhédngend bzw. zusammenhingend.
Losung:

(a) Sei X zunidchst bogenweise zusammenhingend. Zu zeigen ist: f(X) ist bogen-

weise zusammenhingend.

Es selen a = f(z),b= f(y) € f(X). Dann existiert eine stetige Funktion

¢ :[0,1] = X mit ¢(0) =z, ¢(1) = y.

Definiere v := fog ,v:[0,1] — f(X). v ist als Komposition stetiger Funktionen

wieder stetig mit

7(0) = fop(0) = f(z) und y(1) = fop(0)= f(y).

Also ist f(X) bogenweise zusammenhingend.
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(b) Sei X nun zusammenhédngend. Zu zeigen ist: f(z) ist zusammenhingend.
Sei B C f(X) offen und abgeschlossen. Da f stetig ist, gilt (vgl. Satz 15.8 und
Aufgabe 12):
FY(B) offen und abgeschlossen in X
= fY(B)=0oder [[/(B)=X
= Be{d f(X)}.

22. Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 21, zeige:

Sei (X, 7x ) zusammenh&ngender topologischer Raum und sei f : X — IR stetig. Zeige

fir z,y € X:

[f(z), f(y)] C f(X), falls f(z) < f(y),
[f(y), f(@)] C f(X), falls f(y) < [f(z).

Losung:

Der Beweis erfolgt in drei Teilen.

(a) Zunichst weisen wir nach, dafl die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:
t. X st zusammenhdngend.
1. Es gilt nicht:
JA,B C X, A, B offen und nichtleer mit AN B =0 und AUB = X.
Beweis:
=(21) = —(i): Angenommen (ii) gilt nicht, d.h.
JA,B C X, A, B offen und nichtleer mit AN B =@ und AUB = X.
Es ist

X\ 4

(AUB)\ A

= B\(ANB)
=0

= B offen und nichtleer.
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Also ist A offen und abgeschlossen und A # () und A # X, d.h. es gilt nicht
(i)-
=(¢) = —(7i): Angenommen (i) gilt nicht, d.h.
JA C X offen und abgeschl. mit A ¢ {(}, X'}.

A ist also insbesondere offen und nichtleer.
Setze nun B := X \ A. Dann ist B offen, da A abgeschlossen ist, und
nichtleer, da A # X, und es gilt:

ANB=0und AUB = X.
Dies bedeutet aber, daf (ii) nicht gilt.

Mit diesem Begriff des Zusammenhangs von Mengen 148t sich beweisen (s. Heu-

ser, Lehrbuch der Analysis 2, Satz 160.1)

(b) Die mehrpunktigen zusammenhdngenden Teilmengen von R sind genau die In-
tervalle.
(c) Wir kommen nun zum Beweis der in der Aufgabe aufgestellten Behauptung.
Sei dazu 0.B.d.A. angenommen, daf§ f(z) < f(y) (andernfalls vertausche z und
y)-
1. Fall: [(z) = f(y)
= [f(2), f(y)] = {f(2)} C (X))

2. Fall: f(z) < f(y)
Nach Aufgabe 21 ist f(X) als Bild eines zusammenhingenden topologischen
Raums unter einer stetigen Funktion wieder zusammenh&ngend und somit
in diesem Fall zusammenhé&ngende Teilmenge von IR, die wegen f(z) # f(y)
auch mehrpunktig ist. Nach (22b) existiert dann ein Intervall I C R mit
f(X)=1. Wegen f(z), f(y) € I = f(X) folgt dann aber auch

[f(z), f(y)] C F(X).

23. Sei £,(T) := {{xn}nE]N t, €@ VneIN, Y cnlznlf < oo}, 1<p<o.

Zeige fiir p € [1, 00):
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(a) £,(C) ist Vektorraum iiber C.

(b) Durch || - ||, : £p(@) 3 {zpn}nen — (X ew |xn|p)1/p € IR wird eine Norm auf

()

£,(T) definiert.

(L,(@), || - ||p) ist Banachraum.

Losung:

(a) Wir definieren zunichst eine Addition auf £,(T) x £,(C) und eine skalare Multi-

(b)

plikation auf €x¢,(T).
Seien dazu @ = {Zn},cn, ¥ = {Unfpen und @ € €. Wir definieren
+ 0 vty =A{2n + Un e
-z = {at, -
Wir zeigen zunéchst, daB ,(C) beziiglich der so definierten Operationen abge-
schlossen ist, d.h., da @ + y, az € £,(T).
2,y € L(Q) = llz +yll, < llzll, + llyll, = = +y € 4(T)
(siehe nédchster Aufgabenteil). Ebenso gilt
2 € Lp(0), 0 € C= |laz]|, = [al||z]l, = az € £,(D).
Man rechnet nun leicht nach, daf €,(@) mit den so definierten Operationen einen
C-Vektorraum bildet.
Das neutrale Element ist 0 = {0}, . Das inverse Element zu & = {z;};,,
ist —z 1= {-wi},cn, Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze und
1.2 =z, z € {,(C) gelten aufgrund der entsprechenden Gesetze fiir komplexe
Zahlen und weil die Verkniipfungen auf Folgen gliedweise definiert sind.
i. [lz]], > 0ist klar.
ii.

o] 1/19
p=0 = |, = (Zw) =0
=0

HprIO = Z|$¢|p:0:>xi20, Vi € INg.
=0
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o0 1/p o] 1/p
iii. [Jazl], = (Z |a.LZ|p) = |af (Z |.Lz|p) = lal||z]|,, @ € €, = € {,(D).

=0 =0
iv. Fiir z,y € £,(C) gilt mit der Minkowskischen Ungleichung (vgl. Satz 17.3):

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z i + y|) < (2 m-vo) ¥ (Z |yz-|p) < lell, + Iyl
1=0 =0 1=0
Da die rechte Seite der Gleichung unabhingig von n ist, bleibt die Unglei-

chung richtig, wenn wir links zum Grenzwert n — oo iibergehen. Damit
erhalten wir
le+yll, < llll, + [lyll,-
Damit ist gezeigt, daB [|-||, eine Norm auf £,(T) definiert.
Wir haben bereits gezeigt, daf (Ep((lf), HHp) ein normierter Raum ist. Es bleibt
also nur noch die Vollstindigkeit nachzuweisen. Sei dazu {x(n)} N eine Cauchy—

ne

Folge in €,((T), d.h. zu jedem e > 0 existiert ein N € IN mit

(5

Hx(m) _ )
1=0

» 1/p
) <e, Ym,n > N.
P

Fiir festes « € INj gilt also

K3

2(m a:z(n)‘ <&, Ym,n >N,

2

also ist fiir jedes ¢ € INg die Folge {x(n)} N eine Cauchy—-Folge komplexer
n
Zahlen und konvergiert somit gegen ein z; € €. Die Folge {m(“)} N konvergiert
n

also komponentenweise gegen eine komplexe Zahlenfolge z = {mi}ie]No' Bleibt

noch zu zeigen, daf Hx — 2| =0, n— oo gilt.

P

Fiir beliebiges M € IN haben wir

M 1/p
(Z mgm) - :vgn) p) <e m,n>N

=0

Gehen wir in dieser Ungleichung zum Grenzwert (m — oo) iiber, so ergibt sich

M 1/p
(Z T p) <e, n>N.

1=0
Da dies fiir beliebiges M € IN richtig ist, folgt

%] » 1/p
(Z ) <e n>N.

1=0

T; — $2(n)
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Wir sehen, dal die Folge {x(”)} N in der £,(C)-Norm gegen den Grenzwert
z konvergiert. AuBerdem ist  — 2(") € £,(@) und (™ € £,(@). Da £,(T) ein

Vektorraum ist, folgt 2 € £,(T) und damit die Behauptung.

24. Seien X,Y, 7 metrische Rdume und sei Y kompakt. Sei f: X =Y, g€ C(Y,Z), ¢

injektiv. Zeige:

(a) Ist g o f stetig, so ist f stetig.

(b) Ist g o f gleichm&Big stetig, so ist f gleichm&fBig stetig.

Losung:
Nach dem Lemma von Tikhonov (Lemma 17.13 der Vorlesung) ist die Funktion g~! :
g(Y) — Y stetig. Auf Grund der Stetigkeit von g ist der Definitionsbereich g(Y') von

1

g~ ! kompakt, da auch Y kompakt ist. Dann ist g~! aber sogar gleichméBig stetig (s.

Satz 16.2). Hieraus folgt:

(a) Ist g o f stetig, so ist auch f = g~1o(go f) stetig, da die Komposition stetiger

Funktionen wieder stetig ist.

(b) TIst g o f gleichmiBig stetig, so ist auch f = g=! o (go f) gleichmiBig stetig, da

die Komposition gleichmifBig stetiger Funktionen wieder gleichmifig stetig ist.
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Ubungen (7)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Lésungen

25. Sei a > 0.

Berechne die Linge von

1 2
Losung:
0.5 T T
0.4 " §
0.3 | -
0.2 | .
0.1F}
0
-0.1F
-0.2 | e
-0.3 | i
:8; i I\L L ]
0 0.2 04 06 08 1
a=2
Es ist
2t
!
1) = ——
991( ) (1 +t2)2
) = 1 20 1142
und somit
412
! t 2 —
-2+ 1
(1 2 _ v Ter T
(@2( )) (1 +t2)4

Fiir die Linge von ¢ ergibt sich also

412 414 — 212 + 1
I(g) = /\/ t L

1+t2
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26. Sei a > 0.

Berechne die Linge von
¥ [—a,a] 3t (t,|t|3/2) cR? .

Losung:

Es ist

=~
—~
o~
~—
l
—_

. 1>0

N~
—~
o~
~—
(l
I
N
—~
I
o~
~—
—
~
[}

1< 0
0, t=

also
(W) = Sl

() = /a,/1+%|t|dt:2/a,/1+%tdt

—a 0

1+%a

= 2 / L ud _§[Z 3/2]1+%a
= 9 uau = 9 3u

1 1
16 9 \3/2
= §?<<1+—Za> —1)
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27. Eine Teilmenge M von IR™ heifit bogenweise zusammenhdngend, wenn es zu allen

Punkten z,y € M einen Weg ¢ : [0,1] — IR™ gibt mit:

Bi(p)c M, ¢(0)=uz, ¢(1)=y.

Sind der Kreis mit der Gleichung

22 4yP—1=0

und die Hyperbel mit der Gleichung

w2—y2—1:O

bogenweise zusammenhingend?

Hierbei bezeichnet Bi(y) = ¢([0,1]) das Bild von ¢ im IR", Bi(y) := {az € RR"

dt e

[0,1]: (1) = 2 }.

Losung:

(a) Kreis:

i.

ii.

Zunichst wird gezeigt, dafl durch

¢:]0,21) 5 ¢ — (cost,sint) € K = {(m,y)|m2 + 4% = 1}
ein Jordan-Weg erkldrt wird mit zugehoriger Kurve I'y = K. ¢ ist offen-
sichtlich stetig. Sei nun ¢(¢) = ¢(s); 0.B.d.A. t > s. D.h. cost = coss,
sint = sin s.

= cos(t — s) = costcoss +sintsins = 1
alsot—s=0dat—se€0,2m).
Nach obiger Uberlegung gilt:

V(i y) € K, =1,231a; € [0,27) : o(a;) = (24, 9i),1=1,2.
Setze a = a1, b = az — ay und () := (cos(a + bt),sin(a + bt)). Dann ist v
ein Weg, I'y C K und
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7(0) = p(a) = (21,91), 7(1) = pla+b) = p(az) = (22, 2)

(b) Hyperbel: Die Hyperbel H besteht aus den Punkten (z,y) € IR* mit
z=d44/y2+1

Fiir alle diese Punkte gilt also |z| > 1. Betrachte nun die Punkte (—1,0) und
(1,0), die beide auf der Hyperbel liegen. Ein stetiger Weg v mit v(0) = (—1,0)
und (1) = (1,0) ist insbesonder komponentenweise stetig und die erste Kompo-
nentenfunktion 7 erfiillt 47(0) = —1 und 71(1) = 1. Nach dem Zwischenwert-
satz existiert also ein 4y € (0,1) mit 71(4) = 0. Dann ist aber v(ty) ¢ H, denn
|71(%0)| < 1. Es kann also keinen stetigen Weg v mit v(0) = (—=1,0),v(1) = (1,0)
und I'y, C H geben.

28. Zeige mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 27:
Es gibt keine stetige, bijektive Abbildung von IR? nach IR.
(Hinweis: Betrachte Mengen R?\{z}, z € R?).
Losung:

Angenommen, es gibt eine stetige, bijektive Abbildung f von IR? nach IR. Dann ist
f(]R2) = IR. Nach Aufgabe 21 bildet f bogenweise zusammenh&ngende Mengen auf
bogenweise zusammenhéngende Mengen ab. Betrachte nun die bogenweise zusamn-
menhingende Menge M = IR?\{(0,0)}. Da f bijektiv ist, gilt mit « = f£(0,0) € IR
gerade f(M) = RR\{a}. Die Menge IR \{a} ist jedoch nicht bogenweise zusam-
menhédngend (siehe unten), also erhalten wir einen Widerspruch. Es gibt also keine
stetige, bijektive Abbildung von IR? nach IR. Es bleibt noch zu zeigen, da fiir beliebi-
ges a € IR die Menge A = IR \{a} nicht bogenweise zusammenhingend ist. Seien dazu
b,c € Amit b < a < c. Wire A bogenweise zusammenhingend, so gibe es einen Weg
¢ :10,1] = R mit ¢(0) = b, ¢(1) = ¢ und ¢([0,1]) C A. Nach dem Zwischenwertsatz
gibe es dann aber ein {o € (0,1) mit p(ty) = a ¢ A = ¢([0,1]) ¢ A, was einen
Widerspruch darstellt.
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Ubungen (8)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Lésungen

29. Sei || - || eine der Normen || - ||z, || - |l || - [|oo in TR
Sei K := {(wl,xg) € R? ‘ 1 — L9 = 4}. Zeige:
(a) o= inf {||o] |ve K} <4
(b) Es gibt ein v € K mit |Jul| = a.
(c) Berechne ein u mit |ju|| = «a.
Losung:

Die Menge K 1&8t sich auch schreiben als die Menge

{(w,w—4) E]R2|:EEIR}

(a) Wihle v = (4,0) € K. Dann ist:
[ollog = max{]4], 0]} = 4,
lely = Hl+0] =4,
loll, = V42402 =4
Dann muf} aber fir das Infimum gelten:
inf {||v[||v € K} < 4.
(b) Allgemein erhalten wir fiir die Normen von Elementen aus K:

f(@) = (2,2 = 4[|, = max {[e], [« — 4]}

max {(—z),(—z +4)} =4 — =z, z <0,
4—z,0<2 <2,
= { max {z,(—z +4)} = 0<a<d4,
x, 2<z <4,
max {z,z — 4} =z, 4 <z
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g(z) = [[(z,z = 4)[|; = |2| + [z — 4]
—z4+(—z4+4)=4-2z, z<0,

=S e+ (-z+4) =4, 0<z<4,
x4+ —4 =2z -4, 4<z.

ha) = [[(z, @ = 4)[ly = y/2? + (z — 4)?

= (202 - 82+ 16)1/2 = (2(($—2)2+4))1/2.

Da alle drei Funktionen ihr Minimum auf dem kompakten Intervall [—1,5] an-
nehmen, existieren auf Grund der Stetigkeit der Funktionen Elemente v € K,

bei denen der minimale Abstand zum Nullpunkt angenommen wird.

(c) Wie man aus der Darstellung der Funktionen sofort entnimmt, wird das jeweilige
Minimum im Punkt (2, —2) angenommen. Im Fall der Maximum-Norm ist dieser

Minimalpunkt nicht eindeutig.

0 , fallszy =2,=10
30. Seif:]R2 —>IR7 (331,562)'_) 1 %9
5 3 , sonst.
i+ 25
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(a) Ist f stetig in 2% := (0,0) ?

(b) Zeige: fist konstant auf jeder Geraden durch den Nullpunkt (ohne den Nullpunkt
selbst), und es gilt:

= -5 5]

(c) Wie sehen die ,Niveaulinien“

{(ml,xg) € R? ‘f(xl,m) = c}, ceR,

aus?
Losung:

(a) f ist nicht stetig in (0,0). Betrachte zum Beispiel die Nullfolge (1,1). Es ist
11 1 11 1
f<— —>:§‘v’n€]N = lim f<— —>:—75f(0,0).

) )
n’'n n—00 n'n 2

(b) Wir betrachten zunichst Geraden durch den Nullpunkt der Form
Ty =M- 21,

wobei m die Steigung der Geraden angibt. Die Punkte der Geraden sind dann

durch (1, ma1) gegeben, und wir erhalten fiir 1 # 0:
ma? m

224+ m?2z2  1+m?

f(z1,mey) =
Fiir die Gerade, die durch 21 = 0 gegeben ist, gilt:
f(0,22) =0Vay € R.

Die Funktion ist also konstant auf allen Geraden durch den Ursprung (, wenn
man den Ursprung selbst ausschliefit). Auflerdem gilt

1 T2

2 2
r] + a3

|f(951,372)| =

1
<_7
-2

da |z1 23] < 3(2? + 23) (vgl. Lemma 17.1(b) der Vorlesung mit a = a?,b =
1
2

23,0 = f = 1). Damit haben wir gezeigt, daBl

JR) C [-1/2,1/2].
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DaB jeder Wert in diesem Intervall wirklich angenommen wird, d.h. f surjektiv

ist, zeigen wir in Aufgabenteil (c).

(¢c) 1. Fall: ¢ ¢ [-1/2,1/2]

In diesem Fall sind die Niveaulinien leer.

2. Fall: c€[-1/2,1/2]
In Aufgabenteil (b) haben wir gezeigt, daB die Gerade(n) durch den Ursprung

(den Ursprung ausgenommen) , deren Steigung m fiir ¢ # 0 die Bedingung

c= m2<:> m:%(l:{:\/l—élc?)

14+ m

erfiillt, in der Menge der Niveaulinien zum Wert c¢ liegt.

Fiir ¢ = 0 liegen die Geraden z; = 0 und 23 = 0 in der Menge der Ni-
veaulinien. Wir miissen nun noch nachrechnen, dafl dadurch die Mengen der
Niveaulinien bereits vollstdndig beschrieben werden.

Man rechnet leicht nach, daB fiir ¢ # 0 und 2% + 23 # 0 gilt:

1
f(wlnyQ):C{:} T = %(1im> T,

=m

also genau dann, wenn (1, z2) auf einer der oben beschriebenen Geraden
liegt.
Der Fall ¢ = 0 impliziert z; - x5 = 0. Diese Bedingung wird nur auf den

Geraden z1 = 0,29 = 0 erfiillt.

- 296 -



Analysis, Arbeitsmaterialien Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

10

31. Sei my, : IR 3t +— " € IR das Monom n-ten Grades, n € INg, sei P, der Vektorraum
iiber IR, der von mg, ..., m, aufgespannt wird, n € g, und sei X := U,en, Pn-

Zeige:

X ist Vektorraum iiber IR und durch

n
Ipl| := OIEK); la;| , falls p(t) = z;aitz , telR,
<i< -

wird eine Norm auf X definiert.
Losung:

(a) X ist ein Vektorraum iiber R. (Nachrechnen!)
Man nutzt hier aus, dafl zu p € X bzw. zu p,q € X ein m € INg existiert, so dafi

p € P bzw. p,q € P,, und daB P, ein R—Vektorraum ist.
(b) Die Abbildung ||-|| definiert eine Norm auf X, denn es gilt:
Definitheit: Sei p € X. Es gilt sicherlich:

= | > 0.
Ipll = pax fa;| 2 0
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AufBerdem erhilt man
[lp]| =0 < Orélzas);|ai| =0& ¢;=0,i=1,....,n< p=0.
Homogenitét: Sei p € X, a € IR. Dann ist:
llepll = max |aai] = |a||p]|
Dreiecksungleichung: Seien p,q € X. Es ist:
— . | < . .
Ip+all = max fa; +bil < max (Jaif + [bi])
< max lad + max |b;]
0<i<n 0<5<n
= [lpll +llgll-

32. Zeige mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 31:

(a) Die Abbildung
T:X — X,
Tp(t) :=ao+ Y Sy , falls p(t) = ait’,

=1 " i=0
ist linear und stetig.

(b) T ist bijektiv.

(¢) T71: X — X ist nicht stetig.

Hinweis: Sie kénnen in (b) benutzen, daf§ {1,,...,7"} ein System linear unabhingiger

Funktionen ist.

Losung:

(a) Linearitdt: Es gilt fiir p,g € X, a,5 € R:

T(ap+Bq) = (aag+ Bbo)mo + z”: M i
=1
= «a (ao‘mo + z”: %mz) + 0 (bo‘mo + Zn: %mz)
= alp+ ﬁTqZ._1 =
Stetigkeit: Es ist:
| Tp-Tq|| = max{|ao—bo|, @ — b ,i:l,...,n}
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< < a; — b = |lp - qll.
< Org%laz bil = lp — 4|

Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit von T.
(b) Wir zeigen nun, daB T bijektiv ist.
Injektivitat: Da T linear ist, geniigt es zu zeigen, dafl Tp = 0 bereits p = 0
impliziert. Sei also p € X mit Tp = 0 vorgegeben, d.h.

agmg + E Tmz = 0.

i=1
Aus der linearen Unabhingigkeit der Monome m;,¢ = 0, ..., n, folgt fiir die
Koeffizienten
a; . .
aw=0,—=0,1=1,....n=> 4 =0,1=0,...,n.

i
Dann ist aber auch p = 0.

Surjektivitdat: Sei p € X vorgegeben. Gesucht ist ein ¢ € X mit Tq = p.
Wihlen wir
n
q = apgmg + Ziaimiv
=1

dann ist Tq = p.

(¢c) Da T bijektiv ist, existiert 7='. Nach (b) gilt:
T_lp = agmg + Z a;m;.
i=1

Wir wihlen nun die Folge von Polynomen
Pn = My
Dann gilt ||p,|| = 1 fiir alle n € IN, aber:

=n.

-5

T~ ist also unbeschrinkt und somit nicht stetig.

Alternativer Losungsvorschlag:

Nach der e—6 Definition der Stetigkeit ist zu zeigen, daf} gilt:
dpo e X :de>0:YneN:dp, € X:

> €.

1
Ipo = pull < = AT 'po =T ' py,
n

Wir wihlen pg =0, =1/4 und p, = nlﬁmn. Dann ist
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1 1

n+1<n’

llpnll =
aber aus T~ 1p, = #mn folgt

fr-i5

B >1>1
CTon+1 72747
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Ubungen (9)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Lésungen

33. Sei f:R? — IR definiert durch

0 , falls 21 =29 =0
f($17$2) = [13"1)’
3 5, sonst.
T{ + T3
(a) Berechne %(ml,xg), 6072(331,$2) , (m1,29) € R2.
(b) Sind ngl, (f—wfg :R? — TR stetig?

Losung:

(a) Partielle Ableitungen fiir (z1,23) # (0,0):

of x4 32ia?
ovy — (af+2})?
of —a321
R
Partielle Ableitungen in (0,0):
9 0,0 = tim eV SO0
0z x1—0 z1
A g0 = i 1022 SO0 _,
8.’]’)2 ro—0 D)
(b) Zur Stetigkeit der Partiellen Ableitungen:
of _ _9f
%(0,$2) = 0#£1= . (0,0) (z2#0)
af _=2/nt _of
0—332(1/7%1/”) - 4/n4 - _1/2#0_ 8—332(070)

34. Es gelten die Bezeichnungen von Aufgabe 33.

(a) Existiert die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung e := —(1,1)?

Sl

(b) Zeige, daB f in (0,0) nicht differenzierbar ist.

- 301 -



Prof. Dr. H.-J. Reinhardt

Losung:

(a) Diese Richtungsableitung existiert, denn es gilt

jney 1 ()

hllell — Rllell h2— 2y/2°
denn ||e|| = ||e||, = 1. Damit folgt

P
3ef(0’0) B Ilz—>0 hlle] — 2v2°

h#0,

Analysis, Arbeitsmaterialien

(b) Wir nehmen an, daB f in (0,0) differenzierbar ist. Wegen f(0,0) = 0 gilt dann

f(h) = (grad f(0),h) + r(h)

. r(h)
lim —~
h—0 ||h|l

Aufgrund von grad f(0,0) = (1,0) (siche Aufgabe 33) ist aber

1

1

R———

h3
r(h) = f(h) — (grad f(0),h) = FEV
mit h = (hq, h2). Setze nun h* = (hq,hy). Dann gilt
. r(h*) . hy 1
Im —~=1lm - ———— = ——
h*—0 ”h*H h1i—0 2 H(hlahl)H 2

und wir erhalten einen Widerspruch.

(L, Dl

Einfacherer Beweis: Wire f in (0, 0) differenzierbar, so miifte fiir alle Richtungen

u € IR? gelten
0
SLJ(0) = (grad f(0),w).

35. Berechne die Gradienten der folgenden Funktionen:

f:R*—RR, flzy,23) = af —3aia3
g:R* —— 1R, g(z1,22) = €™ cosmg+In(l+ad) .
Losung:
(a)
d 2 2
a—xlf(acl,xg) = 3a7 — 3z;
0
%f(mlax2) = —b6z1z9
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= grad f(z1,22) = (3 (mf — x%),—lexg).

v — 7
axlg(:vl,wg) €™ cos a9

2%2
1+ .L%

—g(z1,22) = —€e"'sinazy+

8:62

2%2
= d s = Z1 , — T1 g )
grad g(zq1,z2) <e cos g, —e"l sin x4 + T+ 2
36. Die stetige Funktion f:IR™ — IR sei differenzierbar.

Die Niveaulinien sind

Lw::{a:E]Rn

f(:v):w}, welR .
Sei ¢ : [a,b] — TR™ ein differenzierbarer Weg mit Bi(y¢) C N, fiir ein w € R.
Zeige:
< (grad f)(e(1)), ¢(1) >= 0, 1€ (a,b).
(Der Gradient steht senkrecht auf den Niveaulinien!)
Losung:
Betrachte die Funktion

hi=(fop):la,b] 31— f(p(l) € R.

Dann gilt fiir alle ¢ € [a, b]:

WO = (£ 2)(1) = J(g(t) = w

€Ny

und damit ist A diffbar in (@,b) mit Ableitung

W(t)=0 Vi€ (a,b).
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Andererseits gilt fiir die Ableitung von h nach der Kettenregel:

K(1) = Df(e(t)) o Dep(t) =< grad f((1)), ¢(t) >

und somit die Behauptung.
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Ubungen (10)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Lésungen

37. (a) Sind Z™,Q",R™ \Q" offen bzw. abgeschlossen in IR"™?
(b) Eine abgeschlossene Teilmenge M von IR™ heifit diskret, wenn gilt:
Vee M3r>0: K(z,r)N M = {a}.

Zeige: Ist M diskret und beschriankt, so ist M eine endliche Menge.

(IR™ sei stets mit der euklidischen Metrik versehen!).

Losung:

(a)

e 77" ist nicht offen, da IR™\ ZZ™ nicht abgeschlossen ist.

Betrachte, umn dies einzusehen, z.B. die Folge
1

R"\Z" > <;,,%> —0eZ™.
e 77" ist abgeschlossen in IR", da IR™\ ZZ" offen in IR™ ist.

Sei ¢ = (21,...,2,) € R"\ ZZ" mit

e = w4 (2 = [2])
= z+r, z €, r, e R\Z,ie1,...,n.

(Dabei ist [-] die GauB-Klammer.)

Dann liegt z = (z1,...,2,) € Z" und z in dem Wiirfel mit den Ecken

z+e,i=1,...,n, wobei e;,¢ = 1,...,n, die kanonischen Einheitsvektoren

sind. Da nun z € R™\ ZZ" ist, gilt (eg = 0):

ro:= min ||z —(z+¢)|| > 0.
k23

1=0,...,

Dann gilt fiir alle y € K. (z,70/2) und alle 2 € {z + ¢;[i = 0,...,n}:
ro < [lo = 2| <l = yll + [ly = 2| < ro/2 4+ |ly = ]
= ly—Z[ >ro/2>0

= K””(a:,ro/Q) C IRn\(Qn
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e )" ist nicht abgeschlossen in IR™.

Um dies einzusehen, betrachtet man z.B. die Folge
£
@50:=3 = e fa.
fiir » = 1 oder allgemeiner
Q"3 (g, q) = (e,...,e) e R"\Q" ({ = 0).
(Vgl. dazu auch Analysis I, 7.3 und Aufgabe 36(b).)
Wenn Q" nicht abgeschlossen ist, kann IR™ \ Q" aber auch nicht offen sein.

e R™\@Q" ist aber auch nicht abgeschlossen in IR", da z.B.
2 2
R™"\Q" > (\7/;,,\7/;) —-0eQ.

Also ist @™ nicht offen in R".

(b) Angenommen M ist nicht endlich. Dann existiert eine Folge {2}, C M mit

Tpy1 €4z, =1,...,n}Vn € IN. Da M abgeschlossen und beschrinkt ist, ist M
als Teilmenge des IR™ auch kompakt. Es existiert also eine konvergente Teilfolge

{2n}en, N C IN mit Grenzwert € M. Dann muB aber gelten:
Vr>0:3IN e IN':¥n' > N': ||z — || < ryop # 2,

was im Widerspruch zur Voraussetzung ,, M ist diskret* steht, da in jeder Um-

gebung von z noch ein Element z,, € M,z # x liegt.

M muf also endlich sein.

38. Sei X normierter Raum und sei f : [a,b] x X — IR™ stetig ([a, b] x X ist metrischer
Raum bzgl. d((1,2), (s, u)) = [t = 5| + o = u][x).

Zeige: Die Abbildung
b
g: X >z »——>/ f(t,z)dt € R™

ist stetig.
Losung:
Wir betrachten zunéchst ein festes x € X. Da f stetig ist, ist auch die Funktion
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h:la,b]>t— f(t,z) € R"

stetig und damit integrierbar. Die Definition von ¢ ist also sinnvoll.

Sei zg € X, und ¢ > 0 sei beliebig vorgegeben. Fiir ein beliebiges tg € [a,b] folgt dann

aus der Stetigkeit von f:

36 = é(e, to,z0) > 0V(t,2) € [a,b] X X :

. d((t,z), (o, o)) < & = || f(t,2) = f(to, o)l mn < m

Mit diesen 6(1g) = 6(c,tg, z0) erhalten wir eine offene Uberdeckung des kompakten
Intervalls [a,b] mit Kugeln Kjyy)/2(to),lo € [a,b], aus der sich eine endliche offene

Uberdeckung des Intervalls auswihlen 158t mit

a8 = [ Ky palty) N [0, 65 = 6(17).

i=1

Wahlen wir nun
0(e,a0) := .1111111 {6;/2},
7=1,...,n

dann hingt dieses § := 6(e, zo) nur von ¢ und zg ab, und es gilt fiir alle 2 € X mit

|z — 20||y < ¢ und fiir alle ¢ € [a, b]:

1£(t,2) = f(t,ao)]x < ﬁ

denn zu jedem t € [a,b] existiert ein ¢;,5 € {1,...,n} mit |t — ;] < §;/2, und somit

gilt:

(L, 2) = f(L,20)llx

IN

1 (@) = F(L5,20)llx + [[f(tj; 20) = f(T,20)l x

£

2.
S 30—

(b-a)
Die zweite Ungleichung folgt aus der Stetigkeit von f (Gleichung (*) mit ¢; statt ¢y)
und gilt, da
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é(z0)
2

5.
d((t; @), (4 w0)) = [t = L] + [Jo = wollx < 5 + < §;

und
d((t;,w0),(t,w0)) = |t; =1 < 6;/2 < §;.

Damit erhalten wir nun

b b
lo@) = gCeollwr = | [ ft2)dt— [ 5(t,a0) d
a a R
b
= |/ fe) - s
a R”
b
Satz18.16
< 5w = Ft o) g
b
< - dt
- (b—a) /
und somit die Stetigkeit von ¢ in xq.
39. Sei f:R?* — IR gegeben durch f(z,y) := (|x|y2)1/2.
(a) Zeige: fist in (0,0) differenzierbar.
(b) Ist fin (0,1) und (1,0) differenzierbar?
(c) Man gebe eine Folge ((¢y, ¥n))neN an mit
Ty Yo >0, ne€N, limz, =limy, =0, lim .a—f(xn,yn) # .a—f(0,0) .

Losung:

Die hier betrachtete Funktion liefert ein Beispiel fiir eine Funktion, die an der Stelle
(0,0) differenzierbar ist (vgl. (a)), deren partielle Ableitung nach z an dieser Stelle

aber nicht stetig ist (vgl. (c¢)). Es liegt auch keine globale Differenzierbarkeit vor (vgl.

(b))-
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Nz

N

NN\
N
W
\y

10

(a) Um zu zeigen, daB f in (0,0) differenzierbar ist, muf man die Beziehung

F(z,y) = £(0,0) + (grad £(0,0), (x,y)) + r(z,y)
mit
r(z,y)
) (00) (@ 9l

nachweisen. Betrachtet man die Differenzenquotienten zur Berechnung der par-

tiellen Ableitungen in (0,0), so sieht man sofort, daf gilt

grad f(0,0) = (0,0).

Also miissen wir zeigen, daf}

i @y o f@y)
(@v)~(00) [[(z, 9] (@v)~(00) [[(z,)]]
ist. Es gilt
fay) (laly?)'”
(2, 9)ll, (22 4 y2)1/?
|£U|1/2

W —0, ((z,y) — 0).
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(b) Wir betrachten die Differenzenquotienten. Fiir z > 0 gilt

[z, )= f(0,1) _ e _ 1

=—=— — ooz —0),

und

Sy - f(1,0) |yl )+ fiir y > 0

Yy Yy -1 fiir y < 0.
Also ist f in beiden Punkten nicht partiell differenzierbar und damit auch nicht

total differenzierbar.

(c) Setze (zn,yn) 1= (n%, %) Dann gilt

i 1 -
lim ——f(z,9,) = lim ~—"
A, 5/ (EneYn) nEEOQ(L_L)m
n? n?
| af
= —#0=—-=—(0,0
3 #0= 50,0

40. Berechnen Sie simtliche partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2 von f(z,y) = z¥

und diskutieren Sie deren Stetigkeit.

Losung:

Es gilt fiir z € IR,z > 0 und beliebige y € R
2 fay) =y

%f(x,y) = Inz-2Y,

5.2 () = yly— 12

0? 2y

Wf(r,y) = (Inz)"?,

82 82 y—1 y—1

Diese partiellen Ableitungen existieren und sind im angegebenen Definitionsbereich

stetig.
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Ubungen (11)
zur Vorlesung ,,Analysis IT ¢

mit Lésungen

41. Sei X ein Banachraum, A C X abgeschlossen. Sei T': A — A expandierend, d. h. es
gibt ¢ > 1 mit

[T(x) =Tyl Zz qllz —9ll, =,y€A.

Sei B :=T(A) abgeschlossen. Zeige die Aquivalenz der folgenden Bedingungen:

(a) T hat einen Fixpunkt, d. h. es gibt z € A mit T'(z) = =.

(b) N THA)#0 (T :=T, T" =T oT").
nelN

(c) Es gibt eine Folge (2, )nen in A mit 1i7£n |zrn, — T(xn)|| = 0.
Losung:

(a)=(b): Sei © € A Fixpunkt von T, dann gilt z € T"(A)Vn € IN und damit die
Behauptung.

(b)=-(c): Aus T expandierend folgt offensichtlich 7" injektiv und damit 7' : A — T'(A)
bijektiv.
Sei . € NT"(A) => 2 € T"(A)Yn € N = Jz, € A mit 2 = T"(z,,).
Damit folgt

T 2,) = T N 2p41) <= T(T" 'a,) = T(T "2py1) = T N 2,) = T (2ny1),
da T injektiv ist. Durch sukzessive Anwendung dieses Arguments folgt
Tp =Ttpp & T 'z, = Tpt1-

Aus der letzten Aquivalenz und der Expansionseigenschaft folgt

|Zns1 = Topga|
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_ 1
= [T lwn —z,]| < ;Hmn — T,

_ 1
HT lxn—l - xn—lH S q_2Hwn—1 - Txn—lH

1
c < — e = T,
q
also
1
|znt1 — Tant]] < q—nH,Ll —Tay|| = 0 (n — o),
da ¢ > 1.

(c)=(a): Wir zeigen, daB {z, } eine Cauchy-Folge ist:
Es gilt:

IN

1
20 — @ml] | Tzn = Tl
q
1
q
und diese Abschitzung liefert

< S(lIT2n = @nll 4 |l2n = 2wl + [[2m = T2

)

2 = @

)— 0 (n,m — c0).

1
< q_—l(HTacn —znl| + ||2m — Tam

Da X ein Banachraum ist, konvergiert die Cauchy-Folge {z,}, . gegen ein

Flement z € X.

Aus der Ungleichung
|2 = Tan|| < [lo = 2nll + |#m = Temll = 0 (m — o0)

und der Abgeschlossenheit von T'(A) folgt « € T(A).

Wir kénnen daher ||[T~'z — z|| betrachten und die Expansionseigenschaft aus-

nutzen und erhalten

[l
< T2 =T anl| + 1T 2 — ol + [Jon — 2
1 1
< Gle=aalt Clen = Taal + flon =2 = 0 (n = o).

Damit gilt T7'2 = 2 <= =z = T=x. z ist also ein Fixpunkt von 7.
42. Sei f:IR?® — TR stetig differenzierbar. In einem Punkt 2° € R? gelte:
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gi sei eine lokale Auflosung der Gleichung f(z1,x2,23) = f(2°) nach z;, i = 1,2,3.

Zeige:

dg dg dg
a—x;(wgvxg) ' a—xz(w?vxg) ' a—xj(w(l)vxg) = _17

wobei 2% = (29, 29, 29) ist.
Losung:

g1 ist eine lokale Auflésung der Gleichung
f(mla L2,y IB) = f(xo)a
d.h. fiir alle z = (21,22, 23) in einer Umgebung von z° = (29, 29, 2Y) gilt
[(g1(22,23),22,23) = f(ﬂfo)-
Differentiation dieser Gleichung nach x5 ergibt nach der Kettenregel
0
Jor (9122, 23), 2, 33) - 5 —91(22,83) + [ (91(22, 23), 72, 5) = 0.

Wegen g1 (z9,29) = 2¥ und f,, (2°) # 0 ergibt sich

. 40
%!]1 (xg, mg) =— {”: E:vo))'

Vollig analog beweist man die Beziehungen

0 0 .0 xsxo
( )_f()

Ly,T3

%92 - - fzg(m0)7
0 _ fa(a%)
8—90193 (x(l)awg) = _fxa(xO)'

Multipliziert man nun alle drei Gleichungen miteinander, so ergibt sich gerade
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991 (0 oy 9927 0 0\ 993( 0 o
nt-23 22 .28 —
g (9527 w3> Dis (5517 953) o (wp 552)

43. Man zeige, daf die Gleichung
y2+$z—}—z2—e“—1:0

in einer Umgebung von (z,y, z) := (0,—1, 1) eindeutig nach z durch eine Abbildung ¢
auflésbar ist und berechne die Taylorentwicklung von ¢ im Punkt (0,—1) bis zu den

Gliedern 2. Ordnung.
Losung:

Wir setzen
Flz,y,2) =y + a2+ 2> — e — 1.

Dann ist die Funktion F beliebig oft stetig differenzierbar mit den partiellen Ablei-

tungen (bis zur Ordnung 2):

_ Tz
Foz,y,2) = z—ze™”,
Fy(z,y,2) = 2y,

F.(x,y,z) = x4+ 22— xe™,
F _ 2 xrz

zz\Ty Y, 2 = —ze,

Es gilt dariiber hinaus:

F(0,-1,1)=0
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und
F,(0,-1,1)=2.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren dann aber eine Umgebung U C
IR? von (0, —1) und eine Umgebung V C TR von 1 und eine beliebig oft stetig diffbare

Funktion g : U — V mit den Eigenschaften:
g(0,-1)=1und F(z,y,9(z,y))=0 VY (z,y) € U.

Fiir die partiellen Ableitungen (bis zur Ordnung 2) erhilt man die Beziehungen:

7]

%(F(ivyvg(%y))) = F;+ F.g.,

0

%(F(x,y,g(x,y))) = Fy + Fzgya

82
W(F(xvyvg(xvy))) = P+ szgx + {sz + Fzzgx}gx + Fzgxxv
62

0zdy

82
a—w(F(w,y,g(w,y))) = Fyy+ Fpgy +{Fy + Foogy}gy + Frogyy.

(F($7y7g(m7y))) = Fyx + Fyzgx + {sz + Fzzga:}gy + Fzgyxa

Dabei ist als Argument der partiellen Ableitungen von F jeweils (z,y, g(z,y)) und als

Argument der partiellen Ableitungen von ¢ jeweils (z,y) mit (z,y) € U zu setzen.

Die linken Seiten der Gleichungen sind aber nun jeweils gleich Null, da F(z,y, g(z,v))
in ganz U verschwindet, und damit erhilt man durch Einsetzen von (z,y) = (0, —1)
(unter Beriicksichtigung von g(0,—1) = 1) und Auflésen der Gleichungen nach den

partiellen Ableitungen von g die Werte dieser partiellen Ableitungen im Punkt (0, —1).

Es ist:
FI(Oa_lal) = 07
Fy((),—l,l) = =2,
FZ(O,—l,l) = 2,
FM(O,—l,l) = -1,
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und somit
g:(0,—-1) = 0,
9,0, =1) = 1,
9z2(0,-1) = 1/2,
9y=(0,-1) = 0,
gyy(0,—1) = =2

Fiir das Taylor-Polynom zweiten Grades von g im Punkte (0, —1) erhalten wir also:

‘P‘Z,g,(O,—l)(wvy)
= 14 (2= 0)-04(y—(-1))-1
F5{e =02 1724 20— 0)(y— (1)) 0+ (v - (-1)- (-2)}

= 1+(y+1)+1/4-2> = (y+1)%

Die folgende Abbildung erhilt man, indem man f(z,y) = F(z,y, Py 4 0,-1)(2,y)) und
die Nullebene darstellt. Dabei faft man das Taylor—Polynom von g als Niherung fiir

g auf. Man sieht, daf f in einer Umgebung der Stelle (0, —1) nahezu Null ist.
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Man zeige:

(a) Durch ||A||pat wird eine Matrizennorm erklirt ( ||A||nat heiBt die durch ||.|| indu-

zierte natdrliche Matrizennorm).
(b) Fiir jede invertierbare Matrix A gilt

sup (|| Azl | [l2]] = 1)

cond (A) := || Al|nat |47 |Inat = - :
inf (||| | o]l = 1)

Losung:

Es gilt (siehe Teil (b)):

1Al

nat

= sup [|Aal.
llzl|=1
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Da ||| und A stetige Abbildungen sind, ist auch ¢(z) := ||Az|| eine stetige Abbildung

und als solche auf kompakten Teilmengen beschrinkt. Damit ist

0 < [|A]|,,qr = sup [|Az| < cc.

z||=1

nat

Fir die Abbildung ||-||,,,, gilt (z # 0):

I49)
st = B < (sup B = -
Yy

Diese Ungleichung gilt natiirlich auch fiir = 0.

Wenn wir also zeigen kénnen, daB ||-||, ., eine Matrizennorm definiert, dann ist diese

eine mit ||-|| vertrigliche Matrizennorm.

(a) i. Definitheit:

A
A=0= Ve e X dr=0= Al =sup ool -
8 Tl

=0 = VoeX:|Az|| <A, )z =0= YoeX: Az =0

[[All

nat
= A=0.

ii. Homogenitéat:

@A)l _ oAz _

oAl =sup ————— = 7_04-1472&
iii. Dreiecksungleichung;:
[(A+ B)z| [Az|l + || Bz
HA -I_ BHnat = sup S su S HAHnat -I_ HBHnat
T#£0 [||] T#0 ]

(b) Sei A eine invertierbare Matrix. Dann ist auf Grund der Injektivitit mit @ # 0
auch Az # 0. Wir zeigen zunéchst:
(A7) (e LAYIY
sup ———— = | inf ——== .
w40 |7 v |yl
Sei zuniichst 2 € R,z # 0 beliebig und y = A~'x also Ay = x. Dann gilt:

1Ayl _ = _ 1 1
C|A || ATl & [|A=" 2|
o 1Ay 1
- v Iyl T sup A=)
S/
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und
Ja=e] _ gyl _ 1
[l || Ayl| M ~inf |Ay'|]
[yl yi#0 v ||
|A= ]
= sup ; < Ay
z'£0 [|2"]] inf |||
y'#£0
Also gilt:

a LA ( L001)°
P 7 - 1,n /
w0 [|l2]] v#0 ||y

Wir zeigen nun, daf

|| Az’ ,
= sup ||Ax
S e e, 4]
und
A’ _ . )
inf ||Az'].
d20 ol =t 4]

Es gilt auf Grund der Homogenitdt der Norm und der Linearitit von A fiir

z € R"™ mit z # 0:

[l =] &4
A !
=  sup [l < sup ||Am’||

w20 1] 7 o=t
und fiir z € R™ mit ||z|| =1

!
| Az|| = HA(L) H _ lAsl] g 1A
2] Izl = w0 Il

!
= HA:C/H < sup HAaf H
& '||— 2] -

< sup HAac'H

ll=']|=1

und somit die Gleichheit

Az'
N L |
220 127 =1

Analog zeigt man die Gleichheit fiir die Infima.

Nach dem oben Bewiesenen folgt dann aber auch sofort

[A]l gy = sup {[[Az]l[[[«]| = 1}

nat

und
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1
nat  inf {||Az|||||z]| = 1}

|4~

und damit die Behauptung iiber die Darstellung der Konditionszahl cond(A).
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Abbildung, 2, 30

identische, 5, 60

inverse, 146

kontrahierende, 142

lineare, 77
abgeschlossen, 97, 101-103, 110
Abgeschlossene Hiille, 101
Ableitung, 57, 58, 92, 128, 132

Fréchet, 141

hohere, 65

partielle, 125, 126, 133
Ableitung k-ter Ordnung, 65
absolut konvergent, 40-42
Absolutbetrag, 95
Abstandsfunktion, 95
abzahlbar unendlich, 7, 8
Addition, 11, 12, 15, 27
Aquivalenzklasse, 10-12, 14
Aquivalenzrelation, 10, 14
affin, 130
Algebraische Verkniipfungen, 47
analytisch, 94
Anfangspunkt, 112
Anfangswert, 143
Anfangswertaufgabe, 143, 151
Anordnung, 11, 15
Anordnungsaxiom, 22
archimedisch angeordnet, 18
Assorziativgesetz, 1, 5, 11, 13, 15
Auflosbarkeit, 149, 151

Banachraum, 107, 109

Basis, 45
bedingt konvergent, 43
Beriithrungspunkt, 68
beschrankt, 21, 31, 35, 38, 52, 74, 104, 105,
110

nach oben, 20

nach unten, 21

total, 104
Betrag, 19, 28
Betragsfunktion, 19, 23, 28, 47, 49
Beweisverfahren, indirektes, 1
Bijektion, 7, 8, 43
bijektiv, 4, 18, 118
Bild, 3
Bildbereich, 2
Binomialkoeffizient, 24, 25
Binomischer Lehrsatz, 26
Bisektionsverfahren, 51
Brennpunkte, 113
Bruch, 14

systematischer, 46

Cartesisches Produkt, 2
Cauchy—-Folge, 35, 103
Cauchy—Kriterium
fiir gleichm. Konvergenz, 87
fiir Reihen, 89
Cauchy—Produkt, 44, 93
Cauchysches Konvergenzkriterium, 35, 39
Cosinus, 69
Cosinus hyperbolicus, 54

Cosinus—Funktion, 69
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Cotangens hyperbolicus, 54
Cotangens—Funktion, 70

Definitheit, 19, 29, 95, 106
Definitionsbereich, 2
Dezimalbruch, 45

Dezimalzahlen, 46

Diffeomorphismus
Cl-, 146, 148
C"—, 146

Differentialoperator, 138
Differentialquotient, 58
Differentiation, gliedweise, 91
Differentiationsregeln, 131
differenzierbar, 58-61, 63-66, 68, 81, 119, 124,
129

partiell, 124, 125, 129

total, 127, 129

vollstandig, 127-129
Differenzierbarkeit, vollstandige, 128
Diskriminante, 152
Distanzfunktion, 101
Distributivgesetz, 2, 11, 13, 15
divergent, 31, 32, 37, 38, 41, 67
Dreiecksungleichung, 19, 29, 95, 106
Dualzahlen, 46
Durchmesser, 104

Durchschnitt, 1

Einheit, imaginére, 27
Einheitsvektor, 112
Einselement, 14, 22, 27
Element

inverses, 13
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neutrales, 13
Ellipse, 113, 115, 120, 136
Endpunkt, 112
Entwicklungspunkt, 66, 67, 91, 92
Euklidischer Algorithmus, 85
Eulersche Zahl, 34
Exponentenbereich, 46
Exponentialfunktion, 42, 44,47, 49, 53-55, 61,
65, 66
Funktionalgleichung der, 44
Extremum, 152, 153
lokales, 63, 67, 151, 154, 155, 159, 160
mit Nebenbedingung, 153
Exzentrizitit, lineare, 113, 114

Faktorisierung in Primzahlen, 9
Fakultat, 9
Fehlerabschatzung, 41, 42
Feinheit, 80
Feinheitsmaf, 80
Fibonacci—Zahlen, 30, 33
Fixpunkt, 141-143
Flacheninhalt, 72
Folge, 30

beschrankte, 30, 31, 36

Glieder der, 30

konstante, 30
folgenkompakt, 103
folgenstetig, 100
Fundamentalsatz der Algebra, 85
Funktion, 2

- 129

Ck-, 126

gerade, 69
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gleichmiBig stetige, 53

identische, 47, 49

integrierbare, 78

konstante, 47, 49

partielle, 125

periodische, 71

rationale, 84

Signum-, 47

stetige, 49

ungerade, 69
Funktionalmatrix, 130, 146, 157

Adjungierte der, 158

Funktionen, trigonometrische, 69

g-adische Entwicklung, 45, 46
g—adische Ziffern, 45
Ganghohe, 113

Ganze Zahlen, 10

Gaufsche Klammer, 47
Gebiet, 134

Genauigkeit, 46

gleichgradig stetig, 105, 106
Gleichheit, 1

gleichméfig konvergent, 88-91
gleichmafig stetig, 52, 53, 104
Gleitkommazahl, 46

Gradient, 127, 134

Graph, 2, 57, 82, 123

Grenze
obere, 21
untere, 21

Grenzwert, 31, 48

Gruppe, symmetrische, 8
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Héaufungspunkt, 57-61
Haufungswert, 36, 37
Héldersche Ungleichung, 109
Halbwertzeit, 55
Hauptsatz, 82, 135, 143
Hessematrix, 140, 152, 160
Hexadezimalzahlen, 46
Hintereinanderausfithrung, 5, 47
Homogenitat, 19, 29, 106
Homomorphismus, 17, 18, 23
bijektiver, 18
Hyperbel, 114, 115
Hyperbelfunktionen, 54
Hyperebene, 123

Imaginérteil, 28

implizit definiert, 149

indefinit, 152

Induktion, vollstandige, 6

Induktionsbehauptung, 6

Induktionsverankerung, 6

Induktionsvoraussetzung, 6

Infimum, 21, 22

injektiv, 4, 15

Integral, 73, 76, 120
oberes, 75
unbestimmtes, 82
unteres, 75
vollstandiges elliptisches, 121

Integralbegriff
Lebesguescher, 78
Riemannscher, 76

Integralgleichung, 143

Integrand, 76
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Integration, gliedweise, 90
Integrationsvariable, 76
integrierbar, 76-78, 90, 135
Intervall, 19, 23

abgeschlossenes, 19

halboffenes, 19

offenes, 19
Intervallschachtelungsverfahren, 51
Inverses, 16, 22, 27

invertierbar, 145

Jacobimatrix, 130

Jordan—Kurve, 118, 119

Jordan-Weg, 112, 113, 118-120
geschlossener, 112

rektifizierbarer, 118

Kegel positiver Elemente, 16

Kettenregel, 60, 131, 146

Koeffizienten, 85, 91, 92

Koeffizientenvergleich, 85

Kérper, 12, 15, 17, 20, 27, 28
angeordneter, 16, 18, 20
archimedisch angeordneter, 18, 23
der rationalen Zahlen, 12
der rellen Zahlen, 22

Kommutativgesetz, 2, 11, 13, 15

kompakt, 102-104, 110, 118
relativ, 104-106

Komplement, 1

Komponente, 129

Komposition, 47

konstant, 130

Kontraktion, 142
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konvergent, 31-33, 35, 36, 38, 67
Konvergenz, 92, 100
absolute, 44
gleichmafige, 87, 108
punktweise, 87, 107
Konvergenzradius, 91, 92
konvex, 136, 160
Koordinatenabbildung, 112
Koordinatenfunktion, 116, 119
Krimmung, 121
Krimmungsradius, 121
Kreis, 115, 136
Kugel, 97, 136
abgeschlossene, 97
offene, 97
Kugeln, 109
Kurve, 112
Kurvenldnge, 119

Lange, 116

Lagrange-Funktion, 154, 158
Lagrange—Multiplikator, 155, 157, 159
Lagrangesche Darstellung, 66
Lagrangesche Multiplikatorenregel, 156
Lebesgue, 78

Leibniz—Kriterium, 40-42

Limes, 31, 89, 124

Limes inferior, 37

Limes superior, 37

linear, 130

linear unabhéngig, 157
Lipschitzkonstante, 142
Lipschitzstetig, 142

Logarithmus, 56
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Funktionalgleichung des, 56 Nabla—Operator, 127
natiirlicher, 55 Natiirliche Zahlen, 5
Nebenbedingung, 154, 156

Majorante, 89, 90 negativ definit, 152
Majoranten—Kriterium, 40 negativ semidefinit, 152
Mantissenstellenzahl, 46 Negatives, 12, 16, 22
Matrix, 130, 145 neutrales Element der Addition, 11, 15

adjungierte, 156, 157 neutrales Element der Multiplikation, 11, 15

Inverse einer, 146 Newton—Verfahren, 62

symmetrische, 152 Norm, 106, 107

transponierte, 156 Normen, dquivalente, 109
Matrizennorm, 136, 145 normiert, 106

vertragliche, 136, 137, 145 Nullelement, 14, 22, 27
Maximum, 52, 152 Nullfolge, 31-33, 108

lokales, 62, 63, 68, 151, 160 Nullfunktion, 73
Menge, 1 Nullstelle, 51

offene, 97 Numerische Integration, 81

unendliche, 7
Metrik, 95, 96, 98, 105, 106
diskrete, 96

obere Grenze, 76

Oberintegral, 75

offen, 97, 98, 102

Offener Kern, 101

Oktalzahlen, 46
Optimierungsaufgabe, 153, 155, 159

Metriken, dquivalente, 97, 98
Minimum, 52, 152

lokales, 62, 63, 68, 151, 154, 155, 160
Minkowskische Ungleichung, 109

orthogonal, 111
Mittelpunktregel, 81

Mittelwertsatz, 134, 135, 137 Parabel, 115
der Differentialrechnung, 63 Parallelogrammidentitit, 111
der Integralrechnung, 79 parametrisieren, 154
erweiterter, 64 Partialbruchzerlegung, 85
monoton fallend, 34, 50 Partialsumme, 38, 39
monoton wachsend, 34, 38, 50 Partielle Integration, 83
Multiindex, 138 Peano—Axiome, 5
Multiplikation, 11, 12, 15, 27 Periode, 71
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Permutation, 24
Picard—Lindeloff, 145
Polarkoordinaten, 114, 147
Polygonzug, 115

Lange des —s, 115
Polynom, 27, 48, 51, 60, 85
Populationsmodell, 64

verbessertes, 65

von Volterra-Lotka, 144
positiv definit, 152
positiv semidefinit, 152
Potenzmenge, 2, 8
Potenzreihe, 91, 92
Potenzsumme, 32
Primzahl, 9, 14
Produkt, 25
Projektion, kanonische, 125
Punkt, stationédrer, 152, 154, 156, 158

Quadratsummennorm, 137
Quadratwurzel, 24
Quantoren, 4

Quotientenkriterium, 41, 42, 69

Rationale Zahlen, 2

Raum
euklidischer, 111
Hausdorffscher, 98, 102
metrischer, 95-98, 103
normierter, 106
separierter, 98
topologischer, 97-99, 102
vollstdndiger metrischer, 105

Realteil, 28
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Rechteck, 136
Rechteckregel, 81
Reelle Zahlen, 22
Reflexivitat, 10

Regel von de I’Hospital, 68
regulédr, 157-160
Reihe, 38

alternierende, 40
alternierende harmonische, 40
Funktionen—Reihe, 88
geometrische, 34, 39, 88
harmonische, 39

konvergente, 90

rektifizierbar, 116-120

relativ kompakt, 104-106
Rest, 89
Restglied, 66, 138

Integraldarstellung, 140
Integralform, 84, 138
Lagrange—Darstellung, 138, 140

Restgliedabschéatzung, 66, 139
Richtungsableitung, 133, 134

Riemann-Integral, 76, 135

Riemann—integrierbar, 76, 77, 135

Ring

kommutativer, 12

Sandwich—Theorem, 33

Satz

iber die inverse Abbildung, 145
iiber implizite Funktionen, 148
Banachscher Fixpunktsatz, 141
Fermatsches Kriterium, 151

Identitatssatz fiir Potenzreihen, 93
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Kontraktionssatz, 141 Steigung, 57

MWS fiir reellw. Funktionen, 134 stetig, 49-52, 55, 59, 60, 63, 64, 99-101, 118,
MWS fiir vektorw. Funktionen, 137 126

Umordnungssatz, 44 gleichgradig, 105, 106
Vertauschungssatz, 89 stetig differenzierbar, 65-67, 83

von Archimedes, 23 streng monoton, 118

von Arzela-Ascoli, 105 streng monoton fallend, 34, 50, 71

von Bolzano—Weierstrass, 35 streng monoton wachsend, 34, 50, 51, 53, 55,
von Cauchy-Hadamard, 91 60, 71

von Dini, 108 Submultiplikativitat, 145

von H. A. Schwarz, 126, 140 Substitutionsregel, 83

von Pythagoras, 112 Summe, 25, 38, 89

von Rolle, 63 der Wege, 117
Riemannsche, 80, 81

Supremum, 21, 22, 24, 52
surjektiv, 4, 55

von Taylor, 138
Wohlordnungssatz, 6

Zwischenwertsatz, 51

Schranke, 21 Symmetrie, 10, 95

obere, 21 symmetrisch, 140

untere, 21, 22
Schraubenlinie, 113

Tangens, 145
Tangens hyperbolicus, 54

Schrittweite, 81 Tangens—Funktion, 70
Sehne, 57 Tangente, 57
senkrecht, 111 Tangentenebene, 159
Sinus, 69 Tangententrapezformel, 81
Sinus hyperbolicus, 54 Taylor—Formel, 138-140
Sinus—Funktion, 69 Taylor—Polynom, 66, 139, 140
Skalarprodukt, euklidisches, 111 Taylor—Reihe, 67
Spaltensumme, maximale, 137 Taylorentwicklung, 84
Spirale Taylorreihe, 93, 94
Archimedische, 115, 121 Entwicklung, 93
Logarithmische, 115 Taylorsche Formel, 66
Stiitzstelle, 80 Teilfolge, 34, 35
Stammfunktion, 81, 82 Teilmenge, 1
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Teleskopprodukt, 26 vollstandig, 103, 104, 107
Teleskopsumme, 26 Vollstandigkeitsaxiom, 22, 35

Tikhonov, Lemma von, 118

) Wabhrscheinlichkeit, 26
Topologie, 96, 97, 99, 100
Weg
erzeugte, 97

differenzierbarer, 136

feinere, 99
feinste. 99 stetig differenzierbarer, 144
einste,
< 99 Weglangenfunktion, 118, 119
grobere,
b 9 Weierstraflsches Majoratenkriterium, 89
grobste,

Winkel, 111
induzierte, 99, 102

total beschrankt, 103, 104

wohlbestimmt, 4

wohldefiniert, 4
Totalvariation, 116
wohlgeordnet, 7

Wurzel, 62
Waurzelkriterium, 41, 42

Transitivitat, 1, 10
Treppenfunktion, 72, 73, 76
Trichotomiegesetz, 11, 15
Zahl

Uberdeckung, 102 Eulersche, 34

Umgebung, 98
Umkehrabbildung, 5
Umkehrfunktion, 55, 56, 61, 71
Umordnung, 43, 44

konjugiert komplexe, 28
zusammengesetzte, 9

Zahlen

ganze, 10
unbedingt konvergent, 43

unendlich, 7

natiirliche, 5, 12
negative, 12
untere Grenze, 76 rationale, 12, 14
reelle, 22, 27

Zahlenfolge

Unterintegral, 75
Unterkérper, 17, 18

Urbild, 3 komplexe, 30

Variation, beschrankte, 116 reelle, 30

Vektorraum, 28, 77, 107, 108 Zahlenfolgen, komplexe, 38

Zeilensumme, maximale, 137

Zerlegung, 72, 73, 80, 115

Verbindungsstrecke, 136
Vereinigung, 1

. . squidistante, 81
Verfeinerung, gemeinsame, 72 aquidistante

Vertauschung von Grenzprozessen, 88
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