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Einleitung

Die sogenannte zentrierte Hardy-Littlewood Mazimalfunktion M f einer lokal integrier-
baren Funktion f ist definiert durch
(Mf)a)=swp = [ [fa =) dy.
r>0 | B(,7)| Jiy<r
Den Operator M nennt man Hardy-Littlewood Maximaloperator.

Der Beschrinktheit des Maximaloperators kommt z.B. bei der Untersuchung von
Approximationsprozessen eine grofe Bedeutung zu. Auch in anderen Bereichen der
Fourieranalysis sind Maximalungleichungen neben und besonders auch in Verbindung
mit Fourier-Multiplikatoren ein wichtiges Werkzeug.

Mit einem Uberdeckungsargument, das oft Vitali covering lemma genannt wird,
kann man zeigen, dass M eine schwache (1, 1)-Ungleichung erfiillt und somit den Raum
Li(R™) in den Raum w—L;(R™) abbildet. Da M sublinear und auf L., (R™) beschrankt
ist, folgt mit dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz die Beschrénktheit auf L,(R™)
fiir 1 < p < co. Bei dieser Vorgehensweise, die z.B. in Grafakos 5] beschrieben wird,

erhdlt man die Abschétzung

1M AL )] < 2( 2 ) 737 171Lp (R

Die Konstante wachst also hier exponentiell mit der Dimension n.

In dieser Arbeit wird mit anderen Argumenten gezeigt, dass es eine obere Schranke
fiir die Norm von M gibt, die von der Dimension unabhéngig ist. Auferdem wird
eine verallgemeinerte Maximalungleichung bewiesen, in der die Konstante dafiir noch
dimensionsabhéngig ist, allerdings nur linear in n wéchst. Entdeckt wurden diese Aus-

sagen von Stein und Stromberg [10].



1 Vorbetrachtungen

1.1 Topologische Gruppen, Mafie und Integrale

Definition 1.1.1. (i) Sei X eine nichtleere Menge und .7 eine System von Teil-
mengen von X. Dann nennt man (X,.7) (oder kurz X) einen topologischen

Raum, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

a

b

Ve
XeT
g CT=>UdeT

C

)
)
)
d) Al,Ag,...,AneﬂéﬁlAief (n € N)

)

(ii) 7 nennt man dann Topologie in X.

(iii) Die Mengen in .7 heifsen offene Mengen.

(iv) Eine Menge A € 7 heifst abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

(v) Fiir z € X nennt man eine offene Menge, die = enthélt, Umgebung von x.
(vi) Ist A C X, so nennt man

a) A°:= |J B das Innere der Menge A und

BET
BCA

b) A:= () B den Abschluss von A.

B abgeschl.
ACB

(vii) Ein Mengensystem & C .7 heifst Basis der Topologie .7, wenn sich jede Menge

aus .7 als Vereinigung beliebig vieler Mengen aus % darstellen lésst.

(viii) X heifst kompakt, wenn es fiir jede Familie (A4;);er mit A; € 7 fiir alle ¢ aus

einer beliebigen Indexmenge I und (J A; = X, eine endliche Teilmenge J C I
1€l
gibt, so dass X = |J A; ist.
ieJ



(ix) Sei (X,.7) ein weiterer topologischer Raum. Eine Abbildung f: X — X heift
stetig, wenn f~'(A) € 7 fiir alle A € 7.

Lemma 1.1.1. Sei X eine nichtleere Menge und % ein System von Teilmengen von
X. Weiter sei 7 die Menge aller Teilmengen von X, welche sich sich als Vereinigung
von Mengen aus % darstellen lassen. Es gilt: T ist genau dann eine Topologie in X,

wenn
(i) es furU, Ve Bundx c UNV ein W € B gibt, so dassx € W CUNV und
(i) X =UA.

Dies bedeutet, dass es zu jedem ,,geeigneten’ Mengensystem 9B von Teilmengen von X

eine Topologie T gibt, deren Basis A ist.
Beweis. Siehe Dunford und Schwartz 3, S. 11]. O

Definition 1.1.2. Seien (X1, 77) und (X2, 92) topologische Rédume. Die Produkttopo-
logie F1 x Z5 ist die Topologie in X x X2 mit der Basis {A; x Ay: Ay € 71, Az € P}
Den Raum (X x Xo, 71 X Z5) nennt man den Produktraum von X; und Xo.

Definition 1.1.3. (i) Ein topologischer Raum (X, .7) heift Hausdorff-Raum, wenn

a) Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen abgeschlossen sind und

b) es fiir je zwei verschiedene Punkte z und y aus X disjunkte Umgebungen

von x und y gibt.

(ii) Ist G eine nichtleere Menge und o eine zweistellige Operation auf G, so nennt

man (G, o) Gruppe, wenn

a) esein I € G gibt, so dass [oT =70 =7 fiir alle 7 € G,
b) es fiir jedes 7 € G ein 77! € G gibt, sodass To7 ! =77lo7 =T und
c) (poo)oT =po(oor) fir alle p,o,7 € G gilt.
Fir 7 € G und A C G definieren wir 7o A := {r00: 0 € A} (und analog AoT).
(iii) Eine Gruppe G heiftt topologische Gruppe, wenn

a) G ein Hausdorff-Raum ist und

b) die Abbildung f: G x G — G mit f(o,7) = o o 77! stetig ist.

(iv) Eine topologische Gruppe heifit kompakte Gruppe, wenn sie kompakt ist.



Definition 1.1.4. (i) Sei X eine nichtleere Menge. Man nennt das Mengensystem

(iii)

(iv)

7 von Teilmengen von X o-Algebra, wenn die drei Bedingungen

a) X € o
b) Aco/ = X\Ae o
C) A Ay, ... e d = UAZEM

=1

gelten.

Dann nennt man (X, .o7) messbarer Raum.

Ist (X,.7) ein topologischer Raum, so nennt man die von den offenen Mengen

erzeugte o-Algebra & := N & die o-Algebra der Borelmengen von X
o c—Algebra
TCoA
und die Elemente von 4 Borelmengen.

Die Borelmengen des R™ bezeichnen wir mit A"

Fiir einen messbaren Raum (X, /) heifst eine Mengenfunktion p: &/ — [0, o]
Mayfs, falls sie die Eigenschaften

2) 1(0) =0
b) A, Ag, ... €A = M(@lAz) = iM(AZ)

7

hat. Ist & = £ die o-Algebra der Borelmengen, nennt man p Borelmafs.

Das Tripel (X, <7, 1) heifst Mafraum. Ist (X o i) ein weiterer Mafraum, so
bezeichnet p x i das Produktmafl auf (X x X, dod ). Eine genauere Definition
ist in Folland [4] ab Seite 64 gegeben.

Sei (X, o7, 1) ein Mafraum. Das Mal u heift vollstindig, wenn fiir jedes N € &
mit p(N) = 0 gilt, dass alle M C N in o liegen.

Satz 1.1.1. Fiir einen Mafraum (X, </, u) sei A = {N: u(N) = 0} und & =
{AUM: Ac o/, M C N, N¢c A}. Dann ist o eine o-Algebra und p lisst sich in
eindeutiger Weise zu einem vollstindigen Maf [i auf < fortsetzen. o heifit Vervoll-

standigung von o7 und i heiffit Vervollstindigung von pu.

Beweis. Der Satz wird in Folland [4] bewiesen. O

Definition 1.1.5. (i) Sei X ein topologischer Raum und seien ¢/ und p so, dass

(X, o, 1) ein Makraum ist. Dann nennt man p reguldres Mafl, wenn es fiir jedes



Ec o/ unde >0ein F € .o/ mit FC FE und ein G € & mit E C G° gibt, so
dass u(C) < ¢ fiir alle C € o mit C C G\ F.

(ii) Sei G eine kompakte Gruppe und # die o-Algebra der Borelmengen von G. Ein
reguldres Map auf (G, %) heikt Haar-Mafs, wenn pu(r o A) = p(A) = p(Aor)
fiir alle 7 € G und A € A.

Satz 1.1.2. Sei (G, 0) eine kompakte Gruppe und B die o-Algebra der Borelmengen.
Dann gibt es ein Haar-Maf auf (G, ). Sind p1 und py Haar-Mafle, so gibt es ein
c> 0, so dass p1 = cus.

Beweis. Ein Beweis ist bei Folland [4, S. 344] zu finden. O

Definition 1.1.6. Sei (X, &7, ) ein Mafraum. Wir bezeichnen das (Lebesgue- ) Integral
einer auf X definierten Funktion f {iber X beziiglich p mit [y fdu = [y f(z) du(z).

Eine genaue Definition des Lebesgue-Integrals findet man z.B. in Folland [4].

Beispiel 1.1.1. Das Lebesque-Mafl wird z.B. in Folland [4] eingefiihrt. Wir bezeichnen
die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen mit .2 und das Lebesgue-Maf einer
Menge A € £ mit |A|. Im Folgenden wird, wenn es um den R™ geht und nichts
anderes gesagt wird, immer die o-Algebra .Z und das Lebesguemaf |-| verwendet.
Das Integral einer messbaren Funktion f: R™ — C beziiglich des Lebesgue-Mafes

bezeichnen wir mit [p, f(x) dx.

Satz 1.1.3. (Satz von Fubini)

Es sei f: R"™™ — C messbar und es existiere eines der Integrale

h=[  ealday)

n=[ ([ 1fapid)d
n=[ ([ ienla)as

Dann existieren auch die jeweils anderen Integrale und sie stimmen alle tiberein. Au-

Berdem ist

/me flz,y)d(z,y) = /Rm< . f(z,y) d:c) dy = /Rn< - F(z,y) dy> de.

Die Formulierung dieses Satzes ist iibernommen aus Schmeifer [8].



Beispiel 1.1.2. Mit SO(n) bezeichnet man die Menge der Rotationen im R um den
Koordinatenursprung. Die Elemente von SO(n) sind also Abbildungen 7: R" — R",
die die Darstellung 7(x) = Tz haben, wobei € R™ und T eine orthogonale (n x n)-
Matrix mit Determinante 1 ist.

(SO(n),o) ist eine kompakte Gruppe, wobei o die Hintereinanderausfithrung von
Funktionen bezeichnet. Nach Satz 1.1.2 gibt es ein Haar-Mafs p auf SO(n). Man
——L~pu als normiertes Haar-Maf auf SO(n). Dieses
n(s0(m))
ist eindeutig bestimmt. Betrachtet man das Lebesgue-Integral beziiglich pp, so ergibt
sich fiir auf SO(n) definierte Funktionen f und o € SO(n)

bezeichnet nun das Mak pp =

| foonyduntn)= [ fr)dun(r).
SO(n) 50(n)

Die folgenden Betrachtungen iiber die Integration auf der Einheitssphire S™"~! im
R™ sind aus Folland [4] entnommen. Auch die hier weggelassenen Beweise sind dort
ab Seite 77 zu finden.

Wir konstruieren jetzt ein rotationsinvariantes Maf auf der Einheitssphire S7~! =
{z € R": |z| = 1}. Dazu benutzen wir die Bezeichnungen r = |z| und 2’ = |%| Die
Abbildung ®: R™\ {0} — (0,00) x S*~! mit ®(x) = (r,2’) ist bijektiv und stetig mit
dem Inversen ®~1(r,2') = r2’. Sei uu das Bildma® des Lebesgue-Mafes beziiglich ®,
definiert durch p(A4) = [®@~1(A)| fiir A € " p ist also ein MaR auf (0,00) x S?1.
Nun definieren wir ein MaR p = p, auf (0,00) durch p(A) = [, r"~!dr.

Satz 1.1.4. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Borel-Maf pgn—1 auf S™ !, so dass

W= p X pign-1. Fiir Borel-messbare integrierbare Funktionen f gilt

o f(z)dx —/0 /Sn_l f )t dpgn-1 (2 dt. (1.1.1)

Definition 1.1.7. Vervollstindigt man die Borelmengen der Einheitskugel, so er-
hilt man nach Satz 1.1.1 eine o-Algebra, die wir mit Zgn—1 bezeichnen und deren
Elemente die Lebesque-messbaren Mengen auf der Einheitskugel genannt werden. Die
(eindeutig bestimmte) Fortsetzung von pign—1 auf Zgn-1 heillt Lebesgue-Mafl auf der

Einheitssphdre und wird ebenfalls mit pgn-1 bezeichnet.

Bemerkung. Die Gleichung (1.1.1) gilt dann auch fiir Lebesgue-messbare Funktionen

auf der Einheitskugel.

Bemerkung. jgn-1 ist rotationsinvariant, das heift fiir 7 € SO(n) und A € Lgn—1



gilt pgn-1(7(A)) = pgn-1(A). Dies hat zur Folge, dass fiir messbare f: 5" ! — C

[ $0@) duss@ = [ f(a)dusns(o)
Snfl

Sn—1

gilt.
Jedoch ist ein Maf auf S"~! durch die Rotationsinvarianz allein nicht eindeutig
bestimmt. Genauer gilt fiir zwei rotationsinvariante Mafe p und v auf S”~! nimlich

= cv fiir ein ¢ > 0.

1.2 Die Raume L,(R") und w — L,(R")
Wir definieren das wesentliche Supremum

esssup|f(x)| :=inf{ sup |f(z)|: N CR",|N|=0}
TcRn? z€R"\N

fiir messbare Funktionen f auf R™. Wir werden oft auch einfach sup schreiben, wenn

aus dem Kontext klar ist, dass das wesentliche Supremum genommen werden muss.

Definition 1.2.1. Es sei 1 < p < oco. Dann definieren wir fiir messbare Funktionen
fR*—=C

1
0 IA1L,@) = ([ 1f@Pdr)”.
R”
1
(i) [[flw = Lp(R™)[| := iggtl{w e R": [f(z)| > t}7,
(i) [[f|Loo(R™)|| := esssup|f (z)].
z€R™
(iv) Lp(R™) :={f: f messbar und ||f|L,(R")|| < oo},
(v) w— Lp(R™) := {f: f messbar und || flw — L,(R")|| < oo},
(Vi) w — Loo(R"™) := Loo(R™) := {f: f messbar und || f|Loo(R")|| < c0}.
Dabei betrachten wir zwei Funktionen als gleich, wenn sie fast iberall iibereinstimmen.

Satz 1.2.1. Sei 1 < p < o0 und ;1) + I% =1, bzw. p' = oo falls p = 1. Dann gilt fir
alle f € L,(R™) und g € Ly (R™) die Hélder’sche Ungleichung

gl La (R[] < [F1Lp(R™)[[llg| Ly (R™)]]



AufSerdem gilt fir alle f € L,(R"™) und g € L,(R"™) die Minkowski’sche Ungleichung
1+ glLp(R)[| < (| FILp(R™)[] + [lg| Lp(R™)]-

Definition 1.2.2. Es seien 1 < p, ¢ < co. Ein Operator T': L,(R") — Z(R") heifst

(i) schwach (p,q), falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle f € L,(R")
1T f|w — Le(R™)|| < ¢l fILp(R™)|
gilt und
(ii) stark (p,q), falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle f € L,(R")

ITFILg(R)| < el fILp(R™)]

gilt.

1.3 Der Interpolationssatz von Marcinkiewicz

Definition 1.3.1. Sei .Z(R") die Menge aller Lebesgue-messbaren, komplexwertigen
Funktionen auf R™. Ein Operator T: Z(R") — Z(R") heifst sublinear, wenn

T (fo+ fu)(@)| < T fo(x)| + [T fi(x)|
fir alle fo, f1 € Z(R™) und
I TAf) (@) = AT f ()]

fir alle A € C und f € Z(R") gilt.

Satz 1.3.1. Essei 1 <py <p < p; < oo und es sei T: Ly, (R") + L, (R") — Z(R")
sublinear. Erfillt T die Ungleichungen

1T flw = Lpg (R®)[| < Aol f | Lpo (R")
fir alle f € L, (R") und

1T flw = Lp, (R®)[| < Ax[|f|Lp, (R

10



fir alle f € Ly, (R™), dann ist T stark (p,p), und es gilt

1 1

P1 Po

| 1=
D=

1 T-1T TI_T
HTf’Lp(R”)H < 2<p _ppo + plp_p>PA0P0 P1 Alpo P1 Hf|Lp(Rn)H

Einen Beweis findet man in Grafakos [5, S. 32].

1.4 Der Hardy-Littlewood Maximaloperator und ein

sMaximalfaltungsoperator*

Wir bezeichnen mit L°°(R") die Menge aller messbaren Funktionen, fiir die

[ 1@ o

fiir alle kompakten Mengen K C R™ endlich ist. Mit B(x,r) wird die offene Kugel um
x € R” mit dem Radius r > 0 bezeichnet.

Definition 1.4.1. Sei f € L°°(R"). Dann nennt man die Funktion

1
= _ — d

zentrierte Hardy-Littlewood Maximalfunktion von f. Der Operator M heilst Hardy-

Littlewood Maximaloperator.
Bemerkung. M ist sublinear und es gilt | M f|Loo(R™)|| < ||.f|Loo(R™)]].
Satz 1.4.1. Es gilt
(i) {x e R™: (M f)(x) > a}| < 3% | fIL1(R™)]|| fir alle o > 0 und f € Li(R")
(i) ML, RY)]| < 2(;21) 735 | /1L,(RY)]| fiir 1 < p < o0 und f € Ly(R™).
Beweis. Einen Beweis kann man in Grafakos [5, S. 80| nachlesen. O

Definition 1.4.2. Es seien f, g: R” — C messbar und es existiere [p,, f(z—¥)g(y) dy
fiir fast alle x € R™. Dann heifst

(fxg)(z) = - flz—y)g(y)dy

Faltung von f und g.

11



Satz 1.4.2. Sei ®: R" — (0,00) stetig, integrierbar, und es gelte ®(x) > ®(y) falls
lz| <ly|. Auferdem sei ¢p: R™ — C eine messbare Funktion mit |¢| < ®. Wir nennen
® dann radial fallende, integrierbare Majorante von ¢, und es gilt fir alle f € L,(R™)
(1<p<o0)

sup|(f * ¢) (z)] < || L1(RT)[(M f)(=)

wobei ¢y = tin‘b(i)

Dieser Satz findet sich als Corollary 2.1.12. in Grafakos [5, S. 84].

1.5 Die Fouriertransformation

Die Definitionen und Sétze in diesem Abschnitt sind entnommen aus Grafakos |5,
S. 94-105].

Sei f: R™ — C. Die m-te partielle Ableitung von f nach der j-ten Variable be-
zeichnen wir mit D7 f. Fiir einen Multiindex o = (au,...,an) € N bezeichnen
wir mit D*f die Ableitung D' --- D% f der Ordnung |a| := a1 + -+ + a,. Fir
r=(x1,...,2,) € R" ist 2% := 27 - 20",

C>*°(R™) sei die Menge aller komplexwertigen Funktionen auf R™, die beliebig oft
stetig differenzierbar sind, d.h. alle Ableitungen D®f existieren und sind stetig auf

R™.
Definition 1.5.1. Eine Funktion f € C°°(R™) nennt man Schwartzfunktion, wenn

fiir alle Multiindizes o, 8 € Nij gilt

Pap(f) = Sup 2D f(x)] < o0.
TER™

Die Menge aller Schwartzfunktionen nennen wir S(R"™).
Fiir j € N seien f;, f € S(R™). Dann konvergiert die Folge (f;); in S(R™) gegen f,
wenn fiir alle Multiindizes o, 8 € N gilt:

pap(f = fj) = 0 fiir j — oo.

Lemma 1.5.1. Fine Funktion f € C*°(R") ist genau dann in S(R™), wenn es fiir
alle o € N und alle N € N eine Konstante Co N > 0 gibt, so dass

Ca,N

|D*f(x)] < W

12



Lemma 1.5.2. Fir 1 <p < oo liegt S(R™) dicht in L,(R™).
Definition 1.5.2. Fir f € L;(R") heift F'f mit

(Ff)&) = | fla)e @8 dz, ¢eR",
Rn

n

die Fouriertransformierte von f. Dabei ist (x,&) = Y ;& fir x = (z1,...,2,) und
i=1

5 = (gla"'vgn)'

Satz 1.5.1. F ist eine lineare stetige Bijektion von S(R™) auf S(R™). Die Inverse
Abbildung F~' ist gegeben durch

(FN@) = (FA(-2) = | JE©Sde, xR

Satz 1.5.2. (Satz von Plancherel)
Fir f,g € S(R™) gilt

| @@= [ st ds

und damit
[FfIL2(R")[| = [|f|L2(R™)]].

Wegen dieses Satzes, und weil S(R™) dicht in Lo(R™) liegt, konnen wir F stetig
fortsetzen auf Lo(R™). Man kann auch zeigen, dass dann F': Ly(R™) — Lo(R™) bijektiv
ist. Der Satz gilt dann auch fiir f, g € La(R™).

Nun kénnen wir F' auch auf L,(R™) mit 1 < p < 2 definieren.

Definition 1.5.3. Sei 1 <p <2 und f € L,(R"). Dann setzen wir
Ff:=Ffi+Ff,

wobei f = fi1 + fo mit fi € L1(R™) und fy € La(R™). Die Definition ist unabhéngig
von der Wahl von f; und f.

Satz 1.5.3. Fir f,g € S(R™) gelten die folgenden Aussagen.
(i) F(f( =)&) = e (Ff)(E)

(i) F(f(t:) = &% Ff(3) firt>0
(iif) F(D*f)(€) = (2mi&)*Ff(€) fir a € Ng
(iv) F(f*g) = (Ff)(Fg)

13



2 Verhalten der Maximalfunktion in

Abhangigkeit von der Dimension

2.1 Eine dimensionsabhangige Maximalungleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Maximaloperator, der anstatt mit Kugeln
mit allgemeineren Mengen arbeitet. Diese Verallgemeinerung ist moéglich, da fiir den
Beweis nicht unbedingt erforderlich ist, dass das Integrationsgebiet eine Kugel ist.

Wir schreiben A := {za: a € A} fiir die Multiplikation eines Punktes z € R™ mit
einer Menge A C R".

Definition 2.1.1. Sei B C R" offen, beschrankt und radial, d.h. es lasst sich schreiben
als B={t0: 0 <t < p(0), 6 € S* 1}, wobei S"! = {x € R": |z| = 1} die Oberfliiche
der Einheitskugel im R™ und p: S"! — (0,00) eine beschrinkte Funktion ist. Fiir
f € LY°(R™) nennt man

M =su )| dy, x € R",
(M5 1)) = swp o | (1= )l dy

die Hardy-Littlewood Maximalfunktion von f.

Bemerkung. Die Menge B kann zum Beispiel eine Kugel oder ein Wiirfel sein. Im
Fall von Wiirfeln wird also das Supremum {iber alle Wiirfel mit einer festen Orien-
tierung gebildet. Im Unterschied hierzu wird in Kapitel 3 auch eine Maximalfunktion
betrachtet, bei der das Supremum tiber alle beliebig verdrehten Wiirfel mit x im Mit-
telpunkt gebildet wird.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benétigt man eine Abschétzung der L,-Norm

der eindimensionalen linksseitigen Maximalfunktion von f € L,(R), gegeben durch

(L f)w) = sup s [ 1]

r>0 T

Diese wird in den folgenden beiden Lemmas besprochen, die manchmal Riesz’s Rising

14



Sun Lemma [7] genannt werden. Eine Uberseztung von Riesz’ Argumentation ins
Englische findet man bei Hardy, Littlewood und Pélya [6, S. 291-295].

Lemma 2.1.1. Es sei g: R — R stetig. Wir betrachten die Menge
E={zecR: Esgibt einy <z mit g(y) < g(z)}.

Dann ezistieren hochstens abzihlbar viele paarweise disjunkte Intervalle (a;, b;) so dass

o0
E = U (a;,b;) ist. Falls a; > —o0 und b; < 0o, so gilt
i=1

g(a;) = g(b;).

Beweis. Da g stetig ist, ist E offen. Dann muss E eine hichstens abzéhlbare Verei-
nigung disjunkter offener Intervalle (a;, b;) sein.

Wir miissen nur Funktionen g betrachten, bei denen wir ein ¢+ € N auswahlen
kénnen, so dass (a;,b;) beschrankt ist. Ein solches ¢ halten wir fest und betrachten
l:= zigﬁgg(w) fiir ein € > 0 mit a; < b; — . Da ein x mit a; < x < b; — ¢ in F liegt,
ist | < g(x) auf (a;,b; — €. Fiir x < a; gilt, da a; ¢ F, dass g(z) > g(a;). Daraus folgt,
dass das Infimum bei a; angenommen wird und somit g(a;) < g(b;). Weil b; ¢ E, gilt
aber auch g(a;) > g(b;). O

Lemma 2.1.2. FEs gilt fir alle o > 0

() [z € R: Myf(z) > a}| = ;/ )] dt,

My f>a

(i) |MLALR)| < ELIIL @), 1< p< oo

Beweis. (i) Sei E :={z € R: M f(z) > a}. Es gilt

T

Mpf(z) >a< 3r >0: i/ |f()] dt >

r—r

= 3r>0: /Ox|f(t)|dt > ar+/0x_r|f(t)\dt

= 3r>0: /Om|f(t)]dt—xoz > /H|f(t)ydt— (z —r)a

0
< 3Jr >0:g(x) > glx —r)

mit g(z) := [;|f(t)] dt — ze. Da g stetig ist, konnen wir nun Lemma 2.1.1 anwenden
o0

und erhalten E = |J (a;, b;). Wir miissen nur den Fall untersuchen, in dem das Maf
i=1
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von E endlich ist, weswegen auch alle a; und b; endlich sind, und es gilt g(a;) = g(b;)
fiir alle ¢ € R. Setzt man nun die Definition von g ein, ldsst sich diese Gleichung

umschreiben als:

g(ai) = g(b @/ !dt—ala—/ f(£)| dt — b

a(b; — ar) = / I o) dr.

Nun folgt
Bl = (b —ai) = 2/ ()] de
i=1
= — t)|dt.
> Lol
(ii) folgt aus (i) durch Interpolation mit Satz 1.3.1. O

Satz 2.1.1. Firl <p < oo und f € L,(R"™) gilt

M fILp(RT)]| <7

p(RY)]-

Beweis. Fiir @ € S" ! und f € L,(R") nennen wir M?f, gegeben durch

(M?)(2) := sup 71 f (@ —to) et de

x € R
"0 Jotrtdt ’

die Mazimalfunktion in Richtung 0.
Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber (siche Satz 1.1.4) und erhalten fiir x € R"

/ |f(z—y Idy—/Sn 1/ 0) [t dt dpugn—1(0)

rp(0) n—1 rp(6
—t)|t" L dt r(®)
rp(9)
gn—1 S 0

(0)
<r" /Sn_l (Mgf(m) /Op ’ 1 dt) dpgn-1(0).

Dabei ist pgn—1 das sphérische Lebesguemafs aus Definition 1.1.7.
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Daraus folgt

Mpf(z) = su / ()] dy < — (M?f(a) / p(e)tnldt)d ()
=S n—1 .
B T>Igr”\B| Y=T1B[ S ) Hs
(2.1.1)
Aus der Abschétzung

JoIf(x— )¢t dt
sup = nsup
r>0 for tn=ldt >0 T

()

und Lemma 2.1.1 (ii) gewinnt man
p
1M AL (RD]] < no = 1L (R (2.1.2)

Mit den Ungleichungen (2.1.1) und (2.1.2) folgt

n b n 1 p(@) n—1
|Mp L, RD)]| < n—L | FIL, (R - / / 71 dt dpgn-1 (0)
p—1 |B| Jgn—1 Jo

= n- T IR

2.2 Die spharische Maximalfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir die L,-Beschrénktheit des nachfolgend definierten
sphérischen Maximaloperators beweisen. Diese wurde erstmals 1976 von Stein [9]
bewiesen. Die folgende Beweisfithrung ist Grafakos [5, S. 390-395] entnommen und

stammt von J.-L. Rubio de Francia [2].

Definition 2.2.1. Es sei f € L,(R"™). Wir nennen

(A" f) () = sup —

t>0 Wn—1

/ £ — 10) dyisn-1(6)
S’nfl

sphiérische Mazimalfunktion. Dabei bezeichnet p1gn—1 das Lebesguemaf auf S"~! (sieche
Definition 1.1.7) und wy,—1 = prgn-1(S™71).

Definition 2.2.2. Sei pgn—1 das Lebesguemaf auf der Einheitssphire S*~1. Die Fou-
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riertransformation des Mafles pgn-1 ist definiert durch

(Frg)(©) = [ e dpgus(0),

Lemma 2.2.1. FEs gibt eine Konstante C,, so dass

Ch
n—1"°
2

[(Fpgn-1)(@)] < ———=—
(1+1¢])

Beweis. Der Beweis arbeitet mit der Besselfunktion Ji, die z.B. bei Grafakos [5, S.

A-6] definiert wird und soll hier nicht im Detail vorgefiihrt werden. Man benutzt

(Finse)(€) = 1oz (2

und das asymptotische Verhalten von Ji () fiir £ — 0 und & — oo. Die Beweise findet
man bei Grafakos |5, S. A-9-A-12]. O

Lemma 2.2.2. (Aufgabe 5.5.2 in Grafakos [5, S. 396])
Sei m € Loo(R™) mit ||m|Lo(R™)|| = A und suppm C {£ € R": R < |{] < 2R} fiir
ein R > 0. Wir definteren

@nta= ([ mern@r )’
fiir f € La(R™). Dann gilt

|G f|L2(R")]| < Ay/log 2[| f|L2(R™)[].

Bemerkung. Da die Fouriertransformation Lo(R™) bijektiv auf sich selbst abbildet
und m kompakten Tréger hat, ist G fiir alle f € Ly(R"™) korrekt definiert.

Beweis. Unter Verwendung des Satzes von Plancherel (Satz 1.5.2), des Satzes von
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Fubini (Satz 1.1.3) und der gegebenen Eigenschaften von m erhalten wir:

- / OO m(t)Ff(¢ Ws%

2R/|s\ p
S R GLIGIE
" IR/

<a(f /I&Il | D)z

< A%log 2| f|L2(R™)|%.
Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Wir definieren A f := wyp_1 (4" f), da die Multiplikation mit einer Konstanten bei
unseren Betrachtungen keine Rolle spielt. Den Operator .# formulieren wir nun fiir
f e SR™) um zu

(A £)(@) = supl P~ (m(t)F 1) z)

mit m(£) = (Fpgn-1)(&)-

Um diese Gleichheit zu beweisen, benutzen wir die Eigenschaft (i) aus Satz 1.5.3:

F Y (Fugna(t)Ff)(z) = /S . F (e 2O P £) (x) dpugn—1(0)
_ /S F(x — 10) djgn-1(6).

n—1

Definition 2.2.3. Sei g € C§°(R"™) mit ¢(§) = 1 fiir [£] < 1 und ¢o(§) = 0 fiir
€| > 2. Die Folge (p;)52¢ mit ¢;(§) = ©00(279€) — o(2177€) fiir 5 > 1 nennt man
dyadische Zerlequng der Eins.

Fiir die folgende Argumentation fixieren wir eine dyadische Zerlegung der Eins und
nennen sie (¢;)52,. Wir werden nun fiir den Rest des Abschnittes Fgn—1 mit m

bezeichnen. Wir zerlegen m in die Anteile m; := ¢;m und definieren

(At f) () == sup|F~ (my(t-) F f) ()] (2.2.1)

t>0
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fir f € L1(R™) + Lo(R™). Weil ) ¢; =1 ist, gilt
i=0

m(€) =Y m;(&),
=0

und daraus folgt .
MY M.
=0
Lemma 2.2.3. Es gibt eine Konstante Cy, p,, so dass fir alle f € L,(R"), 1 <p <2,
qilt:
[ A0 f|Lp(R")|| < Cpn

| FILp(RY)][.

Beweis. Wegen mg € C§°(R") ist F~1mg € S(R"), was insbesondere bedeutet, dass
F~!mq eine radial fallende, integrierbare Majorante besitzt. Damit sind die Voraus-
setzungen fiir Satz 1.4.2 erfiillt und wir kénnen mit den Eigenschaft (ii) und (iv) aus
Satz 1.5.3 rechnen:

igg}F_l(mo(t')Ff) ()| = igg\ (f * (F~'mo)e) (z)| < Cu(M f) ().

Wegen der Beschrénktheit des Maximaloperators (Satz 1.4.1(ii) oder Satz 2.1.1 mit
B = {x: |z| < 1}) folgt daraus

[ A f|Lp(R™)|| < Cpnll fILp(R™)]]

fir 1 <p<2. O

o0

Um diese Ungleichung auch fiir ) .#;f zu erhalten, werden wir nun zeigen, dass
j=1

die .#; fiir j > 1 auf solche Weise L,-beschrankt sind, dass die Schranken schnell

genug in j fallen, damit die Reihe konvergiert. Dazu wird in den folgenden Lemmas

zunachst die Lo- und die schwache Li-Beschranktheit gezeigt.

Lemma 2.2.4. Es ¢ibt eine Konstante C, so dass fiir jedes j > 1 die Abschitzung
|45 f | La(R™)|| < €202 f| Lo (R™)]|

fiir alle f € La(R™) gilt.
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Beweis. Wir definieren fiir j > 1

o= ([ s Cf)

wobei (A;f)(z) = F~(m;(t-)Ff)(z). Weiter definieren wir

Zékd’”ﬂ S Vm©), E= (€ k)

0= ([ 1 Cf)

mit (A;f)(x) = F~1(m;(t) Ff) ().
Es gilt

und

M) @) / e2rited D13 0) e e
Rn

dt dt
_ / B8 (16 T (1)) F £ (€) dE

n

= F‘l(r%j(t-)Ff) (z)
= Avj,tf($)'

Da j > 1 ist, gilt lin%) Ajsf =0, und wir kénnen schreiben:
! d(A;sf) () ds
2 b}
(Ajef) (@) =2 / (Aj,sf)@)s“;)
0 S S
t ~ ds
=92 ; (Aj’sf)($)(Aj7Sf) () 5
Daraus erhalten wir die Abschétzung

(e D@F <2 [ (A @I ) @]

fir alle f € Lo(R™).

Nun bilden wir das Supremum iiber alle £ > 0 und integrieren iiber R". So erhalten
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wir mit zweimaliger Anwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

1L <2 [ [ D) @) @) S da

<[ ([ I(Aj,sf)(x)IQis)%( [ @R L)
=2 [ (CN@)(E )@ do
< 201G /1L (R G| Lo (B

Mit Hilfe der Ungleichung aus Lemma 2.2.1 und unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass die Triger von m; und m; in {€: 2771 < [¢] < 2771} enthalten sind, erhélt man
|mj|Loo (R™)|| < 279" und |mj| Lo (R™)|| < 2/(1="3") Nun kénnen wir Lemma

2.2.2 anwenden. Es ergeben sich die Abschétzungen

|G, fIL2(R™)]| < 2797 \/log 2| | Lo (R™)

und

IG5 | La(R™)|| < 200-"3)\/log 2|| f| Lo (R™)||

Damit haben wir die Ungleichung
;| Lo (R™)[|* < (210g 2)27 7" | f| Lo (R™)||?

und das Lemma mit C' = /2log 2 bewiesen. O

Lemma 2.2.5. FEs gibt eine Konstante C,, so dass fir jedes j > 1 die Abschdtzung
15 flw = Li(R™)|| < Cu2?[| f1 L1 (R™) |
fiir alle f € L1(R™) gilt.

Beweis. Wie in Lemma 2.2.3 kénnen wir .#; fiir f € Li(R") schreiben als

(#4£) () = sup| F ™ (m; (1) f) ()] = sup| (™ mj)e * £) ()

t>0

)

wobei wieder (F~1m;):(¢) = t%(Fflm])(%) ist.

Die Idee des Beweises ist, Satz 1.4.2 anzuwenden, um die Abschitzung

Mif < CrZ M f
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zu gewinnen. Mit der schwachen (1, 1)-Ungleichung von M aus Satz 1.4.1 (i) ist das
Lemma dann bewiesen.

Dafiir miissen wir eine radial fallende, integrierbare Majorante von F~'m; finden,
deren L;-Norm ein konstantes Vielfaches von 2/ ist. Deshalb wollen wir nun zeigen,

dass es ein Ny > n und eine Konstante C,, > 0 gibt, so dass

_ Cn2’
| my) (@) < G e

Mit p(€) == ¢o(&) — wo(2€) ist ¢; = ¢(277-). Da ¢ € S(R") und somit auch
F~1lp € S(R") ist, gibt es fiir jedes N € N ein Cy > 0, so dass

|(F~Imy) ()] = / i, (€)mi(s) de]
|| @i dcdngaw)
Z/S (F_lsoj)(w—y)dusnfl(y))
J

1 2 (F 1) (27 (z — ) d,usn—l(y)‘

2Jm
<C : diten—1(y).
< N/Sn1 AT 2z — g~ s 1(y)

Wir zerlegen das letzte Integral, indem wir S”~! zerlegen. Fiir x € R” sei
So1:=5""n{yeR": Y-y <1}

und
S, =8"In{yeR": 2" <z —y <27} (reNp).

Fiir die weitere Rechnung benétigen wir folgende Uberlegung. Wir bezeichnen mit
B(z, R) die offene Kugel mit Radius R > 0 und Mittelpunkt z € R"™. Dann gibt es

eine Konstante ¢, so dass gilt

fhgn—1 (5’"—1 NB(z,R)) < cnRML.
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Nun schéitzen wir |(F~'m;)(z)| weiter ab:

2im
C . ditgn—

J . oo )
2m N
_CNT:ZI/ST (1—1—2]|$—y|)N le’Sn—l(y)_FCNTzzl/r (1—|—23‘$—y’)N dﬂsu—l(y)

J
SCJ/VT”'[Z frsn—1(Sr )XB 05 + Z frgn—1( XB(02T 7+2)( )]

orN orN
r=— r=j+1

. cn2(r—j+1)(n—1)XB(0 5) (z) 0 ch(T*jJrl)(n*l)XB(O gr-i+2) ()
<COh2 J[Z o + > By ]
r=—1 r=j+1

<Cnpn |:2jXB(0,5) (z) + 20N Z 2(n1N)S><B(o,2s+2)(95)]

. 1
<Chn |:2]XB(0,5) (z) + (1+|55DN_"+1]
_ CRrn2

Wiahlt man nun z.B. N = 2n, so erhilt man die bendtigte Abschéitzung. O

Satz 2.2.1. Firn >3 und p > ;%5 ist

22" F1Lp(R™) || < A p | f1Lp(R™)]|-

Bemerkung. Der Satz gilt auch fir n = 2 und p > 2. Dies wurde 1986 von J.

Bourgain [1| bewiesen, ist aber deutlich komplizierter und wird hier nicht benotigt.

Beweis. Wir haben in Lemma 2.2.4 die Ly-Beschranktheit von .#; mit der Konstan-
ten 2072)7 und in Lemma 2.2.5 fiir L; die Konstante 27 bewiesen. Da die Operatoren
M auf L1(R™)+ Lo(R™) definiert und sublinear sind, kénnen wir Satz 1.3.1 anwenden

und interpolieren. So bekommen wir die Ungleichung

| 1L, R <2 E 2 1-*\|er< o1l
= 2t fIL, (R

fir 1 < p <2und j > 1. Fiir j = 0 haben wir eine entsprechende Ungleichung auch

schon gezeigt.
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Nun kann man schreiben:

| F1Ly(R™)| < ZM/ FILy(RM)|| < cp(22 O ”J’)npr(w)u.

j=0 j=0

Da die Reihe fiir p > %5 konvergiert und n > 3 ist, haben wir jetzt die L,-
Beschréanktheit von ./// fir 25 < p < 2 gezeigt. Das Gleiche gilt dann fiir den
Operator A" f = - 1///f

Man sieht leicht, dass .#"™ genauso wie M beschrankt auf L. (R™) und sublinear
ist. Interpolieren wir zwischen Lo(R™) und Lo (R™), erhalten wir die Aussage des
Satzes. O

2.3 Die dimensionsunabhangige Maximalungleichung

Jetzt betrachten wir den Fall, dass B die offene Einheitskugel im R™ ist. Dann ver-

wenden wir die Bezeichnung M fiir Mp. Es ist nun also

(M) (z) = sup 1/ @ — 9)l dy,
r>0 T"Un ly|<r

wobei v, = [{z € R": |z| < 1}| (vgl. Definitionen 1.4.1 und 2.1.1). In diesem Ab-

schnitt wollen wir zeigen, dass es fiir die Norm des n-dimensionalen Hardy-Littlewood-

Operator M eine obere Schranke gibt, die nicht von n abhédngt. Dazu bendtigen wir
die sphdirische Mazimalfunktion im R¥. Spiter wird dann k < n gewihlt. Diese Argu-
mentation ist von Stein und Stromberg [10].

Wir definieren fiir f € L,(R*) und m > 0 die gewichtete Mazimalfunktion My.m,
durch

Syi<pl F (@ = 9)lly™ dy m+k
ly|< = sup m+k/ |f(.l“ - ?/)Hy’m dy,
r ly|<r

Mpym f(z) =
" r>0 fmgr\y’m dy >0 Wk—1

wobei wy,_1 = pigr—1(S*71) der Flicheninhalt der Einheitssphire im R¥ ist.

Lemma 2.3.1. Ist k > 3 und p > ﬁ s0 gibt es eine Konstante Ay, die nicht von
m abhdngt, so dass
1My f | Lp(RE) | < Al f 1L (RF) |

fiir alle f € L,(R¥) gilt.
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Beweis. Mit Polarkoordinaten (y = ty/, t = |y|, v/ € S¥~1) berechnen wir

/||< [f(@ = y)lly™ dy =/0 /Sk_l\f(x —ty )t dpgea (y') dt
Yy|Isr

m-+k

< (M*f) (@)wp1 /07“ tmTRL g = (//kf)(a:)wk_l; "y

fiir alle z € R™. Daraus folgt (Mymf)(z) < (#%f)(z). Mit Satz 2.2.1 folgt die
Behauptung. O

Jetzt gehen wir iiber zum R, n > 3 und zerlegen R” = R¥ x R**. Wir bezeichnen
die Elemente von R™ mit x = (x1,22) oder y = (y1,y2), wobei z1,y; € RF und
T2,y2 € R" . Die Gruppe der Drehungen um den Koordinatenursprung im R™ nennen
wir SO(n).

Definition 2.3.1. Fiir 7 € SO(n) und f € L,(R"), 1 < p < o0, definieren wir

S <ol f (@ = 71, 0) s [™ dy
M7 f)(z) := sup “2=
WD) r>0 ﬁy1|§r’yl|mdy1

9

wobel m =n — k.

Lemma 2.3.2. Firn > k > 3 und p > % gibt es ein Ay p, so dass fiir alle
f e Ly(R") gilt
MY | Lp(R™)[| < Appll f1Lp(R)].

Beweis. Essein >k >3, p> k—ﬁl, 7€ 80(n) und f € Ly(R™).

Wegen der Rotationsinvarianz des Lebesgue-Mafes gilt

/ng(T(x)) do = /ng(l‘) da

fiir integrierbare g: R™ — R. Mit

h(Z) 1= |sup ﬁy1|§r|f(z)|’y1|m dyl p

>0 ﬁy1‘§r|y1 ™ dyy

gilt deshalb

IMEALEDIP = [ (e = v, 0) do= [ h(r(o) - 7(3n,0)) da

n

= [ hor(e - n,0) o = |ML(F o DILEDIP,

26



wobei I die identische Abbildung auf R" ist. Da mit f € L,(R") auch f o7 € L,(R")
ist, miissen wir nur den Fall 7 = I betrachten.

Wir zerlegen x = (21, 22) mit z1 € R¥ und 2o € R"* um auf den k-dimensionalen
Fall zuriick zu kommen. Nun halten wir x5 fest und definieren die Funktion f, : RF —
C durch fy, (1) := f(21,22) fiir 21 € R*. Dann ist (M} f)(z1,22) = (Mgm f,) (1)

Wendet man nun Lemma 2.3.1 auf f,, an, erhdlt man

IMLAL @ = [ M Fr LR da
<A, [ MalLy®) P
= A} 1L (R™)|7,
und nach dem Ziehen der p-ten Wurzel ist das Lemma bewiesen. ]

Das folgende Lemma arbeitet mit dem in Beispiel 1.1.2 besprochenen normierten

Haar-Mafs pp auf der Gruppe SO(n) und dem Integral beziiglich pug.

Lemma 2.3.3. Seienn >k >3 und f € L,(R"), 1 < p < co. Dann gilt

1 T
sup /|y|9|f(:v—y)!dy§ / (MF 1)() dpasr (7).

r>0 T"Un 50(n)

Diese Abschétzung ist der wichtigste Punkt im Beweis der dimensionsunabhéngigen
Maximalungleichung. An dieser Stelle wird der Einfluss der Dimension n ausgeschaltet,
weil man von n zu k < n iibergeht. Dieses k kann auf einem festen Wert gehalten
werden, wihrend n beliebig groff wird. Da das Haar-Maf auf 1 normiert ist, spielt n

nun keine Rolle mehr.

Beweis. Fiir den Beweis des Lemmas benétigen wir die Formel

S f @)l dy _ Ssom) S <ol F (T (u1, ) |ly1 " dyr dpera (7)
f\yIST dy flyl\ér‘y”n_k dy

(2.3.1)

wobei wie oben 3 = (y1,y2) € R” mit y; € RF und yo € R*F.

Wir beweisen (2.3.1) in einem ersten Schritt fiir Monome der Form y* = yi'* - - - yo»
wobei a = (aq,...,ay) € N" ein Multiindex und y = (y1,...,yn) € R™ ist. Wir
zerlegen y = ty’ mit t = |y| und ¢’ € S~ L. Somit ist

o Qn
ya:(ty/)a:<t%) 1(ty7n> :t|a\y/a
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mit |a| = a1 + - - - + ay,. Fiir solche Monome lésst sich die linke Seite von (2.3.1) mit
Hilfe der Polarkoordinaten aus Satz 1.1.4 bzw. Bemerkung 1.1 und dem sphérischen

Lebesguemafs aus Definition 1.1.7 umformen:

951 dy [ delen - [ 1| (y)°)] dpagn1 (3)

n -1
flylér dy rWn—1n

wobei w1 = pgn—1(S""1) der Flicheninhalt der Einheitssphére ist.
Um die rechte Seite der Formel (2.3.1) auf &hnliche Weise umzuformen, zerlegen wir
y1 = t1y}, wobei t; = [y1| und ¢} € S¥~L. Dann zerfillt [r(y1,0)]" = [r(t1y],0)]" =

t‘lal [7(y7,0)]” und wir kénnen schreiben:

Jsowm Jir [7@1. 0] [lya|"~* dyy dpa ()
f|y1\§r‘y1|n_k dy

Iy R A o e | (701, 0)%  diage s () dpaia ()

rwi_in~1
Es bleibt also noch zu zeigen, dass
1 (AYe% / 1 / Q /
()| dpgn—1(y') = |[7(y1, 0)] 7| dpagr1 (1) dpera (7).
Wnp—1 Jgn—1 We—1 SO(n) J Sk—1

(2.3.2)

Betrachten wir nun die rechte Seite von (2.3.2). Wir benutzen eine Hilfsfunktion

h: SO(n) x ¥~ — S~ mit h(r,,) = 7(y},0) fiir 7 € SO(n) und | € S¥~ um die

beiden Integrale mit dem Satz von Fubini (siche [4] Seite 67) als ein Integral beziiglich
des Produktmafies zu schreiben.

Dann wenden wir den Transformationssatz an, so dass wir ein Integral beziiglich

des Bildmafes von h erhalten:

1

Wkg—1

/SO( ) /sm |[R(r,91)] | duge— (y1) dua (7)

1 N1 /
- L /S g [Pl > i) ) e
= [ I ) 0 h7 ).

Wi—1 Jgn-1

Da h(SO(n) x S¥=1) = §"~1 ergibt sich als Integrationsgebiet die Einheitssphére im
R™.

Jetzt zeigen wir, dass das MaR p* := (g X jugr—1)oh~! rotationsinvariant ist. Dazu
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sei A € Zgn-1 und o € SO(n). Dann macht man eine Umformung analog zu (2.3.3)
und erhalt (x4 ist die Indikatorfunktion der Menge A)

i o) = [ xedi = [ o (r04,0) dissior (67) duan ()
Sn—1 SO(n) J Sk—1

Wir fassen nun das ganze innere Integral als eine auf SO(n) definierte Funktion an der
Stelle 0! o 7 auf. Da diese Funktion beziiglich des Haar-Mafes (siche Beispiel 1.1.2)
integriert wird, kann o weggelassen werden und es ergibt sich p*(o(A4)) = p*(A).
Nach Bemerkung 1.1 ist also u* bis auf eine Konstante gleich prgn-1.

Weil pp auf 1 normiert ist gilt p*(S" ') = fSO(n) Jgu-1 dprgr—1 dppr = wi—y und
wklilu* = wnlq fgn-1. Nun ist Gleichung (2.3.2) bewiesen und damit auch
(2.3.1) fiir Monome.

Im zweiten Schritt iibertragen wir die Giiltigkeit von (2.3.1) auf beliebige Funktio-
nen f € L,(R™), 1 < p < oo. Dazu sei ein r > 0 und ein f € L,(R"™) vorgegeben.

Dann ist auch f € L,(B(0,7)). Wegen der Linearitét des Integrals gilt die Formel

somit ist

(2.3.1) nach dem ersten Schritt auch fiir Polynome. Da die Menge der Polynome auf
B(0,r) in L,(B(0,r)) dicht liegt (siehe [13, S. 33]) konnen wir eine Folge von Polyno-
men (p;)52; mit || f —pi|Ly(B(0,7))|| — 0 auswéhlen. Die Integrale in 2.3.1 lassen sich
mit diesem Grenzwert vertauschen und da r > 0 beliebig war gilt die Formel auch fiir
feLyR").

Setzt man in (2.3.1) jetzt f(x —y) fir f(y) ein, erhélt man

1 Jsom) S <ol F (@ = 7(y1,0)) [lya|"~* dyr dpr (1)
"Un ly|<r f|y1\§7"|y1| dyl

_/ f|yl‘§7“|f(x_T(yho))uyﬂn_k din J
S0 Sl =* i

wr (T)
< /S oy UE D) ()

mit m = n — k. Bildet man noch das Supremum {iber alle » > 0, ist das Lemma

bewiesen. O

Satz 2.3.1. Firl <p < oo gilt

M FILp(R)| < Ap[[ fILp(R™)]]

29



mit einer Konstanten Ay, die nicht von n abhdngt.

Beweis. Sei p mit 1 < p < oo vorgegeben. Ist n < -7 oder n < 2, gilt die Unglei-

chung wegen Satz 2.1.1. Wenn aber n > 3 und n > Z% zerlegen wir n = k + m, so
dass k die kleinste natiirliche Zahl grofer als z% und 2 ist. Dann folgt mit Lemma

2.3.3 und Lemma 2.3.2

S

31z, @) < | | oy HEDC) daera ()| Ly 8|
< [ TME L (B ()

< / Al F1Lp (R dpesa ()
S0(n)
= Al fIZ (R

Da k nur von p abhéngt, ist der Satz mit A, = Ay, bewiesen. O
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3 Vergleich mit anderen

Maximalfunktionen

Nun wollen wir Maximalfunktionen betrachten, bei denen das Supremum nicht iiber
eine zentrierte Kugel, sondern iiber beliebige Kugeln, zentrierte Wiirfel, oder unzen-
trierte Wiirfel gebildet wird. Diese werden wir mit M vergleichen und das Ergebnis aus
Satz 2.3.1 benutzen, um im Hinblick auf die Dimension moglichst giinstige Schranken

zu erhalten.

Definition 3.0.2. Wir definieren fiir f € LI°¢(R")

B Kugel

1
(i) (Myf)(z) = sup ] /\f(y)\ dy (unzentrierte Maximalfunktion),
B3z B

1
- (2r)m / |f(y)| dy (zentrierte Maximalfunktion mit Wiir-

r>0 (4T
7(Q(z,r))

feln einer festen ,Verdrehung* 7 € SO(n)),

1
(iii) (Mf)(z) = sup @ / |f(y)| dy (zentrierte Maximalfunktion mit be-
>0 r
T7€S0(n) T(Q(z,r))
liebig verdrehten Wiirfeln),
1
(iv) My f)(z) =  sup @ |f(y)| dy (unzentrierte Maximalfunktion
>0 r

7(Q(z,r))>x 7(Q(z,r))
mit Wiirfeln einer festen ,Verdrehung* 7 € SO(n)),

1
(v) (Muf)(z) = sup il /|f(y)| dy (unzentrierte Maximalfunktion mit belie-
Q Wiirfel
Q>z Q

bigen (auch verdrehten) Wiirfeln).

Dabei bezeichne Q(x,r) den Wiirfel [xy — r, 21 + 7] X -+ X [z, — 7,2 + 7] mit z =
(21,...,2y) € R" und r > 0. SO(n) ist die Menge aller Rotationen um den Nullpunkt

im R".
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Satz 3.0.2. Sei f € L,(R™) fir 1 < p < oo. Dann gibt es eine Konstante A,, so dass
die folgenden Abschdtzungen gelten.

(i) [|Mu|Lp(R™)|| < Ap2"|[ fILp(R™)]],
(i) [ M7ILp R < Ay (35) on L F1Lp (B
(it) [IMIZp(R")] < Ap(45")"0all 1Ly (R,
(iv) [IMEILpRY)| < Apnzon || £ Ly (R™)]],
(V) [IMulLp®R™)]| < Apns o f|Lp(R)]|-
Dabei bezeichnet vy, das Volumen der Einheitskugel im R™.

Beweis. (i) Sei x € R" und B eine Kugel, die = enthilt. Sei r der Radius von B. Um
die Menge B auf eine Kugel zu vergrofern, die z als Mittelpunkt hat, muss man den
doppelten Radius wihlen: B C B(z,2r). Es gilt

\ng /\f(y) dy < |B(|gjg}|2r)| |B(g;1, 2r)| /B(xz )lf(y)’ ST M)
J , 4T

Nun bildet man das Supremum {iber alle Kugeln B mit x € B und erhélt mit Satz
2.3.1 das Ergebnis.

(ii) Sei z € R™, 7 € SO(n) und r > 0. Nun miissen wir die kleinste Kugel finden,
die den Wiirfel 7(Q(z,r)) enthélt und ebenfalls = als Mittelpunkt hat. Unabhéngig

von 7 muss man also B(z, y/nr) wéhlen und erhélt

! | B(z, vnr)| 1

T(Q(z,r))

Supremumsbildung beziiglich » > 0 und L,-Normbildung liefert das Resultat.
(iii) Sei @ ein beliebig gedrehter Wiirfel mit z € Q. Sei r die halbe Kantenldnge
von . Nun kann man genauso wie in (ii) vorgehen und erhélt das gleiche Ergebnis.
(iv), (v) Wir gehen genauso vor, wie bei (i)—(iii), nur dass wir eine Kugel suchen
miissen, die einen nichtzentrierten Wiirfel enthélt. Der Radius 2¢/nr ist der kleinste

mogliche. O
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Bemerkung. Um die Beschrinktheit von M7 zu zeigen, kann man auch den Satz
2.1.1 anwenden, da ein Wiirfel die dort geforderten Voraussetzungen erfillt. Dann

erhalt man
p

IMTAILp RO < no—

[LF1Lp (R

Um die n-abhéngigen Anteile der Konstanten besser vergleichen zu kénnen, formen

wir die Schranke aus Satz 3.0.2 mit v,, = (Walter [12, S. 254]) um:

)
L'(5+1)

0 M . L AL Y o

—_ e e 2e .
2 2T(2+1) T(E+1) o

Nach der Stirling’schen Formel (siche Walter [11, S. 352]) konvergiert der erste
Faktor fiir n — oo gegen 1. Nun sieht man, dass die Schranke, die durch den Vergleich
von Wiirfeln und Kugeln gewonnen wurde, fiir grofe n wesentlich schlechter ist, als
die aus Satz 2.1.1. Der Vergleich von Wiirfeln mit Kugeln ist also nicht sehr effizient.
Selbst wenn man einen gegebenen Wiirfel mit der kleinsten Kugel umschlieftt, die ihn

noch enthélt, hat man in hohen Dimensionen grofe Verluste.
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