76 . II. Inhalte und Mafle

abzihlbaren topologischen Produkt DN. Fafit man hier D als zyklische Gruppe auf, so ist
DN eine kompakte abelsche topologische Gruppe, d.h.: C trigt die Struktur einer kompakten
abelschen topologischen Gruppe (s. Beispiel VIIL3.2).

§9.

., Um die Existenz von mefibaren Mengen darzulegen, fiihren wir jetzt eine vierte
Eigenschaft des dufieren Mafles ein:
IV. Sind A, und Ay zwei Punktmengen, deren Entfernung 6 # 0 ist, so soll

stets
p* (A1 U Az) = p* (A1) + 1" (42)

sein.“ (C. CARATHEODORY [2], S. 259)

1. Metrische duflere Mafle. In diesem ganzen Abschnitt sei (X, d) ein metri-
scher Raum. Fiir A, BC X, A#0, B # 0 bezeichnen d(A, B) := inf{d(z,y) :
z € A,y € B} den Abstand von A und B, d(z, A) := d({z}, A) den Abstand
des Punktes ¢ € X von A und d(A) := sup{d(z,y) : z,y € A} den Durchmesser
von A; d(P) := 0. — Der folgende Begriff geht zuriick auf C. CARATHEODORY
2], S. 259.

9.1 Definition. Das dufiere Ma8 1 : P(X) —)/E heifit ein metrisches duferes
Map, wenn fiir alle A,BC X, A# 0, B # 0 mit d(4, B) > 0 gilt

(9-1) n(AU B) = n(4) +n(B).

9.2 Beispiel. Es seien € C P(X) irgendein Mengensystem mit § € € und
p: € — [0, 00] eine Funktion mit p(@) = 0. Fiir A C X, 6 > 0 setzen wir

n=1

(9.2) ns(A) :=1inf {ip(An) tA, €€, d(A,) <é (neN), AC D An} ;

wobei wieder inf ) := co. Im Beweis des Fortsetzungssatzes 4.5, a) haben wir
schon bemerkt, daf8 15 ein duferes Maf ist. Die Funktion & — 7ns(A) ist fallend;
wir setzen -

(9.3) n(A) = sup ns(4) (ACX).

Fiir A, C X und alle§ > Oist dann ns (e, An) < Yooy m6(An) < Doy 1(An),
also 7 (Use; An) < Y oy 1(An), und 7 ist als Guferes Maf erkannt.

Es seien nun A, B C X, A # 0, B # 0 und d(4, B) > 0. Zum Nachweis
von (9.1) braucht nur noch (AU B) > n(A) + n(B) gezeigt zu werden. Dabei
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§9. Metrische dufiere Mafe 7

konnen wir gleich n(A U B) < oo annehmen. Es seien 0 < § < d(4, B) und
C, €€,d(Cr) <6 (neN), AUB C ;2 C,. Dann gibt es kein C,, das
sowohl mit A als auch mit B Punkte gemeinsam hat. Daher ,zerfallt“ (Cy,),>;
in Uberdeckungen (Ap)n>1 von A, (By)a>1 von B, und es folgt Z,‘f’zl p(Cy) _Z
ns(A) +15(B), also ms(A U B) > ns(A) + ns(B) , n(AU B) > n(A) + n(B). Br-
gebnis: 1 ist ein metrisches dufleres Maf. (Dagegen braucht ns kein metrisches
sufleres Mafl zu sein; s. Aufgabe 9.2.) Fiir X = RP liefert die vorangehende
Konstruktion bei spezieller Wahl von € und p viele Mafie von grundlegender
geometrischer Bedeutung (s. H. FEDERER [1]).

9.3 Satz. Sind X ein metrischer Raum und n : P(X) — R ein duperes Map,
so gilt B(X) C Ay, genau dann, wenn n ein metrisches duferes Mafl ist.

Beweis. Ist B(X) C 2, so gilt fiir alle Q C X und alle offenen G C X:
(9.4) Q) =n(@NG)+n(QNG).

Es seien nun A, B C X, A # 0,B # 0 und 0 < 6§ < d(A,B). Dann ist
G = {z € X : d(z, A) < 6} eine offene Menge mit A C G, B C G¢, und (9.4)
mit Q := AU B liefert (9.1).

Sei nun umgekehrt 7 ein metrisches dufleres Ma8. Es geniigt zu zeigen, da8
jede abgeschlossene Menge A C X, A # () n-meBbar ist. Fiir M C A und
n € N setzen wir M, := {z € M : d(z, A) > 1}. Fiir alle Q C X ist dann nach
(9.1) .
n(@) 2 n((@NA)U(QN A%)n) =n(QNA) +n((QNA)n).

Es bleibt zu zeigen: Fiir alle M' C A° mit limp,_,o0 7(M,) < 00 gilt lim,_,o n(M,)
> n(M). Zu diesem Zweck setzen wir P, := M, \ M, und beachten: Sind
die im folgenden auftretenden Mengen nicht leer, so ist d(M,, M N Mg ;) >
1/n(n+1), also d (U;—; Pak, Pan+2) > 0, und (9.1) liefert induktiv n (Up_, Pa) =
S i1 1(Pax). Diese Gleichung ist auch richtig, wenn gewisse P, leer sind. Ana-
log ist 1 (Upoo Pok+1) = Do M(P2k+1), und wegen lim, o, 7(M,) < oo folgt:
Y o1 N(Pn) < 0.
Nun ist M = M, U J;o,, Pr (n € N), denn A ist abgeschlossen, also

n(M) <n(My)+Y n(P) (neN).
k=n

Hier konvergiert die Folge der Reihenreste fiir n — oo gegen 0, und es folgt die
Behauptung. O

9.4 Beispiel. Wir wenden die Konstruktion aus Beispiel 9.2 an auf X = R,
d(z,y) = |z —y| (z,y € R) und wahlen als € die Menge der beschrinkten
Teilmengen von R, p(4) := d(4) (A € €). Dann kénnen wir uns in (9.2)
gleich auf Mengen der Form 4,, =]a,, b,] beschranken. Jedes la,b] € J ist end-
liche disjunkte Vereinigung von Intervallen aus J, die alle héchstens die Lange
6 haben. Daher héngt 75 gar nicht von § ab, und es ist 5 = 7 gleich dem &ufle-
ren Lebesgueschen Maf$ auf R. Satz 9.3 liefert nun einen weiteren Beweis der
Lebesgue-MeBbarkeit jeder Borelschen Teilmenge von R.



