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Beweis. a) Es sei n(A) = 0. Wegen der Monotonie und Positivitdt von 7 ist dann
fiir jedes Q C X notwendig n(Q N A) = 0 und daher n(Q N A) + n(Q N A°) =
n(Q N A°) < n(Q). Ebenso schlieBt man im Falle n(A°¢) = 0.

b) ist klar, denn die Ungleichung (4.1) ist im Falle n(Q) = o0 trivial.

c) Es seien A n-meBbar und @ C X. Dann liefert die endliche Subadditivitat
von 7 die Ungleichung n(Q) < n(QN A) +n(Q N A®). Zusammen mit (4.1) folgt
hieraus (4.2). O

In der Form (4.2) ist die MeBbarkeitsdefinition besonders anschaulich: Eine
Menge A C X ist genau dann mefbar, wenn sie jede Teilmenge Q C X zerlegt
in die disjunkten Teilmengen QnNA,QnN AS auf denen sich n additiv verhdlt.

4.4 Satz (C. CARATHEODORY 1914). Ist n : P(X) — R ein duferes Maf, so

18t
A, = {A C X : An-mefbar}

eine o-Algebra und 0|2, ein Maf.

Beweis. (1) 2, ist eine Algebra.
Begriindung: Offenbar ist X € 2, und da (4.1) symmetrisch ist in A und A°,
ist auch das Komplement jeder mefibaren Menge meBbar. Sind A4, B € 2, so

gilt fiir alle Q C X:

n(Q) = n(@NA)+n(Q@NA°)

> n(QnA)+n(@nNA°NB)+n(QNA N B°)
(Mef3barkeitsbedingung fiir B angewandt auf Q@ N A°)
n((Q N A) U (Q N A°N B)) +n(Q N (4U B))
(endliche Subadditivitdt von n)
= n(QN(AUB))+n(QN(AUB)),

A%

d.h. AU B € 2, Somit ist 2, eine Algebra. -

und
(4.3) n(A) =Y n(4n).

Begrindung: Fiir disjunkte M, N € 2y, folgt aus (4.2) mit QN (M U N) anstelle
von Q : n(QN(MUN)) = n(QNM)+n(QNN), und mit Induktion folgt weiter

(4.4) n (Qﬁ UAj) =Y n(@Qn4).
j=1 i=1

Nach (1) ist j_, 4; € %, und (4.4) liefert fiiralle Q C X, n € \:

n(Q)Zn(Qﬂ_UAJ) +n(Qﬂ _UAJ-) ) ZZU(QﬂAan(QﬂA‘), |

(2) Ist (An)n>1 eine Folge disjunkter Mengen aus 4y, so st A= An €%
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also:
n(Q) = Z n(Q@N A;) +n(QN A°) > n(QN A) +n(Q N A°) > n(Q);

die beiden let?ten Ungleichungen folgen aus der o-Subadditivitit von 7. Insge-
samt liefert die letzte Ungleichungskette fiir alle Q C X:

(5) (@ =3 _n(QN4)+n(QNA)=nQnN4)+n@QnA).

j=1

Hieraus folgt die Meflbarkeit von A, und (4.3) folgt aus (4.5) mit Q := A. -
Aus (1), (2) ergibt sich nun: 2, ist eine o-Algebra und 7|2, ein Ma8. O

2. Der Fortsetzungssatz. Mit Hilfe von Satz 4.4 kénnen wir nun folgenden
Fortsetzungssatz beweisen:

4.5 Fortsetzungssatz. Es seien pu : $ — K ein Inhalt auf dem Halbri
diber X, und fir A C X sei - f dem Halbring $

(4.6) n(A) := inf {Z wAn) :AneH(neN), AC O An}

n=1

(Infimumbildung in [0, cc]; dabei sei inf @ := co). Dann gilt:

a) n: P(X) — R ist ein duferes Map, und alle Mengen aus $) sind n-mefbar
b) Ist u ein Pramag, so gilt 1|$ = p. Insbesondere ist dann 0|2, eine Fortset'—
zung von p zu einem Maf auf einer o-Algebra, die $ (und darrZit auch o($))
umfafst.

¢) Ist p kein Pramaf, so gibt es ein A € $ mit n(A4) < p(A).

Definition (4.6) 148t sich dquivalent umformulieren: Es sei R der von §) er-
eugte Ring. Dann ist nach Satz 1.6

4.7) n(4) =inf{zl/(3n) :B,eR(neN), AcC GB,,} ,

ob(?i v die eindeutig bestimmte Fortsetzung von p zu einem Inhalt auf %
ezeichnet, und da R ein Ring ist, gilt auch

n=1

8) 'n(A)=inf {Z v(B,) : B, € Rdisjunkt (n € N), A C U Bn} .
n=1

Da jedes Element aus 98 darstellbar ist i isj
als endliche disjunkte Vereini
ngen aus ), folgt weiter : S

| 9  n(A) =inf {Zu(Cn) : Cp € $ disjunkt (n e N), A C G C’,,} .
k. n=1 ’

n=1



