21 7 Unbestimmte Integrale 1053

21.7 Unbestimmte Integrale
(Hinweise zur Nutzung der Tabellen s. in 8.1.1 2,2., S. 445)

21.7.1 Integrale rationaler Funktionen
21.7.1.1 Integralemit X = ax + b

lBezeichnung. X =azx + b|

1 [Xndr= E(anl)X”“ (n £ 1),

2 jd%’ = %lnX.

3. [axrin= X a2(nb+ X"
(n#-1,#-2),

4 /z"‘X"dm = /(X —B)"X"dX  (n# —1,# -2,

(firn = -1

s Nr2).

(firn=-1,=-2 s. Nr5und®6).

., F—m)

Das Integral wird fiir m < n oder bei ganzzahligem m und gebrochenem n angewandt, in diesen Fallen
wird (X — b)™ nach dem binomischen Lehrsatz (s. 1.1.6.4, S. 12) entwickelt.

5 /zd’”—f——lnx
a

zdz b

] (n#1,#2,#3).

6. ?—(ﬂ—X-i'glnX
vdr_1( 1 b
X3 T g2 X 2Xx2)°
zdr 1 -1 b
zdr _ 1 2).
X a2 ((n—2)X"’2+(n—1)X"‘1) (n#1,#2)
zldr 1 1y 9
[5=5(5% —2bX+blnX)
22dz 1 b?
z?dz 1 2 b
11 ‘XT—E(IHX+Y—2X2>
22de 1 -1 2b b2
12 [EE - + -
X & |(n=-3)X*3 (n—-2)X"?2 (n-—-1)X»!
dr 1 (X% 3bX? 2 3
13./ < ‘E(?" S 3 - blnX)
dr 1 (X2 ) b
23dr 1 3 B
15 [55 —4<X 3bIn X—7+W)
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dr 3 3p? [
16 [SF - (1X+X X2+W>'

dr 1 -1 n 3b _ 3b? + b
X et [(n—-4)Xr1 (n-3)X"? (n—2)X~2 (n—1)Xn1

(n#1,#2,#3,#4)

17

dz 1. X
L

d:c 1 X ax
19 zX2 T (ln?+Y)'

da: 1 X a’r?
20. zX3 TR (ln T + X 2X2>'

-

dz 1 X 2 (n-1\(-a)z
= - —_ >1).
2 xX" b [mx Z( ) X ] (=21
1
+

i=1
dx a X
22 /a:2X “ba b21 T

dz 1 2. X
2 [ gm=o m o Bl ;]

24 /_d£_—~ [L_F_z.__i__l_._iln{]
22X Yo x: "X Tar Mg

25. /zg;"=—bnl+l [—i(?)%+x naln%] (n>2).
26 /Zi—i(=—bl3[azln§ 2(;X+;{;]
27. /%:-b—l‘l[mﬁn§+a—;§+§5—%}
28. /%=—bi[6azln£ 4§Z—%+§—%]A
o e ST )i e
+ (n-lz—l)a ln-)£ (n>3)

1 m+n—2 (m +n— 2) Xm-i—l(_a)i
i

30. /szn = b7n+n pmtn—1 = (m — = 1)xm—t—1 )

Wenn der Nenner des Gliedes unter dem Summenzeichen verschwindet, dann ist ein solches Glied durch
das folgende zu ersetzen.

(m +n— 2) (=)™ X

m—1 z
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‘Bezeichnung:A=bf—ag]
ax+b az A
31. frig x—-}—+ﬁln(fz+g)
dz 1. fz+g
32. /(az+b)(fz+g) - Aln az +b (&#0).
zdz 110b g
‘ —— _s A
33 /(aﬂb)(fﬂg) = [aln(ax-l—b) fln(f9:+g)] (A #0)
dz _1 1 f. fz+g
34. /(az+b)2(fz+g)_A<aa:+b Alnaa:+b) (A #0).
zdz b a a+z
35. /(a+z)(b+z)2* @00+ @ tere @Y
2?dz b? a? b% — 2ab
= —1 b
36 /(a+x)(b+x)2 G-obra) T Goap Rt Dt g grnb e (@AY
dx -1 1 1 2 at+z
37 /(a+z)"’(b+a:)2 " (a—b)? (a+z+b+x> + (a—b)3lnb+z (a#9)
zdz 1 a b a+b a+zx
- et etz b
38 /((1-1—:0)2(b+av:)2 (a—b)? <a+x+b+x>+(a—b)3 "vrz (a#0)
2?2 dz -1 a? b? 2ab at+z
39 ./(a+:c)2(b+a:)2_(a—b)2 (a—f—z b+z)+(a—b)3nb+x (a#0)
21.7.1.2 Integrale mit X = axz? + bx + ¢
|Bezeichnungen:X =az?+bz +c; A=4ac—b2|
40 L—i)?= %arctan 2a\x/%2—b . (fur A > 0),
= 7 Artanh f’/’% (fiir A < 0),
1 2az +b—+/-A
= 1 fir A < 0).
VA omrbr s (rA<0
dz 20z +b 2a [dz
41. ﬁ—v 'Z jY— ) (S Nr40)
de 2azx+b/ 1 3a 6a*® [dz
2 [w=-"5(merax) a5 (& Ned).
43 dz _ 2az+b (2n — 3)2a dz
S Xn T (n-1DAXU T (n-1)A J XU
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rdx 1 b rdz

44. T=2—alnX—Zl X (s Nr40)
d br + 2
45. %:—%—% dyx (s Nrdo)
46 zdz _ bz+2 _b(2n-3) dz
") Xn T (n—-DAX"1  (n-1AJ Xn-1U
z¥dz b b — 2ac dx
47. X =E—27‘21nX+T Y (S NI'40)
2d b —2 be 2c d
48. %:%—QFZC Yz (s Nrd40)
2?dz -z c dt  (n—2)b [zdz
49. Xn T (2n = 3)aXn! + (2n—3)aJ) X» (2n-3)a) X (5. Nr43u.46)
m m—1 _ m—2
50 [X dz __ z + (m—1)c ™2 dz
Xn 2n—-m—-1)aX™! (2n-m-1)a Xn
(n—m)b ™ ldg ) L .
Pr—— X (m #2n —1); (fiir m = 2n — 1. Nr.51)
51 z2n—1 dz _ l / 1172"_3 dx 3 E 273 dr B é z?n-—Z dx
’ Xr el X! a Xn a Xn
de 1 z* b rdz
2 [ x=a"% /% (5. Ne 40
53/dm_ 1 b d_a:+l/ dx
X" 2c(n—1)X"1 2cJ Xn  cJ XU
dz b, X 1 b a\ rdzx
54 /m—@ln;—z—a-i-(@—z) Y (S. Nr40).
- j dz 1 _(2n+m—3)a/ dz
zmXn T (m— 1)cxm-1Xn-! (m—1)c zm-2Xn
(n4+m— 2)b/ dx
(m—1)c gmolXn (m>1)
dz 1 (fz+g)?
56. [ = I
(Fz+9)X %d2—¢f+f®[fn X
2ga — b
ga—bf T (s Nrao)

2(cf? — gbf + %) ) X
21.7.1.3 Integrale mit X = a? + 2?2

Bezeichnungen' X = a? + 22,

arctan — fiir das Vorzeichen ,, + “,

1
Y = { Artanh < = 3 InZ Rk fiir das Vorzeichen ,, — “ und |z| < a,
a a—z
1
Arcoth 2 = 3 =Y g das Vorzeichen ,, — “ und |z] > a
a —

Im Falle eines Doppelvorzeichens in einer Formel gehort das obere Vorzeichen
zuX =a%+2?,dasunterezu X =a? — 2%, a >0
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1057

57.

58.

59

60.

61.

62

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70

71

73.

74.

75.

76.

de 1
-y

X a

dz z 1

e _z 1y
X2~ 22X T 23

& x s 3

X3 4a2X? ' 8atX = 8a®

dr T +2n—1 iif
Xt 2na2Xn T 2na? J X
zdz 1

gde L

X2~ Tax

zdy 1

- e

T dx 1

X1 = Ty (070

2

Tty

22 dx z 1

XE T Fx Tl

22 dx T T 1

X i T iex T

2?2 dx z 1 dz

ra _L r 4 [& )
Xt = Fopxn T o (070
23 dx 22 a?

X —:l:;—;lnX

2Bdzr e 1

X ~ax Tk
ddr 1 @

X3 T 2Xx ' 4x?

:c3dx__ 1 + a? (n>1)
Xt - 2 - DX 1 | 2nXn :
e _ 12

zX 2 X’
lz_—#_k_l_]nx_z

zX?  2a2X  2a4 X
._qx_—_._l +_1 +_:L]nw_2
zX3  4a2X?  2a'X 245 X
& 11

X ez B"
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77.

78

79.

80

81

82

/
/
/
/
/
/

dz 1 z 3

X2~ Tahr T 2aiX T 2a5)

dz 1 z Tx 15

22X3 bz * 4a4X? ¥ 8aSX * 8a7

dz 1 1 22

BX " R T "X

dz 1 1 1. 2?

X2 2¢122 ¥ 204X * ggln—)?

dz 1 1 1 3 a?
BX3 2t T X T dxE T a8 X
(b+d:z)X = a2c21:i:b2 cln(b+cx) — glnX:l:gY

21.7.1.4 Integrale mit X = a3 + z3

83

84

85

8

=

87

88

89.

90

91.

92

93.

94.

/

/
/
/
/

Bezeichnungen. a® + 2® = X : im Falle eines Doppelvorzeichens in
einer Formel gehort das obere Vorzeichen zu X = a®+1° . das untere

zuX =a®—28

dz 1 a+z)? 1 2r Fa
5= aﬁlnaz(zpazl:ﬁ-’-a?\/ﬁamtan o3
dz z 2 dz
X 30X 3@ X
w=iln—azq:ax_’_xz:tiarctanzz;a
X = 6a (a £ 2) av3 aV3 '
zdo @ 1 fzds
X2 3a)X  3a® X
Z;ﬂziéln){
22 dx 1
Balabie
23 dr dz

=:i:a::Fa3/Y
2% dx z 1 fdz
X - Fix*3) X
w1
zX  3a3 X
dz 1 1 28
2X 38X T3 X
dz 1 1 fzdr
22X @z @) X
dx 1 z? 4 [zdr
X2 oz 38X 3] X

Nr 83)

. Nr 8p)

. Nr.83)

Nr 83)

Nr 85)

Nr 85)
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dx
— [ = s Nr 83
9 /x3X 2a3x2;a3 X (s Nrs83)
dz 1 T 5 dz
= 2 = - [ , . Nr 83
96 / X2 2452 T 38X T3a8) X (s. Nr83)

21.7.1.5 Integrale mit X = a* 4+ x*

z? + azV?2 + a? 1 aa:\/§
97 / In arctan
at+ z“ 4a3\/— - azV/2 + a? 203\/_ —z?
08 / zdr ¢ 33_2
pranpe iy 52 Bretan —.
22 dx 1 22+ azv2 + a? 1 azV2
99 / =- In + arctan — 5
at + 24 402 22 —azV2+a®  2aV2 at -z

r*dx
100 / pranpe ln(a4+x4)

21.7.1.6 Integrale mit X = a* — z*

d 1 1
101 /a“—xz‘i =4—lna+w+—arctanx

a3 243
2, .2
102 / Idz _ lna2+a:2.
a2~z
22 dx 1 a+z 1 z
103/ =1 —  arctan 2.
A —2' 4o ta—z 2270y

z3dxy 1 4 4
104. /m = —Zln(a —z%).

21.7.1.7 Einige Fille der Partialbruchzerlegung

105 1 _ 1 b g
(a+bz)(f+gz)  fb—ag\a+br f+gz
1 A B C

106 (z+a)(z+b)(x+c)Ex+a I+b+:c+c’
o 1 ~ 1 B 1
v gl = G em P wm e € T w-at-0
or 1 _A B . D
(z+a)z+b)(z+c)(z+d)  z+a z+b z+c z+d
. . 1
WObelglltA_(b—a)(c—a,)(d—a)’B_(a—b)((z—b)(d—b) usw

108 1 _ 1 b _ g
" (a+bz?)(f +g2?) ~ fb—ag \a+br2 [+ ga?
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21.7.2 Integrale irrationaler Funktionen

21.7.2.1 Integrale mit v/ und a? &+ b2z

Bezeichnungen:

b
arctan ﬁ fiir das Vorzeichen ,, + “,
_ 22
X=a*xbz,Y = 11 a+b\/-
a—bJ/z
Im Falle eines Doppelvorzelchens in einer Formel gehort das obere
Vorzeichen zu X = a2 + b’z, das untere zu X = a® — b’z.

«

fiir das Vorzeichen ,, — “.

109. /‘/_dx — g 2VE 2y,

b2 b3
\/_d:c 2\/_3 2a%\/7
o [ =it - ST

Vede x| 1
11 / X2 _¥b2Xiab3Y
Va3 dz 2T 3a®/T 3a

112. == + - =

X? X WX b
113 }d%; = %Y.
114. /E(%E = —% 2
115 /Xil—f/i = a%_} + %}Y.

dz 2 _3°yT_3b
116. /X2\/E§_—a2X\/E:F ax Tl

21.7.2.2 Andere Integrale mit /z
117, / Vzdz 1 T+ aV2z + a® 1 a2z

= - n + —= arctan

at4+22 22 z-av2z+a® aV? -z
d. 1 z +av2z + a? 1 aV/2r
118. / 1 > = In + arctan — .
(a*+22)Vz  23vV2 z—av2z+a®  adV2 a? -z
1
119. /ﬁdm =—-—na+\/- 1arctanﬁ.
a—12 2a a—zT a a
d
120 / a =—1 a+\/—+——arctanﬁ
(et —22)y/T 22 a—T a

21.7.2.3 Integrale mit v/ax + b
|Bezeichnung: X=azx+b
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121

122.

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

VX d = 1\/?
/ 3a

/:c\/)_(dx= 2(3az — 2b)VX?

15a2
£a202 2 3
/12\/)—{(” _ 2(15a%z? — 12abx + 80*) VX

105a3
dr WX
VX a
zdz _ 2(ar — 2b)
ﬁ N 3a? VX
/ 2dr  2(3a%2? — dabr + 861 VX
vx 15a3
—iArcoth\/Z— 1l VX b
/ v__ Vb b Vb VX +Vb
=X iarcta,n £
vV=b =b
/—(iz—
/ dz / dr
1‘2\/_ b? 2b :1;\/_
/Edz _ VX
z? z
/ dn _ VX (2n-3 /
VX -z (2n—2)bJ - 1\/_
5
/\/X:;d.’l,'= 2vX
/ VX3 dr = = (5VXT - TV/X?)
30(1
X9 VX7 p2JX5
/xz\/ﬁda‘=—2—;< X —2b X +b X)
a 9 7 5
\/X3 2\/ dz
L VX 4
Xv [
zdr 2 b
2o f VX —
VX3 a? <\/_+ \/Y)
2?2dr 2 (VX3 v
ol (T'Qb‘/)_{_\/_i)

firb >0,

fiir b < 0

(s. Nr 127)

(s Nr 127)

(s. Nr.127)

(s Nr.127)
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dz 2 1 dx
138. [ ——=—"_ +=
/x X bﬁH/zﬁ

139 / dx _ 1 3 3 dz
22V X3 bzvX BVX 202 ) VX
2X(2:!:n)/2
4 /X:l:n/2 —
140 dx “CEn)
X2 ()2
+n/2 _
141. /zX dr = a2< iIn i )
2 X(6:{:n)/2 2bx(4:l:n)/2 bZX(2:tn)/2
2 y£n/2 _
142 / X do = a3( 6+n 4+n + 2+n )
Xn/2 n/2 (n—2)/2
143 j dz _2X +b/X dz.
T n z
dz 2
e [ m=2pxe o ") sxean
dz 1 na dz
15 [ v = —hexon 3 | s

21.7.2.4 Integrale mit v/axz +bund /fx +g¢g
|Bezeichnungen: X=ax+bY=fr+g9, A=bf —ag |

—\/_L_Qfarctanw—‘::—;( firaf <0,

dz 2 X
146. XY ﬁArtanh”‘(fl—Y firaf >0,
%m (\/ay+ fX) fiir af > 0.
147 zdz VXY _ ag +bf dz
) VXY af 2af VXY
148 /— _ WX
I VXVYR T OAVY

VX

arctan fir Af <0,

19, [E__] V- 53 V=47
YvVX 1. VX - \/—

mlnfﬁ+m fur Af >0.
A+ 2aY A? dz
150. /\/Xngp:T\/X —8af pere

151 /\/7dz Lyxv - 2a \/)W

(s. Nr.127)

(s. Nr.127).

(s. Nr. 146).

(s. Nr. 146).

(s. Nr 146)
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VX dzx 2\/_ A dz
o YvVX

\/_Y"—nA/Yn ldz)

152

Yrdr

1 [ e (

(s Nr 149)

154 \/;i_(zyn O —11)A {Y/\é_)—i1+ (“" g)a/_\/%%:}

155 ] VXY"dr = ;3” (2\/YY"+1 +A / Y\;}i:)

(2n +

\/_dx 1 ____l_a foa
YV T =nf\ Yy T2 Uxye )

21.7.2.5 Integrale mit v/a% — z2
LBezeichnung: X =a%—- le

157 /\/)_(dx = % (x\/)_(—i- a? arcsin 2) .
1 -
158 /x\/)_(dz = —3VX?

156

2

159 /Iz\/)_(dl’ = ——%\/X"’ + % (z\/}+a2 arcsin g)
VX5 VX3
160 /zsx/)_(dx= X —-a2—3£

5

161 /—d:c— 1n"'—+zﬂ‘

162 £dm = ——g - arcsmg

163/ ——+—1—lna+ﬁ.

2a z

dz T

164 / ﬁzarcsmg

165 %:—ﬁ
2 2

166 % = —%\/}+ %arcsing
34, /X3

167 %:—f—w?w_{.

168 / dz =—llna+ﬁ
VX a z

(s Nr 153)
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170.

VX T2a22 243 Ty

171 /\/X"’dq::i—(m\/X3+3az\/_+—arcsm——>

/dz_\/—)? 11a+\/_)?'

172 /:c\/X3d:c=——%\/X5‘
2 3 =_z\/X5 a?zvV/ X3 aa:\/— a® T

f TVXdz 6 T 16 16 arcsma
VX7 2,/ 5

174 /xst3dz= X e X .

5

173

175, [YX AESE NG o —+Z£
176 3 de = ——— — § VX — -a arcsm—.
2 z a

=X V2

P R

177, /\/_ VX3 3\/— 3a a-I—z\/_

dx T
178 \/—X—3=a2ﬁ.
rdz 1
2
180 w—\/d_§=—\/£_——arcsin§
3
181 \/_i{_\/—+ﬁ
182 [ de__ 11 a+VX
VX3 VX & z
183 [ -1 VX, =
2V/X3  at z VX

dz 1 3 3 a+vX
184 / =- + - S Y
3V X3 20222/X  2a04VX  2a° T

21.7.2.6 Integrale mit /2% + a2

|Bezeichnung: X =z?+a® l
(a:\/? + a® Arsinh E) +C
[+VX +a?In (z+ VX)] + .

185. /\/)_(dz—

wl»—-ml»a
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186

187

188

189

190.

191

192

193

194.

195.

196

197

198

199

200

201

202.

/z\/ydz= %\/)F

2
/12\/Yd:c= %\/XI’—% (x\/Y+ a® Arsinh g) +C
2
=E\/X3—%[a:\/)_(+a21n(x+\/)—()]+01.
/a's\/}da:= Xs—a2 X

5 3
/——da:— —alnﬂ
T
/ =——X+Arsmh +C——\/—5{—+ln(w+\/X)+Cl
\/_w_ 1/_7__1 a+ VX
z3 T 222 2 z
/T=Arsinhg+0=ln(:c+\/)_()+cl
rdx
vdr _ %
/X
o A a?
/\/Y \/_——Arsmh +C———\/)—(—7ln(:c+\/)_()+01
3 3
gdr VX L%
VX 3
/ dx ___llna+\/Y
WX @ T
|- _ VX
2vVX  a’z

/ dv ﬁ+iln“+ﬁ
VX 222 243 z

/v d:c—% \/X3+3azx/_+——Arsmh >+C
% a:\/X3+3a$\/—+—ln(z+\/—)>+Cl
/x\/?(—f’dx=le5

/X5 2zVX3 ot 6
/2\/ 3dx =7 a2724X —-azl\(i/———(ll—GArsmh +C
xv 2zvVX3  a*zvX  a®
== " 16 —Eln(w+ﬁ)+01.

[V =YX X
PVRds = Y

5
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JX3 /X3
/ X dz=—X+a2\/)_(—a3lnE—xE

203.
204./‘/; 2
=——\/Z:+—Z\/7+—a ln(z+\/_)+01.
205 /\/173_ _ \/_'5 3\/—__ n (a+\/_>
206. \/d%=az\x/7.
207 %{’”g:—\/—%.
208. %=—%+Arsinh§+6’=—%+ln(z+\/7)-I—Cl.
209. ’f;—;_zi=x/)_(+%.
210. dz 1 1 a+ﬁ‘

v X3 - VX B Eln T

211. /ﬁd—fﬁ=—%(-‘/§+%).

1 3 3 a+vVX
212. / - + ==l .
VX 3 2a2x2\/X 2¢4VX  2a® T

21.7.2.7 Integrale mit /2% — a2

IBezeichnung: X=z*-a

213. /\/)_(dx= % (z\/)_(— a? Arcosh g) +C
= % [zx/}—azln(z+\/)—()] + Cy.

214. /z\/?dx = %\/X3.

]

2
215. /9:2\/)_(dz= %\/X3+% (z\/?—azArcosh§> +C
2
=§\/X3+%[a:\/)—(—a21n(x+ \/)_()] +C

VX5 a?VX3
5 T3

216. / SVX do =
217. /——\/gvz dz=vVX — aarccosg.
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218

219

220.

221

222.

223.

224

225.

226

227

228.

229

230

231,

232.

233

JE

1
+

—da:——\/—y+Arcosh +C= —§+ln(z+\/?)+01.

[Fu--

a
arccos —
2a

/—\/—%zArcoshg+C=ln(a:+\/)_()+Cl
zdx

222 VX,

NG

2?dr =z a? z
/\/)_(—5\/?+7Arcosha+0 \/-+ ln(a:+\/-)+Cl
Sde VX3,

=Y 5%

/\/Y 3 +a®VX
/ do = larccos—

VX
[ _vX

2V/X  alz’
/ dz \/7+—arccsg
:1;3\/_ 2a222 243 0

/\/X3da:=%(zx/X3 3aa:\/_+—Arcosh )+C

/x\/X“dz = é\/X5

=i<w\/3(—3 3‘”\/_+—1n(:c+\/_))+01

,/Xs 2,../Y3
/zzvX3dx=z + 22 X ax\/—+ Arcosh +C
6 224 . 1?/_ 16
VX5  a*zvX aa:
6 + 2 6 +—ln(a:+\/_)+01
/3' tdo = 25
= — - a2\/)—(+a3 arccos 2.
z T
JX3 v/
/ ;,f dz= gZ\/)_(—;azArcosh§+C
,/ 3
= +gx X—gazln(z+\/7)+01.
VXS _ VXS VX 3 a
p 572 2 50 8Iceos —.
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d

234 %:-asz_{.
d 1

235. 3_“”: =

236 a\c;_d_x: \/_-I—Arcosh +C———\/—)_(+ln(z+\/—)+01
3 d

237 f/_”” VX - \/Y

238 / dz = ! 1arccosa
vV X3 a2vX a? z

239 /xzd—fﬁ=—$(‘g+%).

240 / dz = ! - 3 ——iarccos2
' VX3 2a222VX 24X 288 T

21.7.2.8 Integrale mit v/ax® + bx + ¢

Bezeichnungen: X = ar? +bz+c, A=4ac—b*, k= %
——\}—_- (2\/ +2a:c+b) +C fira >0,
1 2az +b
— Arsinh +C fira>0, A>0
’ 1 ) )
241. /—d-z—= va va
VX J5 (2 +b) fira>0, A=0,
1 . 2az+b "
-—\/___aarcsm WAy fira<0, A<O.
dz 2(2az +b)
242 —_— =
/X\/—)? AVX
dx 2(2az + b)
23 [ e = o (x+ %)
_ 2(2azx + b) 2k(n — 1)
24 [ s = @n=Daxe2 T a1 X(2"—1)/2
_(2az+b)VX 1 [ dz
245. / VXdo =2 T e (s. Nr. 241).
246 /X\/)_(dz=M(X+3)+ 3 [d (s. Nr 241)
’ 8a 8k2J) VX ’
2 _(2az+b)\/)_(( 2, 85X E) 5 dz
247. /X VX dz = SN (X4 D ) = (s. Nr 241)

(2az + b) X (2n+1)/2 + 2n+1
da(n +1) 2k(n+1)

248. [ X2 g = [ x4
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zde VX b [ dz
249. —_—=— - —= s Nr 241).
VX VX ( )
250. zdz _ _2(bz + 2¢)
XVX AVX
zdr 1 b dz
251 /X(2n+1)/2 = T(2n - Dax@-Drz ~ %/X(2n+l)/2 (s. Nr.244).
22 dx z 3b 3b%2 —dac [ dx
— == - — | = . Nr. 241).
252 7% (20 402) VX + 7 NGd (s. Nr.241)
z¥dz  (2b® — dac)z + 2bc dz
253 = — s. Nr 241).
XVE© aavX VX ( )
X\/_ _ b(2az +b) b [ dz
. =— - | —= . Nr. 241).
254. [zVX dz 52 vX il 7% (s. Nr.241)
255. [2XVX do = XS‘:_ - ——/X\/_d (s. Nr 246).
x(ent3)/2
256 / eX@HV 2y = 2 D / X@nH/2 g (s Nr.248).
2n+3)a 2a
XVX —4ac
: 2 =lz—-=— . Nr 245).
257 /zx/)—(da: (9: Ga) P 162 /\/—da: (s. Nr 245)
——1—1 2 CX+%-|—b +C furc >0,
Ve z z
1 bz + 2¢
——— Arsinh fii A>0
258 / dr _ 7 rsin! /N C, iirc>0, A>0,
avX —ilnbz+2c firc>0, A=0,
Ve z
\/%Carcsml;ﬁ\/__ic fire<, A<O0.
dz VX b dz
259 /—=————/ 5. Nr. 258
2vVX cx  2J) VX ( )
VX dz b [ dz dz
260 =VX+: [ =+ /———— s. Nr. 241 und 258).
/= o) x el vx ( )
\/_dz \/Y dx b dz
-=—— —+ = | — . Nr. 241 und 258
261. e x+a/ﬁ+2/zﬁ (s. Nr und 258)
(2n+1)/2 (@n+1)/2 (2n-1)/2
262. / X _X b / X@n=D/2 gy 4 ¢ / Ci Sl (s Nr.248 und 260)
T 2n+1 2
2
263. /—:——\/ 71 b
zvaz? + bx bz *° +he
264. = arcsin —

| =
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rdz z—a
265. /— = —v2azr — 22 + a arcsin
V2az — z2 a

_ 2 _
266 /\/Zax—zzdx=¥ 2cm:—x2+%arcsinz a

a
dz _ 1 z\/ag — bf ~
7 [ i Vv " Vi (og =01 > 0).
! 1 VOVF g + 26 —ag (ag—bf <0)

T Vb —ag | VbJTE T g - aVhf —ag

21.7.2.9 Integrale mit anderen irrationalen Ausdriicken

268. ]v"am+bdx=w\/"az+b.

(n+1)a
dz n(az+b) 1
269 = .
/\'Vaz-i-b (n—1)a Yazx +b
270 /——-—dilc __Ppervetd
v+ a2 na Nea ’

2 a
— arccos ——.

2. / w\/%_zﬁ ~ha N2

3

272. /\/% = garcsin (z—) .
21.7.2.10 Rekursionsformeln fiir ein Integral mit binomischem Differential

273. /z"‘(ax" +b)Pdz
-
m+np+1
1

) [—zm“(ax" +b0P + (m+n+np+1) / z™(az™ + b)P*! dz] ,

= f-r;z—-ll——l)—b [z"’“(a:c" +b)P —a(m+n+np+1) /z’"*"(az" +b)P da:] ,

— L m—n+1 n p+1 _ _ m—n n P :|
= am it Tl [z (az™ + b) (m n+1)b/a: (az™ + b)P dx

[:c"'“(az" +b)P + npb/x"‘(a:c" + b)P! dz] ,

21.7.3 Integrale trigonometrischer Funktionen

(Integrale von Funktionen, die neben Hyperbel- und Exponentialfunktionen auch die Funktionen sinz
und cos z enthalten sind in den Tabellen Integrale anderer transzendenter Funktionen (s. 21 7 4.S 1080
aufgefiihrt )

21.7.3.1 Integrale mit Sinusfunktion
274 /sin ardz = 1 cosazr
a

275 /sin2 az dx = la: L sin 2az.
2 4a
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1 1
276. /sm azdr = —= cosazx + — cos® ax
a 3a
1 . 1 .
277 /sm ardx = —:c — —sin2az + — sin4ax
4a 3
sin"lazcosax n—-1 [ ., .
278. / sin"axde = — —+ / sin""“ax dz (n ganzzahlig, > 0)
na n
279. /zsm ardr = sm;n - xcosaz'
a a
2 22
280 /1 sinaz dr = fsinaa:— (E— - —3> cos ax
a a a
2 3
281. /x sinaz dr = 31—2 sinax — E——@ cosaz.
a?  at a a

n

282. /z"sinaa:dz = —% cosazx + E/x"'l cosaz dz (n > 0).
a

3.3t 5.5 7.7

; 3 5 7
283, / s1nzaa:dz gz (az)®*  (az)® (az)

z
int
Das bestimmte Integral / ﬂ;—l—- dt nennt man Integralsinus (s. 8.2.5,1., S. 477) und bezeichnet es mit
0

si(z)

290.

Die Berechnung des Integrals s. 14 4 3.2,2., S. 719. Die Reihenentwicklung si(z) =  — §1—3—| + % -
—7+ -5 825,1.,8S.477.
284 /sma:c _ _sinaz +a/cosazda: (s. Nr.322).
z z
1 sinaz cos az
. Nr.324).
285/ e (s. Nr.324)
ar _
286. / = / cosecaz dr = = ln tan — = — ln(cosec az cot ax).
sinax 2
287. / =—-= cot azx.
sin? az
cosazr ax
2 / tan 2
88 sinfar  2asinlaz t % 2a ln an 2"
1 cosaz n—2 dx
289. / 1).
sinf"az a(n—1)sin" laz  n-1J sin"Zaz (n>1)

zdz _ ( + (az)®  T(az)®  3l(az)”

sinaz 3.3 3.5-5! 3.7-T!
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127(az)? 2021 — 1)

. B, 2n+1 .
Yo Tt Ty @
Mit B, sind die BERNOULLIschen Zahlen (s 7.2 4.2, S 428) bezeichnet.

291 / 2 dz == cotaz + — lnsmaz
sin? ax
zdz T cosazx 1 n—2 zdz
202 [ =- - > 2
sin” ax (n—1asin"lazr (n—1)(n—2)a?sin"2az n-1J sin"2az (n>2)

dz 1 T azr
208 [ =t (___).
93 1+ sinazx a an 4 2

dz 1 T az
294 /1—sinax_atan(z+7>

297. %:ix+%tan(%¢?).
298. /gn—tw(ii—mzétan(%$%)+ilntan%

dz 1 T ar 1 T az
200 [ (7-F) -t (5-5)
(1 +sinax)? 2a fan 4 2 6a M \217 2

dzx 1 T azx 1 5 azx
s00. | —snas)? ~2a (z - —) + o (z - 7)

301 / sin az dz ——itan (E—%>+—1—tan3 (1—%)
(1+sinaz)? = 2a 4 2 6a 4 2/
sin az dz 1 T ax 1 3 /T azx
== )+ —cot? (- =
302 /(1 “sinaz)? ~ 2a"" (4 2 ) e (4 2 )

303 / - arcsin 3sin’ az — 1
1+sin’az  2v2a sinfar+1 )’

d d 1
304. / ,Z2 =/ T _ —tanax
1 —sin®ax cos2ar a

305 [ sinazsinbr do = s‘;‘((z:l’:))‘” - S‘;’((ZI:))‘” (lal # 18], fiir |a| = [bl s Nr 275)

2 btanaz/2+c L,
306 /b+csinax—a\/b?—c2 arctanW fir 0 > 2,
1 btanaz/2+c— V2 — b2
= ! fiir b2 < 2.
ave? — b2 nbtanax/2+6+\/c2_b2 ur
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3oy [ nordr a o _z_ 9/-—‘19:— (s Nr 306)
b+csinax ¢ ¢/ b+csinaz
308 / da —llntnﬂ—f/d—”’ (s Nr306)
" J sinaz(b+csinazr) ~ ab M "b) bresinaz

dz ccosax b dz
s09 [ = : / . Nr.306).
(b+csinaz)?  a(b? - ?)(b+ csinaz) + b —c?J b+csinaz (s. Nr.306)

sin az dz bceosax c dz
s10 [ = / Nr 306).
(b+csinaz)?  a(c® — b?)(b+ csinaz) + 2 —-bJ b+csinax (s Nr 306)

1
= arctan

dz
311 /
b2+ c2sinaz  abyb? + 2

21 2
Vb +cb tan azx (b>0).

dz Vb2 — c2tanaz
312 = . 2 2 b>0
/ b —c2sinar  aby/B? — 2 arctan b (0 >c*, b>0),

1

V2 —b2tanaz + b

2abV/c? — b? . Ve —b2tanaz — b

(2 >0, b>0)

21.7.3.2 Integrale mit Kosinusfunktion

1
313. /cos ardr = - sin az

1 1
314. /cos2 ardz = -z + — sin 2az.
2 4a

1 1
315 /cos3 az dz = - sinaz — — sin® az.
a 3a
316 /cos4 axdz = §z + lsin 2az + L sin 4ax
T8 4da 32a ‘
N cos"lazsinaz n-—1 2
317. /cos ardz = + /cos azdz.
na n
318 /xcosaz dz = coszaa: + rsmar
a a
2 2 2
319 /z2 cosazrdr = —f cosaz + (E— - —5) sinaz.
a a a
322 6 3
320. /z%osaa:dz: 22 cosazr + z__G_z sinaz.
a? at a a

oo
z"sinar  n .

321. /x"cosamdz’: _— —-—/a:" ! sin az dz.

a

a

322. /%{dx=ln(az)_(‘”)2 (az)*  (az)®

2.2 4.4 6.6

o]
t
Das bestimmte Integral — / % dt nennt man Integralkosinus und bezeichnet es mit Ci(z) Es gilt
T

zt 8

2
die Reihenentwicklung Ci(z) = C + Inz — 331 + 7 6.6 +--- (s.8.25,2.,S 477); mit C ist
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die EULERsche Konstante (s 8 2 5,2., S 477)) bezeichnet

323 /cos;mdzz_cosa:c _a/sinaxdz
z

324.

325

326

327

328

329

T

T

1
) = In(secaz + tanax)

cosazx cos az a sinazx dz '
e _ 1 Nr.285).
/ z" da (n—1)2™1 n-1 / zn-1 (n#1)(s Nr.285)
/ e _1 Artanh Artanh(sinaz) = lln tan (E +Z
cosar a a 2 4
dx 1
/T = —tanazx
coslar a
/ dr  sinaz + ilntan (1 + g)
cosdax  2acoslazr = 2a 4 2
j dr 1 sin ax n—2 dx (n>1)
coshar  a(n—1)cos~lax  n—1J cos"2ax '
/ zdr 1 ((az)®  (az)*  5(ax)®  61(az)®  1385(az)®
cosar  a?\ 2 4-20 " 6-4! 8.6 10 8

Mit E, sind die EULERschen Zahlen (s 724 2. S 429) bezeichnet

(s Nr283)

Ep(az)?+?

330. / x;i:c =§tanax+—151ncosa:c
coslar a a
331 / zdr sinazr 1 n—2 rdx
" J o cosmar  (n—1)acos"lax (n—1)(n—2)a%cos"2az n-—1J cos"2ax
332 /d—x:ltanﬂ.
1+cosaz a 2
333 /L=—lcotﬂ
1 —cosazx a 2
rdx T ar 2 ar
4. [ ———— = "tan— 4+ — Incos —
33 l+cosaxr a T + a2 %
rdz T ar 2 ar
e _Z ot — + Zlnsin —
335 T cosan acot 3 +a2 nsin B
336, [Losazdr 1.9
1+ cosax a 2
1
337 —cosazdz = —a:——cotﬁ
1 —cosaz a 2
dz 1 T ar 1 azr
5. | it (24%) - L2
8 cosaz(l +cosaz) a nran g + 2 )
dz T ax ar
339/ Ly (_ _)__ . 9%
cosaz(l — cosax) mban 4+ 2 ot

(n>2)
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340

341

342

343.

344

345

346

347

348

349

350

351

352

353

21.
354

355

356

/diz = itan%+ ita,n3ﬁ
+cosar)?  2a a '
1 22 2 6 2
/ dx 1 cot & 1 cot? 2%
(1-cosaz)®?  2a 2  6a 2°
/ cosazdr 1 ~—az 1 jaz
(14 cosaz)? ~ 2a 2  6a 27
/ cosardr 1 oot 25 1 cot? 8
(1—cosaz)? ~ 2a P2 T8 2
/ dz _ axcsin 1—3costax
1+costaz  2v/2a 1+ cos?ax

dzx dx 1
/ - = / ——— = ——cotax
1 —cos?azx sin® azx a

sin(fa —b)z  sin(a+ b)z

208 OX = : fii =1b
J cosaz cosbr dx 5= a7t (lal # 18]); (fiir |a| = |b] s
dz _ (b—c)tanaz/2 1o 2
/b+ccosax N T arctan N (Fir &% > <
_ 72
_ 1 In (c—b)tanaz/2 + Vc? — b (filr B2 < )
av/c2 =02 (c—b)tanaz/2 — /2 — b2
cos az dx z b dx
il / A (s
b+ccosaz ¢ c¢J b+ccosaz
/__df_______l_lntan(ﬂJrl)_f/i_ s
cosaz(b+ccosax)  ab 2 4 bJ b+ ccosax '
/ dz _ csinaz b / dx (s
(b+ccosaz)?  a(c® —b2)(b+ccosaz) 2 —b2J b+ccosax
/ cosazdr bsinaz _ / dx (s
(b+ccosaz)?  a(b?—c2)(b+ccosax) b2—c2J b+ccosax ’
dz 1 btanax
/b2 +c2costazr  abV/B? + 2 arctan Vi + &2 (>0
dx 1 btanaz 2 2
. = : b .
b2 —c2cosar  abyb®— 2 arctan Vb2 =2 (">, 6> 0)
I
_ 1 lnbtanax Vet —-b (@>8,b>0)
2aby/c2 — b2 - btanaz + V2 — b2
7.3.3 Integrale mit Sinus- und Kosinusfunktion

. 1 .9
sinax cosax de = 2— sm” ar
a

T sindax
8 32

a(nl-l— 0 "lar (n#-1).

/ sin? az cos® ax dx =

sin'

. / sin™ ax cos ax dx =

Nr 314)

Nr.347)

Nr 347)

Nr.347)

Nr 347)
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357.

358

359.

360

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367

368.

369.

370.

/ sinaz cos" ax dr = —

/ sin” ax cos™ ax dr = —

[ Sawcosas
| Sz
| oo
| S
e
| et
|
=
/
/
/

/

sin azx cos aa:

ﬁcos’“rl (n# =1).

n—1

sin"larcos™tlar n-—1

/ sin""2 az cos™ az dz
a(n +m) n+m

(Erniedrigung der Potenz n, m und n > 0),

m—1

sin®azcos™ lax m—1

= + / sin” az cos™ 2 ax dzx

=In

a(n +m) n+m

(Erniedrigung der Potenz m; m und n > 0)

tanaz.

1 T  az 1
! [lntan (Zeoy- L]
sinfazcosaz  a 4 2 sinax

ax 1

== (ln tan — + )

sin az cos2 az  a 2  cosar
1 1

———(lntanaz— —5 )

sin®azcosaz  a 2sin® ax
1
(ln tanaz + —)
sin az 0053 az @ 2 cos? az
2
5 — cot 2ax
sinfazcosiar  a
1[ sin ax 1 +3l ta (7r+az)]
z _ “Intan [ = + ==
sin’ az cos3 ar al2cos’ar sinaz 2 4 2
1( 1 cos ar +3lt aa:)

== - ntan —

sin® az cos2 az  a \cosar 2sinaz 2 2
1 dz
n / : - (n#1) (s Nr361und 363)

sin ax cos™ ax a(n —1)cos*laz sin az cos™~2 ax

sin™ ax cos az

1 n / dz
a(n —1)sin" ' az sin"~2 azx cos ax

(n# 1)(s Nr.360 und 362)

1 1 n+m—2 / dx
sin" ax cos™ axr a(n —1) sin"!azcos™!azx n—1 sin"~2 az cos™ az
(Erniedrigung der Potenz n; m >0, n > 1),
1 1 n+m-—2 / dx
a(m—1) sin"'azcos™az n—1 sin” az cos™ 2 ax

sinaz dx
cos? ax

1
acosazx

(Erniedrigung der Potenz m; n >0, m > 1)

1
= —secar.
a
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371

372

373

374

375

376

377

378

379

380

381

382

383

384.

385

386

387

/
/
[
/
/
[
|
/
/
/

/
/-
/
v
| e
/
/

sinazdz

1

cos® ar
sinazdr

" 2acos?ax

1

1
C = —tan’az + C;.

2a

cos™ ax a

n —1)cos"~lazx

sin? az dz 1 T  ax
= ——sinazr + — lntan + —
cos ax a 4 2
sin ardx 1 sin ax 1 Int (7r n az)]
~Intan | — 4+ —
cosd ax 2coslar 2 4 2
sin? az dr sin ax 1 / dr (n#1)
n
cos™ ax a(n —1cos"laz n—1J cos"2az
sin® az da: 1 (sin?az
—= + Incosazx
cosax a 2
sin® ax d:c l
3 cosazr +
cos? ax cos ax
sin® az dr 1 1 1
cos” ax a|(mn—1)cos*lax (n—3)cos"3az
sin”™ az sin" ! az + / sin" 2 az dz (n£1)
= n .
cosax Taln-1) cos az
sin™ az sin"*! az n—m+2 [ sin"ar
Tor —2,,%%
cos™ aa" a(m —1)cos™ laz m—1 cos™2ax
sin"!az n—1 / sin" 2 az dzx
a(n —m)cos™lax n—m cos™ ax
sin" ! az n—1 [sin" lazda
a(m—1)cos™ lar m—1J cos™2%azx
cos ax dr 1 1
= —— cosec ax
sin? ax " asinaz a
cosazdr 1 cot? ax
= - + Cl
sin® az " 2asinaz 2a
cosardr 1
sin"az  a(n—1)sin™ ez
coslazdr 1 ax
= - {cosar + Intan —
sin azx a 2
cos? az dx 1 /cosax azr
= —Intan — ).
sin® az " 2q \sin%az 2
cos? ax dz 1 cos az + / dr (n£1)
— n
sin” ax " -1 \asin™ az sin""2ax
cos® ax dx 1 cos® az X
+ Insinax
sin ax 2

(s. Nr 325,326, 328)

] (n#1, n#3)

(m#1),
(m #n),
(m # 1).

(s Nr289)
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3
388. /C"Szﬂ - (sinaz—l— 1 )
sin® az a sinaz
cos*azdr 1 1 1
389. / == - 1,
sin™ ax a|(n=3)sin"3%azx (n—1)sin" laz (n#1n#3)
390 /C(?S" ar = cos" ! azx /cos".‘2 ar dz(n £1)
sin ax a(n—1) sin az
cos™ ax dx cos"!az n—m+2 [cos”azxdz
so1 [ =- . - / :
sin™ ax a(m —1)sin™ ' az m—1 sin™ 2 az (m#1)
_ cos" laz Ln= 1 fcos"?ardr (m £ n)
T a(n—m)sin™ laz  m-1 sin™ ax mzn,
_ cos" lazx _n=1 rcos"azxds (m £ 1)
T am-1)sin™laxr m-1J sin™ %ax ’
dz 1 1 ax
302 [ =% —Intan 2
sinaz(1l £ cosax) 2a(1 £ cosax) + 2q A
dz 1 1 T ax
3903. [ - : —Int (— -—).
cosaz(l £ sinaz) :F2a(1 +sinaz) + 2a 7 + 2
304 / sin az dz =lln1:l:cosax
cosaz(l £cosaz) a cos az
1. 1zsi
395, / . cosaxd?: _ by ‘smaa:.
sin az(1 + sin ax) a sinaz
sin az dz 1 1 T az
396. [ L — + lntan (J+57).
cosaz(l £sinaz) 2a(lxsinaz) = 2a ey + 2
cos az dz 1 1 ax
307. [ =- £ —Intan Z
sinaz(1l £ cosax) 2a(l £cosaz) ~ 2a ntan s
sin az dz z_ 1
308. [ TREE_ _Zx ~in(sinart :
sinaz £ cosar 2 ¥ 2a n(sinaz + cos az)
cos azx dx z 1
PR 4T 4 in(si
399 /sin peR— 3 + % n(sin az + cos az)
dz 1 ar |
00 sinazr + cosar  av/2 o tan 278
dz 1 az
401 _ =41 (1 + ———)
1+ cosaz +sinax al tan 2
dz 1 az + 6 c c
a02. [ = I it sinf = ———— _¢
bsinaz fccosar VR T E ntan B mit sin 6 s und tan@ 5
i d: 1
403 [ REE __— In(b + ccosaz).
b+ ccosax ac
d
404, [ S89TIT 1 In(b + csinaz).

b+csinax  ac
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[
d (z + )
405 / da
b+((osaz+fsmax b+ V% + f2sin(az + )
¢ c
mit sinf = —=——= und tanf = — s Nr 306
NCES f ( )
dzr 1 c
406. - - - = -
b2cos?ax + c2sinax  abe arctan (b tan am)
407 dz 1 ctanaz + b

e . e
b2costar — csinfar  2abc  ctanaxz —b
cos(a+b)z  cos(a—b)z

_ 2) .
2(a+b) 2(a—b) (a®#);
21.7.3.4 Integrale mit Tangensfunktion

408 / sinarcosbrdr = — (fira=15b s Nr354)

409 /tanaxdw = —é Incosaz

tanazx

410. /ta112 ardr =
a

1 1
411 /tan3 ardr = % tan®az + — ln cosax

412 / tan" az dz = ! —tan" " az — / tan" 2 az dz
a(n—1)
LLZL‘3 a’% 5 20527 17(171129 22n(22n _ 1)Bna2"_l.'l'2n+l
413. /“““‘”d”_TJF 5 105 T osss Tt @n+ 1)
Mit B, sind die BERNOULLIschen Zahlen (s. 7.2 4.2, S 428) bezeichnet.
tan az dx (az)®  2(az)® 17(az)’ 22n(2?2" — 1) B, (az)®!
R ..
z “rt T 75 2205 T YT @ao i)
tan™ ar 1
a5 [ tan™*! 1),
cos? Lw a(n +1) anar (n#-1)

dx z 1 .
416 jm = ;i:§ + % In(sin az + cos az).

t. x d. 1
4 % = g' + 2 In(sin az + cos azx)

21.7.3.5 Integrale mit Kotangensfunktion
418 /cot ardr = 1 Insinax
a

t o
419. /cot2 ardr = _otar T
a

420 /cot3 ardz = —i cot? ax — l Insinazx.
2a a

421 /cot“ ardr = — cot" ' azx — /cot"’2 az dz (n#1).

1
a(n—1)
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(11173 (131175 22nB a2n 1Z2n+1
422 jZCOtaZdZ—E—?—%—”'—ml)——"'.
Mit B, sind die BERNOULLIschen Zahlen (s 7 2.4.2, S 428) bezeichnet.
423 /cot azdr _ 1 az (ax)® 2(az)>  2B,(ax)™!
z " ar 3 135 4725 (2n —1)(2n)!
cot™ az 1
424, / g+ -1).
sin? az Ta(n+1) covaz (n#-1)
dz tanax dx
425. / 1+cotaz / tanaz £ 1 (5. Nr.417)

21.7.4 Integrale anderer transzendenter Funktionen
21.7.4.1 Integrale mit Hyperbelfunktionen

1
426. / sinh ax dz = - cosh ax.
1.
427 /cosh ardz = p sinh az.
.12 1 . 1
428 /smh ardr = % sinh ax cosh ax — 59:

1 1
429. / cosh? az dz = % sinh az cosh az + iz

430 / sinh” az dz

1 -1
= sinh™ ! az cosh az — nT sinh™ 2 az dz (fir n > 0),
= _a(n Y sinh™*! az cosh az — _Z I f /sinh"+2 ax d (fiir 7 < 0) (n £ —1).

431. / cosh™ az dz

1 —
= sinh az cosh™ ! az + ?—7&—1- /cosh"‘2 azdz (fiir n > 0),
= _m sinh az cosh™ az + Z—ﬁ /cosh"+2 az dz (fir n < 0) (n # —1)
432 / - da = llnta,nh @
sinhaz a 2

433. / ﬂ— = E arctan e*®
coshar a
. 1 1 .
434 /z sinhaz dz = a:c coshaz — o sinh az

1 1
435 /z coshazdxr = Ea: sinh ax — = coshaz.

436. / tanhax dx = %ln coshaz
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437 / cothazdr = é Insinh az

tanh

438 / tanh? az dz = 7 — ot
th

439. /coi:h2 azdz = g — 222 aaz.

1
440 / sinh az sinh bz dz = pra™ (asinh bz cosh az — bcosh bz sinh ax) (a® # b?).
441. / coshaz cosh bz dr = %b? (asinh az cosh bz — bsinh bz cosh ax) (a® # b?)
o a® —
1
442 / coshaz sinh bz dr = Py (asinh bz sinh az — bcosh bz cosh az) (a® # b?).

1
443 / sinhazsinaz dz = % (cosh az sin az — sinh ax cos az)
a
1 . .
444 / coshaz cosazr dzr = % (sinh az cos ax + cosh az sin ax)
. 1 . .
445 / sinhaz cosar dz = % (cosh az cos ax + sinh az sin ax).

1
446 / coshazsinardz = %(sinh az sin az — cosh az cos az)

21.7.4.2 Integrale mit Exponentialfunktionen
ar — l azx
447 [ e da - e

eaz
448 /xe‘“ dr = g(az -1).

2
449 /xze‘”dz = e (z_ - 2_:2c + %) .
a a® a

1
450. /z"e‘12 dz = Ez"e‘” — -Z/z"“le‘” dz.

e (az)* | (az)®
451 /Zdz—lna:+1 1‘+22+33!+

t
Das bestimmte Integral / E;‘/—dt nennt man Integralexponentialfunktion (s. 8.2.5,4., S 478) und be-

zeichnet es mit Ei(z). Fir z > 0 divergiert dieses Integral im Punkt ¢ = 0, in diesem Falle versteht
man unter Ei(z) den Hauptwert des uneigentlichen Integrals (s. 8.2.5,4.,S 478).

z
t 1132 ZL’3

[+ T "
[Ta=Crnllt gt gyt

—00

Mit C ist die EULERsche Konstante (s 8 2.5,2., S. 477) bezeichnet
aI eaz eu.r
452. j n—l( po +a/zn ld:c) (n#1).
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aT
453 [ _ Ly
1+e® a 1+4e®
dz z 1
454. ==——lIn(b Y.
5 b+ce* b ab n(b+ee™)
e dz 1
455. [ ———— = —1In(b SN
55 b ~ ac n(b + ce®)
dx 1 w |
456. /W =marctan e (_3 (bC>0)7
1 c+ e*/—bc
= bc<0).
2av/—bc - €%/ —bc ( )
ze®* dz e
57 [ = :
5 (1+az)2  a?(1+azx)
O.’El 1 axr
458. /e“’ nzds =< anz - E/%dz; (s. Nr.451)
459 /e“I sin bz dr = i (asinbz — bcosbz).
a?+ b?
aT
460. /e‘” cosbr dz = e—(a cos bz + bsin bzx).
a? +b?
az qinn—1
461. /e‘” sin"zdr = E——S—I—Il———m(asinar: —NCosxT)
a? + n?
n(n - 1) az i n—2
praml I sin""“zdz; (s. Nr.447 und 459).
az n—1
462. /e‘” cos"zdx = %(a cosz + nsinz)
a?+n
-1
+?1(2n+ n2) / e cos" 2z dz, (s. Nr 447 und 460).

ax

463. /ze‘”” sinbz dz = a,few(a sinbz — bcosbz) — (a"’i—bl’y[(az -

b?) sin bz — 2ab cos bz]

° (acosbz + bsinbz) — a? — b%) cos bz + 2absin ba

T
464 / % cos be dz =
re™ Cosox axr a2+b2

eaz
@l
21.7.4.3 Integrale mit logarithmischen Funktionen
465 /lnzda: =zl -z

466. /(ln z)?dz = z(lnz)? — 2zInz + 2z.
467. /(ln z)3dz = z(Inz)® — 3z(Inz)? + 6z lnz — 62.

468 /(ln z)"dz = z(lnz)" — n/(lmv)"‘1 dz (n # =1).
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(Inz)? (lnz)?
2.2 3.3

469. /ﬁ=lnlnx+lnz+ + .-
Inz

x
dt
Das bestimmte Integral / i nennt man Integrallogarithmus (s. 8.2.5,3., S. 477) und bezeichnet es
0

mit Li(z) Fiir £ > 1 divergiert dieses Integral im Punkt ¢ = 1 In diesem Fall versteht man unter Li(z)
den Hauptwert des uneigentlichen Integrals (s. 8.2.5,3., S. 477)

Der Integrallogarithmus héngt mit der Integralexponentialfunktion (s. 8.2.5,4., S. 478) zusammen.
Li(z) = Ei(lnz)

dz z 1 dx
470. / (nz)*  (n—-1)(Inz)™! + n—1 / (Inz)n-1 (n#1); (5. Nr 469)
Inz 1
m _m+l | - _
471 /9: Inzdr==z [m+1 (m+1)2] (m # —1).
m n xm+l(ln x)n n m n—1 .
n n+1
473 /(lna:) dr — (Inz) .
z n+1
474 /m_xd - e . L (m#1)
) T (m—1)zm-1  (m—1)2zm-! m '
(Inz* (Inz)® n (lnz)m!
475 / = e / o (m#1), (5. Nr.474).
™ dx e Y i
ate. [ 22 —dey mity = —(m+1)Inz, (5. Nr.451)
™ dz g+l m+1  z™dz
47T / (Inz)* (n—1)(nz)"! + n—1J (lnz)*! (n #1).

478. / de =Inlnz.
zlnzx

_ 1) 2 _1)3 3
479, / dz —Inlnz—(n—1)lnz + (n—1)*(nz)* (n—1)*nz)
z"Inz

2.2! 3.3!
a0, [ i 2 D),
®l /zp(iizz)" - =P~ !(n ——1;(11193)”‘1 - z:i z”(lrtliz)"—l (n#1).
482. /lnsinzda: =zhz—z- T—; - % ————— —22;(—215127?;’1 — e
Mit B, sind die BERNOULLIschen Zahlen (s. 7 2.4 2, S 428) bezeichnet.
483. /ln coszdz = —%3 - z—:) - 3_27173 _____ __—2%:((22:"_'_—1;!)3"12"“ ...
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3 72 220221 — 1)B, g0
484 /lntanzdz—:clnx—z+-9—+450+ = —"(Wx A S
485 / sinlnz dz = g(sin Inz — coslnz)
486. /coslnxdz = g(sinlnz+coslnz).
1 1 e
487. /e‘” Inzde = Ee‘” Inz — E/?dw’ (s Nr 451)

21.7.4.4 Integrale mit inversen trigonometrischen Funktionen
488. /arcsin g dz = x arcsin g +va? —z2.

2 2
489 /a:arcsinzdxz r_e arcsinz+z\/a2—z2.
a 2 4 a 4
s . T 2z 1, N s
490 /z arcsin — dz = — arcsin — + —(z* + 2a*)Va? — z
a 3 a 9
.z
arcsin — dz T 1 2133 1-3 P 1-3.5 27
491 / e I, Ly L4 L
T a 2-3-3a% 2-4-5-5a% 2-4-6-7-Td”
.z
arcsin—dz z 1 _a+Va@2—22
492 /-Ta:——arcsin———ln———————.
T T a z
493. /arccos%da:=zarccos§——\/a?—x2
2 2
494 /:carccosfdx= r_« arccosf—-z\/a?—a:z.
a 2 4 a 4
495. j:ﬁarccos—dx———ar(‘cos———(z + 2a*)Va? — z?
arccos —dz 1 28 1.3 25 1.3.5 47
496/ =Tmz-2- Lo
T 2 2:3 3a® 2-4-5-5a5 2-4-6-7-7a”
arccos — dz [Z — 22
497./ 5 =——arccos-ai+llna+ i
T T a a z
498 /arctan dx-:carctang——ln(a +22).
1
499. /a:arctan—d:c=—(x2+a ) arcta r_u
a 2 a 2
500 /z arctanwdx—w—:iarctang—a—ﬁ+ In(a® + 2?)
a 3 a 6 6
. L I ™ dr
501. /z“arctan;d:c=n+13rctang n+1/a2+x2 (n# -1)
arctan — dz 3
- 5 7
oz T z
2 [——t— =gt mg o (el<ld)
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z
arctan — dz 2 2
503. /__a__ — arctan 2 — — In u.
T2 z a 2a z2
T
arctan 2 dz 1 z a
504 / = tan Z / 1
" (n—1)zn-t arctan 1 zn1(a? + 22) (n#1)

505. /arccot g dx =2z arccot;zl- + gln(a2 +2?)

1
506. /za.rccot s = =(a* + a?) arccot I e
a 2 a 2
3 2 3
507 jzz arccot g dz = % arccot —E + % - %— In(a® + z?)
" T $"+1 Z"+1dz
508. jz arccot—dz=n+1arccota n+1/a2+x2 (n# -1).
arccot — da: 3 5 7
™ z T z z
509. /———=—1 A A
z 2 PPy + 3%2a% 525 T2q7
arccot = dz 2, .2
o 1 1
510. /_—a = ——arccot  + —1In 2 Rk .
x? z a 2a z?
arccot = dz
a 1 z a dz
511 / e __ z_ 1).
" (n —1)zn-! arccot a n-1J zn (a2 +12?) (n#1)

21.7.4.5 Integrale mit inversen Hyperbelfunktion
512. /Arsinh g dz = zArsinhg - V2 +a?

513 /Arcosh E dz = z Arcosh 2 — /27 — &2
a
514 /Artanh g dz =z Artanh% + gln(a2 —a?)

515 /Arcoth 2 dz = zArcothg + g In(z? — a?).



