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Brownsche Bewegung I

7. Übungsblatt

Aufgabe 1

Sei Gn = H∨G für σ-Algebren H und G, und Z eine Zufallsgröße. Zeigen Sie dass aus G und H unabhängig,
und G und Z unabhängig folgt

E
(
Z|Gn

)
= E

(
Z|H

)
, P-f.s.

Aufgabe 2

Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G ⊆ F eine Teil-σ-algebra und X,Y ∈ L1(Ω,F ,P) unabhängige
Zufallsgrößen. Zeigen Sie:

E
(
XY |G

)
= E

(
X|G

)
· E
(
Y |G

)
, P–f.s.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zuerst für Indikatorfunktionen. Dann für allgemeine X,Y ≥ 0 “hoch-
ziehen”.

Aufgabe 3

Sei B = {B(t) : t ≥ 0} eine Standard–Brownsche Bewegung .

(a) Zeigen Sie, dass eine (zufällige) Familie von Partitionen

0 = t
(n)
0 ≤ t(n)1 ≤ · · · ≤ t(n)k(n)−1 ≤ t

(n)
k(n) = t

existiert, so dass

lim
n→∞

k(n)∑
j=1

(
B(t

(n)
j )−B(t

(n)
j−1)

)2
=∞, P-f.s.

Hinweis: Verwenden sie die Konstruktion der Brownschen Bewegung (Theorem 2.2.15) um eine Par-
tition aus dyadischen Intervallen der Form [k2−n, (k + 1)−n] zu konstruieren, so dass für jedes dieser
Intervalle und beliebigem M ≥ 0 gilt∣∣B((k + 1)2−n

)
−B

(
k2−n

)∣∣ ≥M2−n/2 P-f.s.

(b) Konstruieren Sie eine (deterministische) Folge von Partitionen

0 = t
(n)
0 ≤ t(n)1 ≤ · · · ≤ t(n)k(n)−1 ≤ t

(n)
k(n) = t

mit Gitterbreite 4(n) −−−−→
n→∞

0, so dass

lim sup
n→∞

k(n)∑
j=1

(
B(t

(n)
j )−B(t

(n)
j−1)

)2
=∞, P-f.s.



Aufgabe 4

Sei B = {B(t) : t ≥ 0} eine Standard–Brownsche Bewegung . Betrachten Sie eine (nicht unbedingt
verschachtelte) Folge von Partitionen

0 = t
(n)
0 ≤ t(n)1 ≤ · · · ≤ t(n)k(n)−1 ≤ t

(n)
k(n) = t

mit Gitterbreite 4(n) −−−−→
n→∞

0.

(a) Zeigen Sie,

lim
n→∞

k(n)∑
j=1

(
B(t

(n)
j )−B(t

(n)
j−1)

)2
= t, (1)

im Sinne von Konvergenz im L2.

(b) Es gelte zusätzlich
∞∑

n=1

k(n)∑
j=1

(
t
(n)
j − t(n)j−1

)2
<∞.

Zeigen Sie, dass dann die Konvergenz in (1) auch P-f.s. gilt.


