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Verzweigungs{ und Erneuerungstheorie

8. �Ubungsblatt

Aufgabe 1

Man zeige, dass die stochastische Folge aus Beispiel 1.1.6(a) station�ar ist, und man berechne f�ur die Beispiele
1.1.6. (a) und (b) Erwartungswert{ und Kovarianzfunktion.

Aufgabe 2

Sei (Xn)n�1 eine homogene Markovkette mit Zustandsraum S = f0; 1g und �Ubergangsmatrix

P =

�
1� � �
� 1� �

�
;

wobei �; � 2 [0; 1] mit �+� > 0. Man berechne die Kovarianzfunktion r(Xm; Xn+m) sowie deren Grenzwert
f�urm!1, n fest. Unter welchen Bedingungen ist der Prozess (Xn)n�1 station�ar? Man berechne au�erdem

lim
n!1

1

n

nX
r=1

P(Xr = 1):

Aufgabe 3

Es seien (Nt)t�0 ein PP (�) und T0 eine davon unabh�angige Zufallsgr�o�e mit Verteilung P(T0 = 1) = P(T0 =
�1) = 1=2. Wir setzen Tt := T0(�1)

Nt . Man zeige, dass (Tt)t�0 station�ar ist und berechne r(Ts; Ts+t) sowie

Erwartungswert und Varianz des Integrals Xt :=
R t
0
Tsds.

Aufgabe 4

Seien (Xn)n�1 i.i.d. mit X1 � B(1; p) (also Bernoulli{verteilt mit Parameter p 2 (0; 1)) die Zwischenan-
kunftszeiten des Erneuerungsprozesses (Nt)t�0. Man bestimme die Verteilungen von Nt; t � 0 sowie von
C(s); E(s) und D(s), s > 0 (vgl. De�nition 1.2.6).

Aufgabe 5

Zwei Bankschalter seien mit je einer Bankkau�rau besetzt,deren Bedienzeiten jeweils exponentiell verteilt
mit Parameter � bzw. �. Ein Kunde kommt in die Bank, �ndet beide Schalter durch Kunden A bzw. B
besetzt und stellt sich vor einem der beiden Schalter an.

(a) Man w�ahlt zuf�allig einen Schalter, wo man sich anstellt, kein sp�ateres Wechseln sei erlaubt. Wie gro�
ist die Wahrscheinlichkeit, dass man die Bank erst nach den Kunden A und B verl�asst?

(b) Wie gro� ist diese Wahrscheinlichkeit, wenn man sich bei der schnelleren Bankkau�rau (� und � sind
uns also bekannt) anstellt?

(c) Wie gro� ist diese Wahrscheinlichkeit, wenn man sich gar nicht anstellt, sondern zu dem Schalter geht,
der zuerst frei wird?



Aufgabe 6

Wir betrachten ein A=B=1=1{Modell, wobei A ein PP (�) ist und B � Exp� (und i.i.d. Bedienzeiten). Zur
Zeit 0 sei ein Kunde im System, der sich gerade in Bedienung be�ndet. Man zeige

P(der n�achste Kunde kommt vor der Zeit t und �ndet den Schalter besetzt) =
�

�+ �
(1�e�(�+�)t); t � 0:

Aufgabe 7

Man will eine viel befahrene Stra�e an einer festen Stelle �uberqueren. Die Autos bilden einen PP (�) und
man ben�otigt eine (bekannte) Zeit a, um die Stra�e zu �uberqueren. Sei � der (zuf�allige) Zeitpunkt, zu dem
man auf der anderen Seite der Stra�e ankommt. Man zeige, dass

E� =
ea� � 1

�
:

Jetzt stelle man sich eine zweispurige Stra�e vor mit Verkehr PP (�) bzw. PP (�) vor. Man berechne jetzt
wieder E� { und zwar f�ur die beiden F�alle, dass man zwischen den Spuren stehen kann (Verkehrsinsel o.�a.)
oder nicht. Was dauert l�anger?


