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Verzweigungs- und Erneuerungstheorie

Aufgabe 1

Sei (𝑍𝑛)𝑛 ein Galton-Watson Prozess mit 𝔼𝑍􏷠 < ∞ und 𝜂 = ℙ(𝑍𝑛 → ∞). Zeigen Sie, dass
𝐺𝑛(𝑡) ↑ 𝜂 ür 𝑛 → ∞, falls 𝑡 ∈ [0, 𝜂) und 𝐺𝑛(𝑡) ↓ 𝜂 ür 𝑛 → ∞, falls 𝑡 ∈ (𝜂, 1).

Aufgabe 2

Sei (𝑍𝑛)𝑛 ein Galton-Watson Prozess mit ℙ(𝑍􏷠 = 𝑘) = 2−𝑘−􏷠 ür 𝑘 ≥ 0. Zeigen Sie, dass
ℙ(𝑍𝑛 ≤ 2𝑦𝑛 | 𝑍𝑛 > 0) → 1 − 𝑒−􏷡𝑦 ür 𝑛 → ∞ mit 𝑦 > 0.
Hinweis: Bestimmen Sie zunächst die erzeugende Funktion 𝐺𝑛, und leiten Sie dann mit deren

Hilfe eine explizite Formel ür ℙ(𝑍𝑛 = 𝑘), 𝑘 ≥ 1, her.

Aufgabe 3

Betrachten Sie einen GW Prozess mit ℙ(𝑍􏷠 = 𝑘) = 𝑞𝑘𝑝 wobei 𝜇 = 𝑞
𝑝 > 1. Zeigen Sie, dass die

bedingte Verteilung von
𝑍𝑛
𝜇𝑛 , gegeben 𝑍𝑛 > 0, gegen die Exponentialverteilung mit Parameter

1 − 1𝜇 konvergiert.

Hinweis: Drücken Sie dazu zunächst die bedingte charakteristische Funktion von 𝑍𝑛/𝜇𝑛

𝔼􏿴𝑒𝑖𝑡
𝑍𝑛
𝜇𝑛 􏿖 𝑍𝑛 > 0􏿷

mit Hilfe der erzeugenden Funktion 𝐺𝑛 von 𝑍𝑛 aus.

Wir nehmen immer an, dass 𝑍􏷟 = 1 ist.


