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Ubungen zur Veranstaltung Stochastische Prozesse

Aufgabe 17: Es sei (X,Y) ein GauB’scher Vektor im R? mit Korre-
lationskoeffizient p = K(;‘;ffyy) (6% = Var(X), 02 = Var(Y)). Weiter

sel A = pZ sowie a = E(X) — pZXE(Y). Zeigen Sie, dal AY + a eine
Version von E(X|Y) ist.

Aufgabe 18: Es sei X eine nichtnegative bzw. integrierbare numeri-
scher Zufallsvariable. Zeigen Sie: Eine C-mef3bare, numerische, nichtne-
gative bzw. integrierbare Zufallsvariable X ist genau dann eine Version
der bedingten Erwartung E(X|C), wenn

/ZXOdP:/ZXdP

fiir alle C-meBbaren Zufallsvariablen Z gilt, welche nichtnegativ bzw.
beschrénkt sind.

Aufgabe 19:

a) Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge A €
A9" heif3t permutationsinvariant, falls fiir alle Permutationen
o e S" gilt:

(21,...,20) €A <= (To(1)s- - Tom)) = 0((z1,...,2,)) € A.

C bezeichne die o-Algebra der permutationsinvarianten Men-
gen. Zeigen Sie, daf fiir eine beliebige integrierbare Zufallsva-
riable X : " — R

E(X|C) = Z X oo.
! oceS”
b) Xi,..., X, seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsva-

riable. Zeigen Sie mit Hilfe von a), daB F(X;|S,) = 15,.

Aufgabe 20: (Jensensche Ungleichung) Es sei X eine reelle integrier-
bare Zufallsvariable mit Werten in einem Intervall I C R. ¢ : [ — R sei
konvex und monoton wachsend. Weiter sei C C 2l eine Unter-o-Algebra.
Zeigen Sie:

a) E(X|C) eI P-ts.



b) Falls ¢ o X quasi-integrierbar, so gilt
q(E(X|C)) < E(q0 X|C)

(Hinweis: Verwenden Sie die 3-Schritt Methode zur Konstruk-
tion des Erwartungswertes und die elementare Jensensche Un-

gleichung:
gAzr + o Azn) < Mg(xr) + o+ Ang(xy)
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