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Ubungen zur Veranstaltung Stochastische Prozesse

Aufgabe 20:

(a) Essei X Ny e-verteilt mit o > 0. Zeigen Sie, daB E(eX) = /2
gilt.

(b) Es sei (B; : t > 0) eine normale Brownsche Bewegung und
2; := AP die kanonische Filtration. Fiir ein o € R fest und
t >0 sei

2
X, = exp(aB; — %t) (geometrische Brownsche Bewegung)

Zeigen Sie, daB (X; : t > 0) ein Martingal beztiglich (2(; : ¢ > 0)
1st.

Aufgabe 21: Zeigen Sie, dafl ein (2, : t € I)-adaptierter Prozel (X, :
t € I) genau dann ein Submartingal [Martingal, Supermartingal] ist,
wenn E(1cX;) > E(1¢X,) [=, <] ist fiir alle s,t € I, s < t und alle
C e .

Aufgabe 22: Es sei (Q,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X; :
t € I) ein an die Filtration (2, : t € I) adaptierter Proze8. Zeigen Sie,
dafl die P-Vervollstindigung (2? : ¢t € I) eine Filtration ist und der
ProzeB (X; : t € I) auch an diese Filtration adaptiert ist. Zeigen Sie
weiter, daB falls (X; : ¢t € I) ein (Sub/Super-)Martingal bzgl. (; : t €
I) ist, so ist es auch eins bzgl. (A?: ¢ € I).

Aufgabe 23: Es seien T,, Stopzeiten bzgl. der Filtration (4, : t € Ry)
fiir alle n € N. Zeigen Sie, dafl dann auch sup,, 7}, und inf,, T;, Stopzeiten
sind.
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