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Aufgabe 1 [10 Punkte]

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

1 4 5 0
-1 0 -1 0
3 -2 1 0
2 3 5 1
Lésung: Seien s1, ..., sq4 die Spalten. Wie man sieht ist s3 Linearkombination der ersten beiden:

s3 = s1 + s9. Allerdings sind s1, s9, 84 linear unabhéingig: Sei k1, ko, k4 so daf3
0 = k151 + koso + kasy .

Aus der zweiten Zeile folgt dann —k; = 0, also k; = 0. Eingesetzt in die erste Zeile ist dann
4ko = 0, also ko = 0. Letztlich in die 4. Zeile eingesetzt erhalten wir k4 = 0.
Insgesamt ist der Rang also 3 (maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten).

Aufgabe 2 [6 Punkte]

Bestimmen Sie, mit Hilfe des Dimensionssatz dim Ke ¢ fiir
(a) ¢ : K® — K3 mit ¢ surjektiv,
(b) ¢: K* - K, mit dimBip = 3,

(c) p: M(2x2,K)—> M(2x2,K), mit dimBip = 1.

Losung:

(a) Da ¢ surjektiv ist, ist dimBig = 3. Also ist dim Ke ¢ = 3.
(b) Wie oben, dimKeg = 1.

(c) DadimM(2x2,K) =4, ist dimKep =4 —1=3.



Aufgabe 3 [8 Punkte]

Bestimmen Sie mit Hilfe der Determinante, fiir welche k € R die Matrix

k10 —k
010 0
011 o0 |eM@xam
k0o 1

invertierbar ist.

Losung: Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir nach der zweiten Zeile (viele Nullen)
und verwenden dann die Regel von Sarrus.

K k0 —k
=(-1)*2%.1-det| 0 1 0
E 0 1

det

O O
O =
O~ OO

0
0
1

=k+k?>=k(1+Fk)

Da fiir k& # 0, —1 dieser Ausdruck nicht null ist, ist die Matrix fiir diese Werte invertierbar.

Aufgabe 4 [8 Punkte]

Finden Sie das Inverse zu folgender Matrix

e R
—
=)

Lésung: Verwenden wir das Standardverfahren:

11 0/1 00 1101 00
1 1 1|0 O || 0 O0 1|-1 1 0
01 1/0 0 1 01 1|0 01
1101 00 1 1 01 0 0 1 0 0] 0 1 -1
w |l 0110 01 ]w]| O1O0|1 -11]w|O0O1O01 -1 1
0 0 1|—-1 1 0 00 1|]—-1 1 0 00 1|-1 1 0
Also ist das Inverse
0 1 -1
1 -1 1
-1 1 0
Aufgabe 5 [6 Punkte]

Seien A, B und S n x n-Matrizen, mit S invertierbar und
A=S"'BS .
Begriinden Sie ausfiihrlich, warum det(A) = det(B).



Loésung: Aus der Vorlesung wissen wir, da det(AB) = det(A)det(B) ist und det(A4)~! =
det(A™1). Also gilt

det(A) = det(S'BS) = det(S71) det(B) det(S) = det(S) ™! det(B) det(S) = det(B) .

Fiir den letzten Schritt beachten wir, dafl die Multiplikation in Kérpern kommutativ ist.

Aufgabe 6 [9 Punkte]

Zeigen Sie:

(a) Ist A € M(n x n,K) eine invertierbar Matrix und k¥ € K mit k # 0, so ist auch kA
invertierbar.

(b) Ist A%2 =0, so sind auch I,, — A und I,, + A invertierbar.
Geben Sie ausserdem ein Beispiel an, das zeigt, daf die folgende Aussage falsch ist:

(¢) Sind A, B e M(n x n, K) invertierbar, so ist auch A + B invertierbar.

Losung:

(a) Da A~! und k~! existieren ist:
(kA (k~'A™Y) = kk1AA = 1T =T .

Ebenso
(KPA YA =k kATTA=1T=1T.

Also ist kA invertierbar nach Definition.

(b) Es gilt (I, — A)(I, + A) = I, — A+ A — A% = I,,. Genauso anderstherum. Also ist I,, — A
und I, + A invertierbar (sogar gegenseitig das Inverse).

(c) Sei A= I, und B = —I,. Dann ist A2 = B% = I,,, also beide invertierbar. Aber A+ B = 0.
Da fiir alle n x n Matrizen C' gilt 0C' = 0 = C'0, kann es kein Inverses zu 0 bzw. C geben.

Aufgabe 7 [12 Punkte]

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Sind vy,...,v, Eigenvektoren mit dem gleichem Eigenwert k, so ist jeder nicht-triviale
Vektor aus (v1,...,v,) ein Eigenvektor zum Eigenwert k.

(b) Ist v ein Eigenvektor mit Eigenwert k& und w einer mit Eigenwert ¢, so ist v +w Eigenvektor
mit Eigenwert k + /.

(¢) Ist v ein Eigenvektor von ¢ und gleichzeitig auch Eigenvektor von ¢ : W — U, so ist v auch
Eigenvektor von v o ¢.

(d) Ist k ein Eigenwert von ¢ und gleichzeitig auch Eigenwert von ¢ : W — U, so ist k auch
Eigenwert von v o ¢.



Loésung:

(a) Seiwve (vi,...,v,). Also existieren ki, ..., k, mit

n
v = Z kivi .
i=1

Dann ist aber, da ¢ linear ist

(p(v) =@ (Zn: kﬂ}z) = Zn: szO(UL) = i k;kv;, = k <i kZ’UZ> = kv .
i=1 i=1 i =

D.h. v ist Eigenvektor zum Eigenwert k.

(b) Ist Schmarrn. Z.b. ist zu I3 nur 1 Eigenwert, aber mit jedem Vektor als Eigenvektor. Aber
e1 + eg hat nicht den Eigenwert 1 + 1 = 2.

(¢) Stimmt. Sei v Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert & und von ¢ zum Eigenwert ¢. Dann ist
Y(p(v)) = (kv) = ky(v) = klv .

D.h. v ist Eigenvektor von v o ¢ (mit Eigenwert kf).

10 0 0
A=<0 0>undB=<O 1>

Dann hat ¢4 und ¢p den Eigenwert 1 (und 0, aber das ist egal) (und zum Eigenvektor e;
bzw. ey, aber auch das ist hier nicht wichtig). Aber pp o pas = vpa = po = 0. D.h. die
verkniipfte Abbildung hat nur den Eigenwert 0, aber nicht 1.

(d) Falsch. Sei z.B.

Aufgabe 8 [10 Punkte]

Finden Sie alle Eigenwerte der folgenden Matrix in M (3 x 3,R) und bestimmen sie zu jedem
FEigenwert einen Eigenvektor.

1 -1 0

-1 2 -1

0 -1 1

Loésung: Das charakteristische Polynom ist:

det(A—kI)=(1—-k)2—-k)(1-k)+0+0—-0—(1—Fk) —(1—k)
=(1-k)2?Q2-k -20-k) =(1-k)((1-k2-k) -2
= (1 —k)(k* —3k) = (1 — k)k(k — 3)

Also sind die Eigenwerte 0, 1, 3.



