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Vorwort

Wie so oft, soll auch an dieser Stelle die Warnung stehen, dafl das
Lesen des Skriptes nicht den Besuch der Vorlesung ersetzt. Es erhebt
keinen Anspruch auf Vollstéindigkeit. Der grofie weile Rand auf der
rechten Seite ist fiir Notizen und Anmerkungen gedacht. Fiir das
Auffinden eventueller Fehler (Rechtschreib- oder schwerwiegendere)
bin ich immer dankbar.
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Vorwissen, Notation

0.1 Logik

Die Einsicht, die der formalen Logik zu Grunde liegt, ist, daf} einige
Argumente nur auf Grund ihrer Struktur richtig sind. So ist

» Wenn alle Kreter liigen und Epimenides Kreter ist, dann
liigt Epimenides.“

immer korrekt — und das unabhéngig davon ob wirklich alle Kreter
liigen. Der Wahrheitsgehalt #ndert sich ebenfalls nicht, wenn man
“Epimenides” durch “Angela” ersetzt; oder “Epimenides durch “5” die
Aussage “Kreter” durch “Primzahl” und “liigen” durch “ungerade
sein” ersetzt.

Wie sich im 20. Jhd. zeigte kann die gesamte Mathematik auf
extrem wenige Grundannahmen, welche man als wahr akzeptieren
muss, nur durch logische Schliisse, die immer korrekt sind, aufgebaut
werden. Um dies einwandfrei zu tun muss man zunéchst die verwendete
Sprache prézisieren.

Als erstes benttigt man Namen fiir Objekte — die sogenannten
Terme.'

Definition 0.1.1. Ein Term ist induktiv definiert durch die folgenden
Regeln:

e Gewisse Konstanten wie z.B. 0, 1, e, 7 sind Terme. Oft verwenden
wir die Buchstaben c,d,...,cq,c9,c3,....

e Alle Variablen sind Terme. Normalerweise verwenden wir fiir
Variablen die Buchstaben x,y, z oder auch x1, xo, . ...

e Sind t1,...,t, Terme und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol,
so ist auch f(t1,...,t,) ein Term.

Welche Konstanten, Funktionssymbole usw. wir benétigen héingt natiirlich vom
Autor und Teilgebiet der Mathematik ab. Prinzipiell konnte man sich aber auf
genau ein System einigen.
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Beispiele fiir Terme sind also x oder ¢ aber auch f(x,y) oder
9(f(c,g(y))) — natiirlich unter der Annahme, daf§ f und g die richtigen
Stelligkeiten haben.

Als néchstes wollen wir Aussagen iiber Objekte machen. Hierzu
wieder eine induktive Definition, welche Sétze wir tiberhaupt betrach-
ten.

Definition 0.1.2. Eine Aussage ist induktiv definiert durch die fol-
genden Regeln:

e Grundaussagen sind die sogenannten Propositionale bzw. (n-
stelligen) Prédikate. Fiir abstrakte Propositionale bzw. Pridikate
verwenden wir oft die Groflbuchstaben P,Q),.... Ist P ein n-
stelliges Priadikat und t,...,t, Terme, so ist P(ty,...,t,) eine
Aussage. Ebenso ist jedes Propositional eine Aussage.

e Sind «, S Aussagen, so auch

. aAf—,aund 8¢,
. aVf - ,aoder B¢,

. D« — ,nicht o,

1

2

3

4. ¢« = [ — ,« impliziert 8*, ,wenn « dann B“, usw.

5. 3z : o — ,Es existiert (mindestens) ein = so dass « gilt®,
6

. Vz:a— Fir alle z gilt o “.

Ausserdem benutzen wir auch o <= f als Abkiirzung fiir
(@ = BAN(B = a).

Ein Satz, in der keine Variable vorkommt, oder jede Variable durch
einen Quantor V oder 3 gebunden wird, heifft Aussage. Kommen
Variablen ungebunden (frei) vor, so sprechen wir von einer Aussage-
form.

Bis jetzt haben wir nur die Syntax erklért, d.h. nur formal die
Zeichen identifiziert, mit denen wir arbeiten wollen. Was noch fehlt ist
die Bedeutung dieser Zeichenketten; die sogenannte Semantik. Unser
Ziel ist es hierbei jeder Aussage einen Wahrheitswert zuzuordnen. Hier
miissen wir zunéchst festlegen wie die Terme interpretiert werden.
Danach kénnen wir jeder Aussage o einen Wahrheitswert zuordnen.
Ist « ein Propositional bzw. ein Prédikat, in welches Terme eingesetzt
sind, kénnen wir einen der Interpretation angemessenen Wahrheitswert
wéhlen. Haben wir uns hier festgelegt folgt der Wahrheitswert fiir
kompliziertere Terme zwangsweise:

e a A f soll genau dann wahr sein wenn sowohl « als auch 8 wahr
sind.
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a V B soll genau dann wahr sein wenn entweder « oder 3 (oder
beide) wahr sind.

e —« soll genau dann wahr sein, wenn « falsch ist.

e a = [3 soll genau dann wahr sein, wenn entweder « falsch ist,
oder sowohl « als auch g wahr sind.

e Jx : a soll genau dann wahr sein, wenn es ein Objekt gibt, so
daB fiir dieses Objekt die Aussage o wahr ist.

e Vx : « soll genau dann wahr sein, wenn fiir alle Objekte, die wir
betrachten die Aussage « wahr ist.

Mit diesen Regeln koénnen wir den Wahrheitswert aller Aussagen
“berechnen”. Insbesondere interessieren uns logische Schliisse, d.h Aus-
sagen der Form @ = [, welche immer wahr sind, d.h. unabhéngig
davon, wie wir die Terme, Propositionale und Préadikate interpretieren.

Satz 0.1.3. Die folgenden Aussagen sind logische Schliisse:

1. (aNB) = «

2. (aN(a = B)) = B

3. (a = B) &= (-8 = —q)

4. (0 = )N (ma = B)) = 8

5. Weitere kommen im Laufe der Vorlesung hinzu.

Als letztes interessiert uns das Konzept eines Beweises. Unter
einem Beweis verstehen wir die Herleitung von Aussagen aus wenigen
Grundannahmen (Axiomen) und bereits bewiesenen Aussagen durch
logische Schliisse.

0.2 Mengen

Mengen bilden die Grundlage der modernen Mathematik. Auch wenn
man Mengen axiomatisch formal einfiihren und betrachten kann wollen
wir uns auf ein naives Verstindnis beschrinken,” welches fiir diese
Vorlesung vollkommen ausreicht.

Eine Menge ist eine Ansammlung von Objekten. Meist verwenden
wir fiir generische (nicht néher spezifizierten) Mengen grofle, lateinische

2Lange Zeit dachte man, daf dieser naive, intuitive Zugang sich problemlos
formalisieren ldsst. Diese Hoffnung wurde durch Bertrand Russel zerstort, indem
er vorschlug die Menge zu betrachten, die alle Mengen enthélt, die sich nicht
selbst enthalten. Eine solche Menge kann nicht existieren, da sowohl die Annahme,
daf} sie sich selbst enthilt wie auch die Annahme, daf3 sie sich nicht enthilt zu
Widerspriichen fithrt. Die Implikation dieses sogenannten Russell’schen Paradox
ist, da8 wir nicht beliebige Mengen durch Beschreibung einer Eigenschaft formen
konnen, sondern nur nach gewissen Regeln geformte Mengen.

7
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Buchstaben, also A, B,C, . ... Ist ein Objekt x Element einer Menge
A, so schreiben wir
reA.

Ist dies nicht der Fall schreiben wir x ¢ A. Fiir Objekte verwenden
wir normalerweise kleine lateinische Buchstaben a, b, c,.... Allerdings
kann es natiirlich auch sein, dafl Mengen wieder selber Elemente von
Mengen sind, in welchen Falle diese Grof3- und Kleinschreibungsregel
nicht mehr funktioniert.

Mengen kénnen wir entweder durch Aufzéhlung oder Angabe von ei-
ner definierenden Eigenschaft beschreiben. In beiden Féllen verwenden
wir geschweifte Klammern { und }. Erstere Moglichkeit funktioniert
nur bei endlichen Mengen. So wird die Menge, die die Zahlen 1,2,4,5
enthélt als {1,2,4,5} bezeichnet. Die zweite Notation ist besser fiir
grofle und komplizierte Mengen geeignet. Die Struktur ist die folgende:

{Objekttyp | Eigenschaft}

also z.B. {x natiirliche Zahl | z ist gerade}. Eine Mischform ist die
“unendliche Aufzéhlung”. Z.B. ist klar, da8 {1,3,5,7,9,...} die Menge
aller ungeraden, natiirlichen Zahlen ist. Es sollte allerdings immer klar
sein, welche Menge gemeint ist. Es ist beispielsweise nicht klar, ob
{2,4, ey 2200} die Menge aller geraden Zahlen oder die aller Zwei-
erpotenzen zwischen 2 und 229 sein soll. Diese Schreibweise ist also
nur eine abkiirzende Notation zur Vereinfachung der Kommunikation
zwischen Mathematikern.

Die langweiligste Menge ist die, die gar kein Objekt enthilt; die
sog. leere Menge. In Zeichen verwenden wir {} oder auch (). Man
beachte den Unterschied zwischen der leeren Menge {} und der Menge
die die leere Menge enthilt {{}}.

Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, in Zeichen A C B,
wenn alle Elemente € A auch in B sind. Formal

ACB < Vx:x€ A — z€B.

Dies liefert uns auch eine gute Beweisstrategie um zu zeigen, dafl
eine Menge A Teilmenge einer Menge B ist: Wir nehmen uns ein
beliebiges Element x in A und zeigen, dafl es dann auch in B ist. Sind
die Mengen A und B durch Eigenschaften bestimmt, sagen wir einmal
A={z|P(x)} und B = {z | Q(z)}, so miissen wir zeigen, daf§ wenn
ein Element Eigenschaft P besitzt, es auch Eigenschaft () hat.

Eine Menge A ist eine echte Teilmenge einer Menge B, wenn
A C B ist, aber es zumindest ein Element in B gibt, das nicht in A
ist. (Also wenn =(B C A) gilt). In Zeichen schreiben wir A C B.?

3Man beachte, dafl oft auch das Zeichen C verwendet wird. Allerdings verwenden
es einige Autoren fiir eine echte Teilmenge, wihrend andere Autoren es fiir beliebige
Teilmengen benutzen. Um dieser Verwirrung zu entgehen benutzen wir es einfach
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Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten;
also
A=B < ACBABCA

Auch in dieser Definition steckt eine gute Beweisstrategie um zu zeigen,
daf} zwei Mengen A und B gleich sind. Wir zeigen sowohl A C B, als
auch B C A (mit obiger Strategie).

Aus bereits vorhandenen Mengen A, B konnen wir mit folgenden
Konstruktionen neue bilden:

e Die Vereinigung A U B von zwei Mengen ist die Menge, die alle
die Objekte enthélt, die entweder in A oder B sind. Also

AUB={z|z€ AVzeB}.

e Der Durchschnitt A N B von zwei Mengen ist die Menge, die alle
die Objekte enthilt, die sowohl in A als auch B sind. Also

AUB={z|ze€ ANz € B}.

e Die Mengentheoretische Differenz A\ B von zwei Mengen ist die
Menge, die alle die Objekte enthilt, die in A aber nicht in B
sind. Also

A\B={z|z€ ANz ¢ B} .

Fiir zwei beliebige Objekte a, b wird (a, b) als geordnetes Paar
bezeichnet. Zwei geordnete Paare (a,b) und (a/,b’) sind genau dann
gleich, wenn ¢ = o’ und b = V. Analoge Definitionen kann man
natiirlich auch fiir drei oder mehr Objekte machen (Tripel, Quadrupel,
usw. bzw. n-Tupel). Man beachte den Unterschied zwischen (a,b) und
{a,b}: so gilt {1,2} = {2,1} aber (1,2) # (2,1). Das Kreuzprodukt
oder auch kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die
Menge

AxB={(a,b)|ac ANbe B}.

0.3 Funktionen

Definition 0.3.1." Seien X,Y Mengen. Eine Abbildung oder Funk-
tion von X nach Y (formal schreiben wir f : X — Y) ist eine
Vorschrift, welche jedem x € X genau ein y € Y zuordnet; da dieses
eindeutig ist schreiben wir auch f(z) fiir dieses Element.

Im einfachsten Falle konnen wir eine Funktion durch einen Term
beschreiben. Z.B. ist die Funktion f : N — N definiert durch z — 22

gar nicht.

4Im letzten Semester haben wir gesehen, wie wir auch Funktionen als Spezialfille
von Mengen (némlich totale, rechtseindeutige Teilmengen von X X Y') auffassen
koénnen.
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einfach nur die Quadratfunktion. Man beachte jedoch den feinen
Unterschied zwischen dem Term z? (Syntax) und der Funktion f
(mathematisches Objekt). Unser Funktionsbegriff ist viel allgemeiner,
als der, der sich nur auf “Kurven” beschrinkt: so ist die Funktion

m(sw—{l rel

0 sonst

graphisch nur schwer vorstellbar.

Die einfachste Funktion ist die Identitéit bzw. identische Abbil-
dung idx : X — X, die jedes Element x € X auf sich selbst abbildet;
fiir die also gilt idx (x) = z.

Wichtig sind die folgenden Eigenschaften einer Funktion f : X — Y

1. f heiBt injektiv, wenn f(z) = f(y) = z =y firallex,y € X.
Dies ist dquivalent zu z #y = f(z) # f(y).

2. f heiit surjektiv, wenn fiir alle y € Y ein x € X mit f(z) =y
existiert,.

3. f heifit bijektiv, wenn f sowohl injektiv, als auch surjektiv ist.

Ist f: X — Y eine Abbildung und g : Y — Z, so heifit die
Funktion g o f : X — Z definiert durch

(9o f)(x) = g(f(x))

die Komposition oder auch Hintereinanderausfithrung von f
und g.

Ist f: X — Y eine Funktion und A C X und B C Y Teilmengen,
so ist

fA)={f(z)|z€ A}
das Bild von A und

7 (B)={zeX| f(z) € B}

das Urbild von A.

Man beachte, dal man das Urbild immer bilden kann, auch wenn
die Funktion keine Umkehrabbildung hat. Letztere ist die eindeutige
Abbildung, ebenfalls mit f~! : Y — X bezeichnet, fiir die gilt f~lof =
idy und fo f~! =idy. Man kann zeigen, da die Umkehrabbildung
genau dann existiert wenn f bijektiv ist.

0.4 Arbeiten mit Summen: >-Notation

Oft arbeiten wir mit Summen endlich vieler, aber méglicherweise sehr
vielen, Summanden. Solche Summen kénnen wir beschreiben indem

10
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wir die meisten Terme auslassen und durch drei Punkte ersetzen, also
z.B.

1+2+4+3+---4+100 .

Dies geht allerdings nur, wenn das Bildungsgesetz klar ist. Nicht klar
ist beispielsweise, ob

1+2+--- 42"
die Summe der ersten 2" natiirlichen Zahlen, oder der ersten n + 1
Potenzen von 2 beschreibt.

Besser ist die X-Notation, die auch fiir Kérper (und spéter Ringe und
Vektorrdume) Sinn macht. Wir definieren:

n
Zai:a1+a2+~~+an.
i=1

Damit kann obiges Problem nicht mehr auftreten, da wir uns entweder

fiir
n ) 2m
Z 2" oder fiir Z 7
i=1 i=1

entscheiden miissen.
Die Summation mufl nicht unbedingt bei 1 anfangen und bei n
aufhéren.” Auch ein Ausdruck wie

n+3

>

i=—3

macht Sinn. Alternativ kénnen wir auch den Summationsindex ¢ (oder
eine andere Variable) mit Bedingungen unter das > schreiben:

E Qi
0<i<5
dies ermdoglicht auch Konstruktionen wie
E ag -
0<k<n,k prim

Die folgenden Rechenregeln sind nicht tiefgreifend, aber duflerst
hilfreich, wenn es um die Manipulation von Summen geht.

(a)
n n
eSa=d e
=1 =1

(b)

n

Zai +Zbi = Z(GZ +bi)
=1 =1

=1

®In der Analysis gibt man auch Ausdriicken der Form > o, a; Bedeutung.

11
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(C) n n+k
Z a; = Z Ai—k
=0 i=k

(d)

i=1 j=1

(e) Man beachte, daf im allgemeinen

(f) Der gleiche Fehler wire auch Gleichheit hier anzunehmen:

n 2 n
) e
i=1 i=1

12



Grundlagen

1.1 Gleichungen
Eine Gleichung ist eine Aussageform der Form
tr =tz ,

wobei t; und to Terme sind. Terme wiederum sind wohlgeformte Aus-
driicke aus Variablen, Konstanten und Funktionen.

Eine Losung einer Gleichung ist eine Belegung der Variablen,
so dafl die Aussage wahr ist.

1.2 Zahlenbereiche

Als Losungen und Konstanten in oben erwéhnten Gleichungen miissen
wir uns noch auf einen ,,Zahlenbereich® festlegen. Wie aus der Schule
bekannt hat z.B. die Gleichung

r+7=3

keine Losung in den natiirlichen Zahlen N (obwohl alle Konstanten
natiirlich Zahlen sind), sehr wohl aber in den ganzen Zahlen Z.

Historisch und praktisch am wichtigsten sind die folgenden Zahlen-
bereiche:

e Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}.
e Die natiirlichen Zahlen mit der Null Ny ={0,1,2,3,...}.

e Die ganze Zahlen Z = {0,1,—-1,2,-2,3,-3,... }.

Die rationalen Zahlen Q.

Die reellen Zahlen R.

13
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1.3 Andere Zahlenbereiche

In der Vorlesung Diskreter Mathematik' haben Sie die modulare Arith-
metik kennengelernt. Hier werden, vereinfacht gesagt, nur mit den
Resten bei der Division mit einer festgewéhlten Zahl n gerechnet. Z.B.
gilt
7+7=3 mod 11,

da 7+ 7 =14 = 11 + 3. Verwendet man dazu noch eine vereinfachte
Schreibweise (= an Stelle von = und Weglassen von mod n), so gilt
in diesem Zahlenbereich Z11, dafl

T+7=3.

1.4 Korper

Was haben all diese Zahlenbereiche gemeinsam; bzw. welche Strukturen
wollen wir als Zahlenbereiche betrachten?

Definition 1.4.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen
+x: K? - Kund - : K - K heifit Kérper, wenn die folgenden
neun Axiome fiir alle x,y, z € K erfiillt sind:

Addition

A1l (Assoziativitit) (r +x y) +x 2 =T +x +(Y +xK 2)

A2 (Existenz des neutralen Elements) es gibt ein Element in K, das
wir Ox (Nullelement) nennen, fiir das gilt © +x Og = x

A3 (Existenz des inversen Elements) zu jedem x € K gibt es ein
Element das wir —z nennen, fiir das gilt: z +x —x = O

A4 (Kommutativitit) z +x y =y +x «
Multiplikation
M1 (Assoziativitit) (z xy) 'k 2 =2 k(Y 'Kk 2)

M2 (Existenz des neutralen Elements) es gibt ein Element in K,
das wir 1x (Einselement) nennen, fiir das gilt = -x 1x = = und
ausserdem 1g # O

M3 (Existenz des inversen Elements) zu jedem x # Ox gibt es ein

! nennen, fiir das gilt: 2 - 271 = 1

Element das wir 2~
M4 (Kommutativitit) x g y =y 'k

Distributivitét

"Wenn sie diese Vorlesung nicht gehért haben, sollten Sie diesen Paragraphen
und modulare Arithmetik, ignorieren. Interessierte kénnen sich natiirlich auch die
entsprechende Kapitel in [1] durchlesen.

14
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Dzx({y+kz) =@ ky) +r (x K 2)

Schreibweisen 1.4.2. Zur Vereinfachung wollen wir uns auf folgende
Schreibweisen einigen:

e Die Verkniipfungen + g, ‘i schreiben wir in Infix-Notation. Also
a +x b an Stelle von +x(a,b).

e Anstelle von Og, 1x, +x, -k schreiben wir, wenn keine Verwir-
rung ensteht, oft einfach auch 0, 1, +, -.

e An Stelle von a - b schreiben wir oft ab.

e Die Assoziativgesetze erlauben uns oft {iberfliissige Klammern
wegzulassen. Also z.B. a + b+ c.

e Um noch mehr Klammern zu sparen wollen wir wie iiblich Punkt
vor Strich gelten lassen.

Im folgenden wollen wir einige Beispiele von Korpern betrachten.

Beispiel 1.4.3. Daff Q und R (mit der iblichen Addition und Multi-
plikation) Korper sind, ist klar.

Beispiel 1.4.4. Aus dem letzten Semester (DMI):

Ist p eine Primzahl, so ist 7, also Arithmetik modulo p zusammen mit
der Addition und Multiplikation ein Korper. (Wenn Sie sich erinnern
ist die Tatsache, daff p Primzahl ist, genau dazu notwendig, daf jede
Restklasse aufler 0 ein multiplikatives Inverses besitzt.) Dieser Kdrper
wird mit F,, bezeichnet.

Beispiel 1.4.5. Der kleinste mdgliche Korper besteht aus der Menge
K = {0,1} und den Verkniipfungen +x und -x die durch folgende
Verkniipfungstabellen definiert sind:

0 0 1 und 010 O
1 1 0 110 1

Die Aziome lassen sich leicht nachrechnen.

(Mit etwas Uberlequng kann man zeigen, daf dies (bis auf Isomorphis-
men) der einzige Korper mit zwei Elementen ist. Beispielsweise ist es
prinzipiell der gleiche Korper wie Fy).

Wer mit Gruppen vertraut ist, dem hilft eventuell folgende Sicht-
weise:

Satz 1.4.6. Ist (K,+,-) ein Korper, so ist (K,+) und (K \ {Ox},")
eine kommutative (“abelsche”) Gruppe.

15



1.4. KORPER

Beweis. Das einzige Problem bei dieser Aussage ist zu zeigen, dafl
K \ {Og} unter der Multiplikation abgeschlossen ist. D.h., daf, wenn
a,b € K\ {0k} sind, muss auch a-b # Ok sein. Dies folgt aber aus
dem Lemma 1.4.9. d

Aus der Gruppensichtweise erhalten wir ausserdem:

Lemma 1.4.7. Ist (K,+,-) ein Kdrper, so gibt es genau ein Nullele-
ment, genau ein Finselement und zu jedem Element gibt es genau ein
additives Inverses, und ein multiplikatives inverses (natiirlich nicht fir
die 0).

Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage fiir Gruppen. [
Dies ermoglicht uns folgende Schreibweise zu verwenden:
Schreibweisen 1.4.8.

e Ist a € K ein Element in einem Korper, so wollen wir mit
—a das eindeutig bestimmte additive Inverse und mit a~! das
eindeutig bestimmte multiplikative Inverse (natiirlich fiir a # 0)
bezeichnen.

e Ausserdem wollen wir a — b an Stelle von a + (—b) schreiben.

e Manchmal ist es auch nett % an Stelle von ab~! zu schreiben.

e Fiira-a-----a schreiben wir " und fiir a + a + - - - + a schrei-
N—— N———
n mal n mal

ben wir na. Bei dieser Schreibweise miissen wir aufpassen die
natiirlichen Zahlen und die Elemente des Koérpers nicht durch-
einanderzubringen!

Man beachte, das all diese Schreibweisen zwar niitzlich, aber auch
gefiahrlich sein kénnen, da man nie vergessen darf, dafl man in einem
Koérper und nicht unbedingt in den reellen Zahlen arbeitet. So folgt in
unserem zwei-Elemente-Korper z.B. nicht aus 2a = 2b, dafl auch a = b
ist.

Lemma 1.4.9. Ist (K,+,-) ein Korper, so gilt:
1. Esista-0=0 fir allea € K.
2. Sind a,b € K, a0 und b0, so ist auch ab # 0.

3. Ist ab =0, dann ist entweder a =0 oder b = 0.

B

. a(—=b) = —(ab) und (—a)(—b) = ab

O

.Ista#0unda-b=a-c, soistb=c.

Beweis. 1. Esista-1=a-(1+0) =a-1+a-0. Addieren wir
(—(a-1)) zu beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir 0 = a - 0.
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1.5. KOMPLEXE ZAHLEN

2. Nehmen wir an ab = 0. Da a # 0 existiert das multiplikative
Inverse zu a. Multiplizieren wir ab = 0 mit diesem, so erhalten
wir b = 0, ein Widerspruch zur Annahme. Also ist ab # 0.

3. Diese Aussage ist logisch dquivalent zu vorherigen Aussage.

4. Da das additive Inverse eindeutig ist, miissen wir zeigen, daf
ab + a(—b) = 0. Dies folgt leicht mit dem Distributivgesetz. Fiir
die néchste Aussage wenden wir diese gerade gezeigte Tatsache
zweimal an:

(=a)(=b) = —(a(=b)) = —(=(ab)) .

Ausserdem ist —(—z) = z fiir alle Elemente eines Korpers (dies
folgt aus dem entsprechenden Beweis fiir Gruppen).

5. Dies folgt leicht durch Multiplikation der Gleichung ab = ac mit
a~'. Allerdings werden wir spiter in Lemma 2.0.5 sehen, dafl

diese Kiirzungsregel auch in allgemeineren Féllen gilt.
O

Beispiel 1.4.10. In dem Kérper mit nur zweir Elementen hat die
Gleichung
2= -1

eine Losung: Da hier 1 +x 1 = 0 ist, ist 1x = —1k, d.h. die 1 ist
thr eigenes Inverses. Ausserdem ist 1 - 1x = 1. Also 12=1-1=
1=-1.

1.5 Komplexe Zahlen
In diesem Kapitel konstruieren wir einen Korper, in dem die Gleichung
22 =—1

eine Losung hat. Der (durchaus interessante) historische Hintergrund
soll uns genauso wenige interessieren wie die Anwendungen beispiels-
weise in der Physik.

Um einen Korper zu konstruieren, miissen wir eine Menge und zwei
Abbildungen angeben, und danach zeigen, dafl alle neun Kérperaxiome
erfiillt sind.

Die Grundmenge ist C = R x R, also die Menge aller Paare von
reellen Zahlen. Ausserdem ist die Addition 4+¢ : CxC — C punkteweise
definiert durch (a,b) +¢ (¢,d) — (a + ¢,b + d) und die Multiplikation
durch ¢ : C x C — C durch

(a,b) -c (¢,d) — (ac — bd,ad + bc) .
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1.5. KOMPLEXE ZAHLEN

Als néchstes miissen wir noch die Axiome der Addition, die der
Multiplikation und das Distributivgesetz iiberpriifen. Die meisten
dieser Axiome sind einfach nachzuweisen, und der Beweis soll hier
nicht gefiihrt werden. Es sei nur erwihnt, daf (0,0) das Nullelement
und (1,0) das Einselement ist. Die einzigen problematischen Axiome
sind die Assoziativitit der Multiplikation, die Distributivitit und die
Existenz des multiplikativen Inversen. Die ersten beiden sollen in den
Ubungen behandelt werden.

Zum Inversen der Multiplikation:
Sei z = (a,b) # 0c = (0,0). Da zwei Paare ungleich sind, wenn die
ersten oder die zweiten Komponenten nicht iibereinstimmen, heif3t
das, dafl dann entweder a oder b ungleich 0 sind. Auf alle Fille ist
a® + b # 0. Wir behaupten, daB

L a —b
- a2+b2’a2+b2

das Inverse zu x = (a, b) ist, wie man einfach nachrechnet:

x.cz:(a,b).@( a b >

a? 4+ b2’ a? + 0?2

- aa —bb ab ba

B <a2+b2 a2+ a0 a2+b2>
B a2 +b% ab—ab

a (a2—|—b27a2+b2>

= (170) =l1c

Damit haben wir gezeigt, dafi C ein Korper ist, in dem man also
(meistens) wie gewohnt rechnen und Gleichungen lésen kann. Zusétzlich
gilt aber auch:

(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1¢ ;
es gibt in diesem Korper also auch ein Element, dessen Quadrat —1
ist.

Im folgenden wollen wir die Darstellung komplexer Zahlen verein-

fachen. Dazu fassen wir zunéchst jede reelle Zahl r als die komplexe
Zahl (r,0) auf. Wie man leicht nachrechnet gilt:

r(a,b) = (r,0)(a,b) = (ra,rb) ,
und
(1.1) (a,b) = a(1,0) + b(0,1) .

Der entscheidende Trick ist nun, dafl wir das Symbol ¢ fiir die Zahl
(0,1) verwenden. Diese Zahl nennen wir die imaginére Einheit. Dank
der Gleichung 1.1 heifit das, das wir jede komplexe Zahl (a,b) auch
als a + bi schreiben kénnen, wobei a und b reelle Zahlen sind. Mit
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1.6. MEHR UBER KOMPLEXE ZAHLEN

diesen Term konnen wir wie mit reellen Zahlen rechnen! Ausserdem
gilt i> = —1. Um durch eine komplexe Zahl zu teilen — also mit dem
multiplikativen Inversen zu multiplizieren — miissen wir etwas arbeiten.
Z.B. ist —i das Inverse zu i, da (—i)i = —i2 = —(—1) = 1. Anders
ausgedriickt gilt also

*:—Z
1

Fiir kompliziertere komplexe Zahlen hilft oben hergeleitete Formel, die
in unser neuen Schreibweise lautet fir a,b € R:

a—bi

N1
(a+bZ) —m,

natiirlich nur fiir @ + bi # 0.

1.6 Mehr iiber komplexe Zahlen

Definition 1.6.1. Ist x = a + bi eine komplexe Zahl mit a,b € R, so
wollen wir mit R(x) ihren Realteil ¢ und mit I(z) ihren Imaginérteil
b bezeichnen.

Die Zahl T = a — bi heifit die zu « = a + bi konjugiert komplexe
Zahl

Satz 1.6.2. Fir die kompleze Konjugation gelten folgende Rechenre-
geln, fiir alle x,y € C

I.z+y=2+Yy

Wie man leicht nachrechnet ist 27 = a® +b% € Rg . Dies erméglicht
folgende Definition:

Definition 1.6.3. Ist x = a + bi eine komplexe Zahl mit a,b € R, so
ist ihr absoluter Betrag |z| definiert durch v2Z = va? + b2.

Wie man leicht nachrechnet gilt:

Satz 1.6.4. Fir alle x,y € C ist
|z 4yl < [z] + |y

und
2yl = |z|[y] -

Man beachte allerdings, dafl sich auf C keine verniinftige Ordnung
definieren ldsst. Die Ordnung in obigen Satz bezieht sich auf die
Ordnung in R!
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1.7. GEOMETRISCHE INTERPRETATION DER KOMPLEXEN
ZAHLEN

1.7 geometrische Interpretation der komple-
xen Zahlen

Siehe Vorlesung.

1.8 Lineare Gleichungen in Koérpern

Satz 1.8.1. Ist K ein Kérper, mit a,b,c € K und a # 0, so haben
die Gleichungen
ar=">

bzw.
ar+c=0

genau eine Ldsung.

Beweis. Es ist leicht zu iiberpriifen, da # = a~'b eine Losung fiir die
erste Gleichung ist — die Gleichung hat also mindestens eine Losung.
Dies ist die einzige Losung. Denn sind x,y Losung, gilt also ax = b
und ay = b, dann gilt zusammen ax = ay. Da a # 0 gilt x = y.

Ebenso argumentiert man fiir ax + ¢ = 0. 0

Auch wenn dieser Beweis etwas kompliziert erscheint, sollte man
ihn gut verstanden haben, denn dieser Typ Beweis und die Technik
wird uns immer wieder begegnen: Um zu zeigen, daf} es genau eine

Losung gibt zeigen wir:?

e Es gibt mindestens eine Losung (z.B. indem wir, wie hier, die
Losung explizit angeben).

e Es gibt maximal eine Losung (meistens, wie hier, indem wir zwei
beliebige Losungen hernehmen und zeigen, daf3 diese identisch
sein miissen).

Komplizierter wird die Situation, wenn wir nach Losungen suchen,
die nicht nur eine Gleichung erfiillen, sondern mehrere. Aber dazu
mehr im Teil 3.

Die Reihenfolge ist hier egal. Oft ist es sogar besser zuerst die Eindeutigkeit zu
zeigen, und dann die Existenz, da der Nachweis der Eindeutigkeit meist einfacher
ist und man vielleicht die Idee zum Nachweis der Existenz bekommt.
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Ringe und Polynome

Da es kein multiplikatives Inverses zu jeder Zahl in Z gibt, ist Z
kein Korper. Trotzdem ist es ein Beispiel einer weiteren wichtigen
algebraischen Struktur, die uns noch 6fters begegnen wird.

Definition 2.0.2. Ein Ring besteht wie ein Korper aus einer Menge
R und zwei Verkniipfungen “Multiplikation” und “Addition”; + :
R? - Rund - : R? = R. Ausserdem miissen alle Kérperaxiome erfiillt
sein, bis auf die Kommutativitit der Multiplikation und der Existenz
der multiplikativen Inversen. Durch das Fehlen der Kommutativitét
benotigen wir allerdings zwei Distributivgesetze: Fiir alle z,y,z € R

z(y+z) =xzy+zzund (y+ 2)z = yx + 2z .

Ist die Multiplikation kommutativ, so sprechen wir von einem kom-
mutativen Ring.

Natiirlich ist jeder Korper ein Ring. Beispiel einer Struktur, die
ein Ring, aber kein Korper ist, sind die ganzen Zahlen. Ein weiteres
Beispiel bietet wiederum die Arithmetik modulo einer Zahl n, die jetzt
aber keine Primzahl sein muf.

Beispiel 2.0.3. Man beachte, daf$ man in Ringen nicht wie in Korpern
rechnen kann: es gilt nicht unbedingt, daff ab = ac fiir a # 0 folgt, daf
b= c. Man kann also nicht beliebig kiirzen. Betrachten wir z.B. den
Restklasse-ring Zg. Hier gilt zwar

3.2=3-4,

aber 2 # 4.

Definition 2.0.4. Gilt in einem Ring, daf} aus
ab=20

folgt, dal entweder @ = 0 oder b = 0, dann heiflit der Ring nullteiler-
frei.
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In einem nullteilerfreien Ring kénnen wir (wie in einem Korper)
kiirzen. Mehr noch Nullteilerfreiheit ist dquivalent zum Kiirzen.

Lemma 2.0.5. Sei R ein Ring. R ist genau dann nullteilerfrei, wenn
fiir alle a,b,c € R mit a # 0 aus ab = ac folgt, daf$ b= c.

Beweis. Nehmen wir zunéichst an, dafl R nullteilerfrei ist, und a, b, ¢
wie in der Voraussetzung. Addieren wir a(—c) auf beiden Seiten der
Gleichung ab = ac, so erhalten wir ab 4+ a(—c) = ac + a(—c).
Wenden wir nun das Distributivgesetz auf beiden Seiten an, so erhalten
wir

a(b—c)=a(c—c).
Wie im Beweis fiir Kérper kénnen wir auch in Ringen zeigen, daf}
x -0 =0 ist. Also folgt, dafl

alb—c)=0.

Aus der Nullteilerfreiheit folgt, dafi entweder a = 0 ist, was durch die
Annahme ausgeschlossen ist, oder das b — ¢ = 0 ist. Daraus folgt, dafl
b = c gilt.

Umgekehrt, nehmen wir an, dal wir in einem Ring kiirzen kénnen,
und sei a,b € R mit ab = 0. Wie bei Korpern kann man auch bei
Ringen zeigen (gleicher Beweis) dafl - 0 = 0 fiir alle x € R. Also ist
ab = a - 0. Nun ist entweder ¢ = 0 und wir sind fertig, oder a # 0 und
wir kénnen kiirzen und b = 0. [

Einen wichtigen nullteilerfreien Ring bilden die Polynome iiber
einem Korper. Sei hierfiir X ein ansonsten unbenutztes Zeichen.

Definition 2.0.6. Sei (R, +,-) ein Ring. Ein Polynom mit Koeffi-
zienten in R ist ein formaler Ausdruck der Gestalt
f(X) —ag+ X +aX?+- +a, X",

wobei ag, ...,a, € R.

Mit R[X] bezeichnen wir die Menge all dieser Polynome.
Sind alle a; = 0, so sprechen wir vom Nullpolynom.
Der Grad eines Polynoms f ist erklart durch

—00 falls f =0
deg f =
max{i € N|a; # 0} sonst.

Es ist naheliegend in ein Polynom f € R[X] ein Element A\ € R
einzusetzen:

fO) :=ap+aA+...a,\" .

Man beachte, da3 f(A\) € R fiir A € R. Ein Polynom f € R[X]
induziert also eine Abbildung f : R — R durch A — f()\).
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Der Unterschied zwischen dem formalen Polynom f und der in-
duzierten Abbildung f ist notwendig: sei beispielsweise in unserem
Korper mit zwei Elementen das Polynom f(X) = X 4+ X?2. Dann ist
f ungleich dem Nullpolynom, da nicht alle Koeffizienten null sind.
Allerdings gilt in K: f(0) =04+0*=0und f(1)=14+12=1+1=0.
Die induzierte Abbildung ist also die Nullabbildung.

Man vergleiche diese Situation mit Programmen, wo es sehr leicht
ist einzusehen, daf} zwei nicht-identische Programme die gleiche Funk-
tion berechnen koénnen.

Um zu zeigen, daff R[X] ein Ring ist, miissen wir noch die Addition
und Multiplikation erklaren. Fir f = ag + a1 X + --- 4+ a, X", g =
bo + 01 X + -+ 4+ by X™ € R[X] mit 0.B.d.A. n =m sei

f4g=(ao+bo) + (a1 +b1)X + -+ 4 (an +by) X"

und
fg=co+car X + -+ copmX"T |

wobei ¢, = Ziﬂ-:k a;b;.
Also ist z.B.

co = apbo
c1 = agby + aby
co = agby + a1by + agbg

c3 = apbs + a1bz + azb1 + azby

Wie man nachrechnen kann ist R[X] wieder ein Ring. Mehr noch

Lemma 2.0.7. Ist R nullteilerfrei, so gilt

deg(f -g) =deg f +degyg .

Dabei soll formal gelten: —oco+n =m+ (—00) = —00 + (—00) = —00.
In jedem Ring gilt aufSerdem, dafs

deg(f + g) < deg(f),deg(g) .

Beweis. Vorlesung. O

Wie bei ganzen Zahlen, kann man auch in Polynomringen iiber
Korpern(!) mit Rest dividieren.

Satz 2.0.8. Ist K ein Korper und sind f,g € K[X]| und g # 0, so
gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[X], so daf§

f=q-g+7r und degr < degyg .
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Beweis. Der Beweis ist nicht schwer. An dieser Stelle soll er aber nur
durch ein Beispiel illustriert werden. Das Verfahren ist im Allgemeinen
unter dem Namen Polynomdivision bekannt.

Sei f = 3X5+2X*+2und g = X + 2 zwei Polynome aus Q[X].
Wir wiirden gerne f durch g teilen, also ein ¢ finden, so dafl f = qg.
Konzentrieren wir uns auf den hichsten Koeffizienten so muss ¢ ja auf
alle Fille mit ¢; = 3X* beginnen. Dies passt natiirlich nicht genau,
allerdings ist

f=qg+...,

wobei - -+ = f — qig ist, also: f; = —4X* + 2. Auch dieses kénnen wir
wieder fast durch g teilen: —4X?* + 2 = gog + fo, wobei go = —4X3
und fo = —4X* +2 - 4X* — 8X3. Wir haben also schon

f=a9+fi=q9+@s+fo=@+q)g+f.

Fiithren wir dieses Verfahren weiter, bis irgendwann (nach héchstens
Grad von f Schritten) deg f; < degg ist. An der Stelle konnen wir
aufhoren, da f; = r und ¢ = g1 + q2 + - - - + ¢; die gesuchten Polynome
sind. Man beachte, dal wir nur die Korperaxiome und keine sonstigen
Eigenschaften von Q verwendet haben. O

Dieses Verfahren funktioniert iibrigens auch in nullteilerfreien Rin-
gen, falls
g=bo+ 01X + - 4y X" L X

also b, = 1 ist. Solche Polynome heiflen normiert.

Definition 2.0.9. Eine Nullstelle eines Polynoms f € R[X] ist ein
Element A € R, so daf f(\) =0.

Lemma 2.0.10. Ist R nullteilerfreier Ring und ist A € R eine Null-
stelle von f € R[X], so gibt es ein eindeutig bestimmtes g € R[X]
mit

1. f=(X=Xg
2. degg=deg f—1
Beweis. Vorlesung. 0

Korollar 2.0.11. Ist R ein nullteilerfreier Ring und f € R[X] ein
Polynom vom Grad k, so besitzt f hochstens k Nullstellen.

Theorem 2.0.12 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom
[ € C[X] mit deg(f) > 0 besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Es gibt eine Vielzahl von Beweisen, alle benotigen jedoch
Hilfsmittel aus der Analysis und sind recht anspruchsvoll. O
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Korollar 2.0.13. Jedes Polynom f € C[X] zerfillt in Linearfaktoren.
D.h. es gibt a,\1,..., Ay € C mit n = deg f und

f:a(X—/\l)""'(X_)\n)

Lemma 2.0.14. Ist A € C eine Nullstelle von f € R[X]| C C[X], so
ist auch X Nullstelle von f.

Korollar 2.0.15. Jedes Polynom f € C[X] mit ungeradem Grad
besitzt eine reelle Nullstelle.
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Lineare Gleichungssysteme

Im folgenden suchen wir nicht nur Lésungen, die eine Gleichung erfiillen,
sondern solche, die gleich mehrere gleichzeitig erfiillen.

Sofern nicht anders vermerkt, ist K ein beliebiger Koérper und R ein
beliebiger Ring.

3.1 Einfiihrung

Zunichst, aber wie iiblich ein paar Definitionen.
Definition 3.1.1.

e Eine lineare Gleichung in n Unbekannten iiber einem Ring R
ist eine Gleichung der Form

a1x1 + asxo + -+ apry, =0,

wobei ai,...,an,b € R.
e Ist b = 0, so sprechen wir von einer homogenen linearen
Gleichung.

e Ein (homogenes) lineares Gleichungssystem besteht aus endlich
vielen (homogenen) linearen Gleichungen.

e Eine Losung eines Gleichungssystems ist eine Belegung der Va-
riablen, so daf alle Gleichungen des Gleichungssystems erfiillt
sind.

Allgemein kénnen wir ein lineares Gleichungssystem schreiben als

a1171 + a1ax2 + - - + anTy = by

a91%1 + agoxe + + -+ + a2pTy = by

Am1T1 + AmaT2 + - -+ + GppTn = by,
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3.1. EINFUHRUNG

Ein solches Gleichungssystem ist vollsténdig durch die Koeffizienten
a;; € R und b; € R bestimmt. Formal kurz kénnen wir auch

n
E ajiac,- = bj
=1

schreiben.
Beim Losen von Gleichungssystemen kénnen die folgenden Situa-
tionen auftreten:

e Das Gleichungssystem besitzt genau eine Losung
e Das Gleichungssystem besitzt mehrere Losungen
o Gleichungssystem besitzt keine Losung

Beispiel 3.1.2. Beispiele in der Vorlesung. Welche der Situationen
der Fall ist hangt auch von dem zugrunde liegenden Ring ab.

Wie schon aus der Schule bekannt kénnen wir Losungen suchen,
indem wir eine Gleichung mit Konstanten multiplizieren und eine
Gleichung zu einer weiteren addieren. Gehen wir einigermafien syste-
matisch vor erhalten wir so Gleichungen, von der Form z; = r. Das
gleiche Verfahren funktioniert auch in Kérpern!

Beispiel 3.1.3. Betrachten wir iiber Z7 das Gleichungssystem
3x +4y =2
2v4+4y =3

so erhalten wir als einzige Losung xr = 6,y = 3

Bei wenigen Variablen ist es {iblich x,y, z zu verwenden, bei meh-
reren ist x1,...,x, besser (da uns sonst die Buchstaben ausgehen
wiirden).

Beispiel 3.1.4. Betrachten wir iber R das Gleichungssystem

20 +4y + 62 =2
r+4y+z=1
r+2y+3z=1
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3.2. MATRIZENSCHREIBWEISE, DAS VERFAHREN VON
GAUSS

3.2 Matrizenschreibweise, das Verfahren von
Gauss

Kommen wir nochmal zuriick zu einem allgemeinen linearen Glei-
chungssystem

1121 + a1ax2 + - - + appTy, = by

ag1x1 + agere + -+ - + gy, = by

Am121 + AmaT2 + -+ 4 QmnTn = by,

Hiermit zu arbeiten ist recht umsténdlich. Kompakter ist es die Koef-
fizienten a; ; als m x n Matrix A aufzuschreiben, also in rechteckiger
Anordnung der Form

all a2 e QA1p

any aong ce aon
A p—

aml am2 ... Amn,

Kurz schreiben wir auch einfach

A = (aij)i<ism
1<j<n
oder sogar einfach nur (a;;). Die Mengen aller m x n Matrizen mit
Koeffizienten in einem Ring R bezeichnen wir mit M (mxn, K). Ebenso
schreiben wir die Koeffizienten b; als Spaltenvektor der Form

oder alles gleich zusammen als erweiterte Koeflizientenmatrix des
Gleichungssystem als

aill a19 e A1n bl
asy a9 e aon b2

)
Amli Om2 .- Gmn | bm

oder kurz (A | b). Der Strich hat hierbei keinerlei mathematische
Bedeutung ist nur eine Gedéchtnisstiitze. Man beachte, dafl wir diese
Matrix, wie das urspriingliche Gleichungssystem manipulieren kénnen
d.h. wir kénnen
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3.2. MATRIZENSCHREIBWEISE, DAS VERFAHREN VON
GAUSS

e je zwei Zeilen/Gleichungen vertauschen
o cine Zeile/Gleichung mit einem Element multiplizieren
e cine Zeile/Gleichung zu einer anderen hinzuaddieren

Diese Manipulationen heiflen elementare Zeilenumformungen. Die
wichtigste Einsicht ist hierbei

Satz 3.2.1. Sei R ein nullteilerfreier Ring. Sei (A'|b') das Gleichungs-
system, das durch Anwendung einer dieser obigen drei Manipulationen
aus (A|b) hervorgehende Gleichungssystem iiber R. Dann haben beide
genau die gleichen Lésungen.

Beweis. Vorlesung. d

All diese Operationen funktionieren natiirlich nur auf den Zei-
len und nicht mit Spalten! Man beachte auch, dal man die folgende
Operation durch Hintereinanderausfiithrung von elementaren Zeilenum-

formungen ausfiihren kann.

e Das Vielfache einer Zeile/Gleichung zu einer anderen hinzuad-

dieren

Als néchstes wollen wir festhalten, daf fiir einige Gleichungssystem
sich in einem Korper sehr einfach alle Losungen bestimmen lassen.
Die erweiterten Koeffizientenmatrizen dieser einfach zu 16senden Glei-
chungssytem haben genau die folgende Form:

Siehe Vorlesung

Definition 3.2.2. Eine solche Matrix ist in Zeilenstufenform d.h.
formal

1. Die letzten (moglicherweise keine) Zeilen bestehen nur aus dem
Nullelement.

2. Ist ji so daB links von dem ji-ten Element in der k-ten Zeile nur
Nullen stehen (ag; = 0 fiir i < ji), dieses Element aber nicht null
ist (agj, # 0), so stehen unterhalb von ayj, nur Nullen (a;;, =0
fiir i > k).

Beispiel 3.2.3. Die folgenden Matrizen sind in Zeilenstufenform

1 2 30 12 30 0 00O
02001],]000O0],]00©O00O0
0010 0 000 0000

Die folgenden Matrizen sind nicht in Zeilenstufenform

1230 0000 001 2
02001],]1T 234 /|, 02 2 -5
0 410 00 00 1 2 3 -1
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Ist ein Gleichungssystem iiber einem Korper K' durch eine erwei-
terte Matrix (A | b) gegeben, die in Zeilenstufenform ist, so lassen sich
die Losungen durch folgendes Verfahren finden:

1. Gibt es Zeilen in denen nur ein Eintrag (und da die Matrix in ZSF
ist der letzte) Eintrag nicht-null ist, so existiert keine Losung:
Eine solche Zeile entspricht einer Gleichung der Form

0z1 +0xo+ -+ 0xy, =0br #0 .

Offensichtlich gibt es keine Elemente, die diese Gleichung und damit
das Gleichungssystem erfiillen, da die linke Seite der Gleichung immer
null ist.

2. Nehmen wir nun zur Einfachheit halber an, dafl die Matrix die
folgende Form hat:

a1 a2 a3 ... Qip | br
0 az2 a923 ... a9, b2
0
Grp +vr Qpp | bp |
0 0 0
0 0 0o ... 0 0

Das heifit, die letzten n—r Zeilen bestehen nur aus Nullen, und a;; # 0
firallel <7< .

Wir nennen z1, ..., x, gebundene Variablen, und x,,1, ..., z, freie
Variablen.? Sei k = n—r die Anzahl der freien Variablen. Wir konnen
nun Ap, ..., A frei wéhlen (daher der Name freie Variable) und setzen
Lp41 = )\1,.. L = /\r-

Damit ist die Belegung der ersten r Variablen eindeutig bestimmt: aus
der r-ten Gleichung

CryrZy + a'r(r—i—l))‘rJrl + ot appAp = by

folgt

1

Ty = Qpp (br - ar(r+1))\r+1 — = am)\n) .

Man beachte, daf wir hierfiir die Kérperaxiome benétigen, um a,,!

zu bilden. Mit diesem Wert kénnen wir nun x,_1 bestimmen indem

!Zur Umformung benétigen wir im Allgemeinen die Korpereigenschaften. Von
hier an wollen wir also annehmen, dafl wir iiber einem Koérper K arbeiten, auch
wenn in einigen Fiéllen es auch in Ringen klappen wiirde.

2Man beachte, da man diese Rollen teilweise auch vertauschen kann; allerdings
werden wir spéter sehen, dafl die Anzahl der gebundenen und damit auch der freien
Variablen fiir ein Gleichungssytem immer konstant sind.
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wir in die (r — 1)-te Gleichung einsetzen. Diesen Schritt kénnen wir
wiederholen, bis wir schliefflich einen Wert fiir 21 gefunden haben.

3. Der allgemeine Fall funktioniert analog, allerdings mit den freien
unter die gebundenen Variablen “gemischt”.

Beispiel 3.2.4. Beispiel in der Vorlesung.

Als letztes wollen wir noch Zeigen, dafl wir eine Matrix iiber einem
Korper immer mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form tiiberfithren konnen. Das erste Element einer Zeile, dafl nicht null
ist wollen wir als Pivotelement bezeichnen.

1. Wir wollen die Zeilen durch Vertauschen so anordnen, dafi Zeilen
die nur aus Nullen bestehen unten stehen. Ausserdem sollen die Zeilen,
die ein Element enthalten, welches nicht null ist so geordnet sein, daf,
je weiter das Pivotelement links ist, desto weiter oben soll diese Zeile
stehen. Es gibt also schon Stufen, allerdings sind einige dieser Stufen
noch zu steil.

2. Sagen wir, das Pivotelement der 1. Zeile steht an der Stelle k.
D.h. ayj, # 0 ist dieses Pivotelement. Zu jeder Zeile ¢, die ein Element
besitzt, fiir das ag # 0 ist wollen wir das agkal_kl—fache der ersten Zeile
addieren. Dadurch entsteht an dieser k-ten Stelle in der /-ten Zeile
eine 0.

So kénnen wir erreichen, dafl unterhalb a1 nur Nullen stehen.

3. Wir wiederholen Schritt 1 und 2, mit der Matrix, in der wir die
jeweils neue 1. Zeile ignorieren, bis es keine oder nur eine Zeile gibt,
welche nicht aus nur aus Nullen besteht.

Schreibweisen 3.2.5. Manipulieren wir eine Matrix A durch elemen-
tare Zeilenumformungen in eine Matrix A’ so wollen wir schreiben

A~ AL

Welche Zeilenumformung verwendet wird kénnen wir entweder aus
dem Zusammenhang erkennen oder explizit angeben (z.B. indem wir
Details iiber oder unter den Pfeil schreiben).

Ausser in trivialen Fillen ist A = A’ eine inkorrekte Schreibweise.?

3Um ganz ehrlich zu sein: Man kann zeigen, da ~+ eine Aquivalenzrelation
ist. Legt man nun noch fest, dafl man Repréasentanten, wenn aus dem Zusam-
menhang klar, als Aquivalenzklasse auffasst, ist es sogar richtig = zu verwenden.
Sollten Sie diese Schreibweise bevorzugen, liefern Sie bitte in der Klausur bzw. in
Ubungsaufgaben den Beweis, daf ~ Aquivalenzrelation ist.
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Beispiel 3.2.6. In Q kénnen wir die folgende Matriz A in die Matriz
A" umwandeln, welche in Zeilenstufenform ist.

00129 03459
a_|osas 9| |oo0o120
06789 06 789
09999 09999
03459 03 4 5 9
001209 00 1 2 9
“loe78 9| oo -1 2 9
09999 00 —3 —6 —18
03459 03459
oozl Joo1z29|
00000 00009
00009 00000

Das Verfahren zum Losen eines lineares Gleichungssystems, indem
man zuerst die Matrix in Zeilenstufenform bringt und anschliessend
die Losungen von unten nach oben durch einsetzen erhilt, heifit Eli-
minationsverfahren von Gauss.

Bemerkung 3.2.7. Manche Biicher/Mathematiker empfehlen auch
eine Matriz in Zeilenstufenform weiter in die sogenannte erweiterte
Zeilenstufenform umzuwandeln. Hierbei wird sichergestellt, daf8 auch
oberhalb der Pivotelemente Nullen stehen. Das Auffinden einer Lisung
ist dann einfacher. Die Arbeit die man so spart hat man allerdings

damit einfach schon durch weitere Zeilenumformungen geleistet.

3.3 Rechnen mit Matrizen

Auch aus dem Zusammenhang der linearen Gleichungssystem gerissen
sind Matrizen als mathematische Objekte nicht uninteressant.
Zunichst zwei einfache Verkniipfungen zwischen Matrizen, bzw.

zwischen einem Korperelement und einer Matrix.

Definition 3.3.1. Sind A = (a;5), B = (b;j) € M (m x n, K) Matrizen
iiber K, so definieren wir die Summe A + B als die m x n-Matrix mit
dem Eintrag (a;j + b;;) in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Ist k € K ein Element so definieren wir des weiteren k - A bzw. kA als
die m x n-Matrix mit dem Eintrag ka;; in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte. Wir sprechen in diesem Fall auch vom Skalar k.

Man beachte, dal bei dieser sogenannten Skalarmultiplikation der
Skalar immer links und die Matrix immer rechts steht.

Definition 3.3.2. Fiir jeden Korper K sei 0,,xn bzw. oft einfach
nur 0 (wenn n und m aus dem Zusammenhang klar hervorgehen) die
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Nullmatrix; die Matrix, welche nur Nullen als Eintrage hat.

Wir stellen fest, daf fiir diese Verkniipfungen folgende algebraischen
Rechenregeln gelten. Hierbei schreiben wir —A fiir (—1)A und A — B
fir A+ (—B).

Satz 3.3.3. Sind A,B € M(m xn,K) und a,b € K so gilt:
1. A+B=B+ A

2. (A+B)+C=A+(B+0)

3. A+0=A
JA—A=0
5. 0A=0

6. a(A+ B) =aA+aB
7. (a+b)A=aA+bA
8. (ab)A = a(bA)
9. Ist cA =0, so ist entweder ¢ =0 oder A = 0.
Beweis. Vorlesung. Einfach nachzurechnen. O

Bemerkung 3.3.4. Aussagen 1-4 sagen, daf$ fir alle n,m,
(M(m xn,K),+)
eine Gruppe' ist.

Als néchstes wollen wir noch erkliaren, wie wir zwei Matrizen
multiplizieren. Die Definition ist auf den ersten Blick vielleicht etwas
esoterisch, macht aber durchaus Sinn, wie wir spiter sehen werden.

Definition 3.3.5. Sei A eine m x n Matrix und B eine n x k Matrix
iiber einem Korper K. So ist das Produkt AB die m x k Matrix, deren
Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte gleich

n
> aiby;
=1

ist.

4Wie schon erwihnt wurden Gruppen in der Vorlesung “Diskrete Mathema-
tiker fiir Informatiker” eingefiihrt. Nachdem Sie jetzt aber auch Ringe/Kérper
kennen sehen wir, dafl Gruppen vereinfachte Ringe/Korper sind, wenn man die
Multiplikation ignoriert und nur eine Verkniipfung hat.
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Man beachte, dafl sich nicht zwei beliebige Matrizen multiplizieren
lassen, sondern nur zwei von denen die erste die gleiche Anzahl an
Spalten wie die zweite an Zeilen hat.

Beispiel 3.3.6. Vorlesung.

Satz 3.3.7. Sind A, B,C Matrizen iber K und a,b € K so gilt, (falls
definiert!):

1. (AB)C = A(BC)
2. AB+C)=AB+ AC
3. (A+B)C = AC + BC
4. A(aB) = a(AB)®
5. A0 =0 und 0A =0 (fir die Nullmatriz)
6. (aA)B = a(AB)
Beweis. Vorlesung. Einfach nachzurechnen. O
Allerdings gilt:
Satz 3.3.8.

1. Im Allgemeinen gilt fiir zwei Matrizen A, B, C' iber K nicht, dafl
AB = BA ,

selbst wenn beide Produkte definiert sind.

2. FEs gilt auch nicht daff aus AB =0 folgt, daff A =0 oder B=10
(natirlich auch hier selbst wenn die Produkte definiert sind).

3. Bei Matrizen darf man auch nicht kiirzen. Genauer: es gibt
Matrizen A, B,C, die alle nicht null (d.h. nicht die Nullmatriz)
sind und fir die gilt:

AB = AC aber B#C .

Beweis. Es reicht Beispiele anzugeben. Sei K = Q. Im ersten Fall

A= -0 und B = 12.
2 3 30

5Man beachte, dafl auch hier bei der Skalarmultiplikation auf der linken Seite
der Skalar links und die Matrix rechts steht. Ausserdem ist zu beachten, dafl dieser
Satz nur gilt wenn a € K und nicht fiir Matrizen.

wahlen wir
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Dann ist

AB = -1 2 und BA= 36 ,
11 4 -3 0

also AB # BA.

Im zweiten Fall wihlen wir

A= 01 und B= 3.7 .
0 2 0 0
Wie man leicht nachrechnet ist AB = 0.

Ein Beispiel fiir den dritten Fall ist:

A= 01 und B = 11 und C = 25 .
0 2 3 4 3 4
O

Auch bei der Matrixmultiplikation gibt es ein Einselement:

Definition 3.3.9. Die nxn Matrix, die iiberall Nullen als Eintréage hat,
bis auf der “Diagonalen” wo Einsen stehen heifit die Einheitsmatrix.
Formal ist die Einheitsmatrix also I, = (a;;) € M(n x n, K) mit

0 fallsi#j
aij = .
1 fallsi=j

Matrizen die die gleiche Anzahl and Zeilen wie Spalten haben
bezeichnen wir iibrigens als quadratisch. Die ersten Einheitsmatrizen
sind:

1 0 0
1 0
I = (1), I2=<0 1>, Iy3=10 10

0 0 1

Ist die Grofle durch den Zusammenhang klar wollen wir vereinfacht
auch I an Stelle von I,, schreiben.

Satz 3.3.10. Ist A eine m x n Matriz, so gilt
Al, =A=1,A.

Korollar 3.3.11. M(n x n, K) ist mit obiger Addition und Multipli-
kation zweier Matrizen ein Ring, der aber nicht kommutativ und auch
nicht nullteilerfrei ist.

Diese Aussage iibersieht zwar etwas Struktur, z.B. das wir auch
mit Elementen des Korpers multiplizieren konnen und Matrizen ver-
schiedener Dimensionen multiplizieren kénnen.
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3.4 Nochmals lineare Gleichungssyteme in Ma-
trizenschreibweise

Mit oben eingefiihrter Multiplikation kénnen wir lineare Gleichungssy-
teme noch besser aufschreiben. Sei hierzu

1 bl
x = : , und b=

In bm

n x 1 Matrizen, und A wie oben. Unser lineares Gleichungssystem ist
dann genau
Ax =1b.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem kénnen wir nun schreiben
als
Az =0.

So kompakt diese Schreibweise ist, sollten wir uns immer daran erin-
nern, dal A nicht eine einzelne Zahl und x nicht eine einzelne Variable
ist. Eine Losung zu finden, die dieses Gleichungssystem 16st ist mit
dem Gauss’schen Algorithmus ohne Probleme machbar, benétigt aber
im allgemeinen viele Schritte.

Satz 3.4.1. Sind x und y Ldsungen des homogenen linearen Glei-
chungssytems und k € K. So sind auch x +y und kx Ldsungen.

Satz 3.4.2. Ist z eine beliebige aber fest gewdhlte Losung des linea-
ren Gleichungssytems Ax = b und sei y eine Lisung des homogenen
linearen Gleichungssystem Ax =0, so ist auch z + y eine Lisung des
(inhomogenen) linearen Gleichungssystems.

Umgekehrt kann jede Liosung 2" des (inhomogenen) linearen Gleichungs-
systems Ax = b geschrieben werden als 2’ = z +x

Anders ausgedriickt sagt dieser Satz, dafl wir, um ein inhomogenes
Gleichungssystem zu losen es ausreicht eine einzige beliebige Losung
zu Ax = b zu finden, und dann alle Losungen des homogenen linearen
Gleichungssystems Ax = 0 zu finden, was im Allgemeinen einfacher
ist.
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Vektorraume

4.1 Definitionen

Sei, wie immer, K ein beliebiger Korper.
Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben sind sowohl die Menge aller
Losungen als auch die Menge aller m x n Matrizen eine interessante
Struktur. Was haben beide gemeinsam?

e Wir kénnen Elemente addieren (d.h. wir haben eine Gruppen-
struktur).

e Wir kénnen Elemente mit Elementen aus dem Korper multipli-
zieren.

e Im Allgemeinen kénnen wir nicht zwei Elemente multiplizieren.
(Bei Matrizen geht es gut, aber was sollte das Produkt zweier
Losungen aus n-Elementen sein?)

Diese Art von Struktur ist Hauptinhalt der linearen Algebra. Es handelt
sich um die sogenannten Vektorrdume.

Definition 4.1.1. Ein K-Vektorraum besteht aus einer Menge V
und zwei Verkniipfungen + und -. Hierbei ist + : V x V — V und
-+ K xV — V. Die erste wollen wir Addition nennen, die zweite
Skalarmultiplikation.
Auflerdem sollen die folgenden Axiome gelten: (V, +) ist eine kommu-
tative Gruppe. D.h.

(V1) Fiir alle u,v,w € V gilt (u+v) +w =u+ (v+ w).

(V2) Es gibt ein Element 0 € V, so daf fiir alle u € V gilt u + 0 =
0 + u = u. Dieses Element heifit der Nullvektor.

(V3) Fiir alle u € V gibt es ein Element —u, so daf} gilt u 4 (—u) = 0.
(V4) Fiir alle u,v € V gilt u+v =v + u.

Auflerdem vertrigt sich die Skalarmultiplikation wie folgt:
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(V5) Fiir alle w € V und k, h € K gilt (k+ h)u = ku + hu.
(V6) Fiir alle w € V und k,h € K gilt (kh)u = k(hu)

(V7) Fur alleuw € V gilt 1 - u = w.

(V8) Fiir alle u,v € V und k € K gilt k(u +v) = ku + kv.
Elemente eines Vektorraumes bezeichnen wir als Vektoren.

Zwei wichtige Spezialfiille:

Definition 4.1.2. Vektorraume iiber R werden als reelle Vektorriaume
bezeichnet; solche {iber C als komplexe Vektorradume.

Satz 4.1.3. Das Nullelement 0 und zu jedem u ist der negative Vektor
—u eindeutig bestimmt.

Beweis. Auch hier kdnnte man auf den entsprechenden Satz aus der
Gruppentheorie verweisen. Da aber ein Beweis recht kurz ist:
Nehmen wir an es giibe noch ein weiteres Element 0/, so daf$ fiir alle
ueVgilt0+u=u+0 =wu Dann gilt ja insbesondere fiir v = 0:

0=0+0=0".
Sei jetzt v ein Element, das sich wie —u verhélt; d.h.
u+v=v+u=0.
Dann gilt:
—u=0+(—u)=@w+u)—u=v+(u+(—u)=v+0=v. O

Schreibweisen 4.1.4. Wie immer wollen wir u — v an Stelle von
u~+ (—v) und av an Stelle von a - v schreiben.

4.2 Beispiele von Vektorrdumen

1. Jeder Korper K ist ein K-Vektorraum mit der normalen Addition
und der Korper-Multiplikation als Skalarmultiplikation.
Etwas tiefgriindiger: ist K’ ein Unterkérper von K, so ist K
ein K’-Vektorraum. Z.B. ist R ein Q-Vektorraum, und C ein
R-Vektorraum.

2. Wie wir gesehen haben ist M (m xn, K) ein K-Vektorraum. (Das
man obendrein im Falle m = n Matrizen multiplizieren kann ist
fiir die Vektorraumstruktur unerheblich).

3. Das Standardbeispiel eines K Vektorraumes ist K™ die Menge
aller Tupel der Lange n. Zwei solche Tupel (ki,...,k,) und
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(ky,...,k],) addieren wir einfach durch
(b1, .o kn) + (Koo kL) = (b + Kook + KL)
Ein Tupel multiplizieren wir mit einem Skalar durch

ke(ky, ... ko) = (kky, ... kky) .

4. Ahnlich wie oben kiénnen wir uns auch den K Vektorraum K
aller unendlichen Tupel betrachten. Zwei solche Tupel (k1, ko, . . .)
und (K}, K, ...) addieren wir einfach durch

(ki ko, ... )+ (K Ky, o) = (K + K] ke + Kb, )
FEin Tupel multiplizieren wir mit einem Skalar durch

k(ky, ko, ...) = (kki, kks,...) .

5. Genau genommen sind die letzten zwei Beispiele nur Spezialfille
des folgenden Vektorraumes: Sei X eine beliebige nicht-leere und
KX die Menge aller Funktionen X — K. Zwei solche Funktionen
f,g € KX addieren wir durch

(f +9)(x) = f(z) + g(=) ,

und multiplizieren mit einem Skalar durch

(kf)(z) = k(f(2)) .

Man sollte begriffen haben, was die letzten beiden Gleichungen
iiberhaupt aussagen! K™ ist dann nichts anderes als K {1-n}
und K> ist KV,

6. Ist (A |0) ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber einem
Korper K, so ist die Menge aller Losungen ein Vektorraum.

Bemerkung 4.2.1. Oft fassen wir K™ auch als den Vektorraum aller
1 x n Matrizen (als Zeilenvektoren), oder aller n x 1 Matrizen (als
Spaltenvektoren) auf."

Bemerkung 4.2.2. Die Vektorrdume R? und R? eignen sich hervor-
ragend zur mathematischen Modellierung des uns umgebenden Raumes.

4.3 Linearkombinationen, Lineare Unabhingig-
keit, Erzeugendensysteme

Leicht zu iibersehen ist die nachste zentrale Definition:

!Einige Biicher treffen hier eine feste Wahl zwischen beiden Alternativen.
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Definition 4.3.1. Sind vy, ..., v, Vektoren eines K-Vektorraumes V'
und k1, ..., k, € K Skalare, so bezeichnen wir mit

n
kai = kivy + -+ kpuy
i—1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Ist S C V eine Menge von Vektoren, so hei3t v Linearkombinati-
on von S, wenn es endlich viele Vektoren in S gibt, so dafl v eine
Linearkombination dieser ist.

Man beachte, dafl wir oft auch den Nullvektor als Linearkombina-
tion von Vektoren schreiben kénnen, die nicht gleich dem Nullvektor
sind und bei denen die Koeffizienten der Linearkombination ebenfalls
nicht null sind. Z.B. ist in M (2 x 2,Q):

o0 ) (0 )= ()= (o)

Besonders interessiert sind wir an Mengen von Vektoren, bei denen wir
den Nullvektor nicht als (nicht-triviale) Linearkombination schreiben
konnen.

Definition 4.3.2. Vektoren vy,...,v, eines K-Vektorraumes V hei-
en linear unabhingig genau dann, wenn immer fiir Koeffizienten
ki,...,k, € K aus

kivi 4+ + kpvp =0

folgt, daf
k1=0,ko=0,...,k,=0.

Anders ausgedriickt sind vy, ..., v, linear unabhéngig, wenn sich
der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkombination bilden
lasst.

Definition 4.3.3. Vektoren v1,...,v, eines K-Vektorraumes V hei-

Ben linear abhiingig genau dann, wenn sie nicht linear unabhéngig
sind. D.h., wenn es Skalar ki, ..., k, € K gibt, die nicht alle null sind”
so daf

kv + -+ kpv, =0

Definition 4.3.4. Eine Menge S von Vektoren heif3t linear unabhéngig,
wenn jede endliche Auswahl an verschiedenen Vektoren linear un-
abhéngig sind. Sie heifit linear abhéingig, falls es endlich viele Vektoren
aus S gibt, die linear abhiingig sind.?

2Man beachte, daB einige null sein kénnen. Bloss nicht alle gleichzeitig.
3Diese Definition ist vor Allem fiir unendliche Mengen S notwendig.
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Lemma 4.3.5. Fine Menge S mit zwei oder mehr Vektoren ist genau
dann linear abhingig, falls sich einer* der Vektoren als Linearkombi-
nation der anderen darstellen ldsst.

Diese Charakterisierung ist zwar praktisch oft einfacher zu hand-
haben als unsere Definition, welche allerdings theoretisch dieser weit
iiberlegen ist.

Einige einfache hinreichende Kriterien fiir lineare (Un)-abhéngigkeit
sind:

Bemerkung 4.3.6. In jedem K-Vektorraum V gilt:

1. Ein einziger Vektor v ist genau dann linear unabhdngig, wenn

v # 0.
2. Enthdlt eine endliche Menge {v1,...,v,} von Vektoren den Null-
vektor, so sind die Vektoren vy, ..., v, linear abhdngig.

3. Kommt der gleiche Vektor zweimal vor, so ist die Menge ebenfalls

linear abhdngig.

Eine wichtig Eigenschaft von linear unabhéngigen Vektoren ist der
Koeffizientenvergleich:

Satz 4.3.7. Seien vy, ..., v, linear unabhingige Vektoren. Sind dann
ki,...,kn, h1,...,hy Skalare, so dafs

kivi + -+ kpvp = havr + - - + hpop

so ist k; = h; fir alle 1 <1< n.

Definition 4.3.8. Ist S eine Menge von Vektoren, so sei (S) die Menge
aller Linearkombinationen von S. Im Falle da8 S = {vy,...,v,} endlich
ist, schreiben wir (v1,...,v,) an Stelle von ({v1,...,v,}).

Lemma 4.3.9. Sind B und B’ Teilmengen eines Vektorraums V', so
gilt
(B'YC(B) <= B C{(B)

Beweis. Fiir die Richtung = reicht es zu zeigen, dafl B’ C (B’).
Dies ist aber klar, da jedes v € B’ Linearkombination von Vektoren
aus B ist (ndmlich v =1 -v).

Fiir die Richtung <= miissen wir etwas mehr arbeiten. Sei v € (B’)
beliebig. Wir miissen zeigen, dafl v Linearkombination wen endlich
vielen Vektoren aus B ist. Da v € (B’) gibt es v1,...v, € B’ und
ki,...,kn, € K so daf

(4.1) v = ikivi .
i=1

4Man beachte, daB8 dies nicht bedeutet, da sich jeder der Vektoren als Linear-
kombination der anderen schreiben lisst.

41



4.4. LINEARE UNABHANGIGKEIT UND
ERZEUGENDENSYSTEME IM KN

Nach Vorraussetzung sind aber auch die v; Linearkombinationvon
Vektoren aus B. Es gibt also fiir jedes 1 <i < n wt,... ,wf% € B und

i i
1oy, so daB

n;
(4.2) v=) G
j=1

Setzen wir nun die Gleichungen 4.2 in Gleichung 4.1 ein, so erhalten
wir
n n; n n;
o= 3 (St = 33w
i=1 j=1 i=1 j=1
D.h. dal v Linearkombination von Vektoren aus B ist, was wir ja
zeigen wollten. O

Allgemein gilt:

Satz 4.3.10. Ist S eine Menge von Vektoren eines K-Vektorraumes
V, so ist (S) ein K-Vektorraum.

Beweis. Der Beweis hierzu folgt leicht aus einem allgemeinen Satz. [

Definition 4.3.11. Ist V' = (S), so heifit S Erzeugendensystem.
Ausserst interessant sind minimale Erzeugendensysteme:
Eine Menge B C V eines Vektorraumes heifit Basis, falls gilt

1. B ist Erzeugendensystem von V' und
2. B ist linear unabhingig.

Eine Menge B C V ist also Basis, wenn sich jeder Vektor aus V
aus den Vektoren in B zusammensetzen ldsst, und ausserdem wir keine
Vektoren aus B weglassen konnen.

Beispiel 4.3.12. Die Standardbasis von K" sind die Einheitsvek-
toren e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0...,0), ..., e, = (0,0,...,1).

Im Allgemeinen ist es schwer zu entscheiden, ob eine Menge von
Vektoren Basis eines Vektorraums ist.

4.4 Lineare Unabhingigkeit und Erzeugenden-
systeme im K"

Seien v1 = (a1,1,---,@m1)s--->Vn = (A1, - - -, Amyn) Vektoren im K™,

Fassen wir diese als Spaltenvektoren auf, so kénnen wir sie in einer

Matrix A zusammenfassen. Sind jetzt ki,..., k, € K Skalare, so lasst
sich die Linearkombination folgendermassen umschreiben:
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4.5. DIMENSION

k1o, + -+ kpop

a1 a1.n

=k i |tk
am,1 Umn
kiai knain
klam,l knGm.n

)

kia1q + -+ kparp

klam,l + -+ knam,n

ai.1 N ain kl kl

am,1 --- Gm.n k‘n ]{in

D.h. wir kénnen eine Linearkombination mit etwas Umformung als
Matrixmultiplikation schreiben.

Satz 4.4.1. Secien vq,...,v, und A wie oben. Dann sind vy ..., v,
genau dann linear unabhdngig, wenn das homogene lineare Gleichungs-
system Ax = 0 nur die triviale Lésung hat.

Satz 4.4.2. Seien vy,...,v, und A wie oben, und sei noch b € K™
ein weiterer Vektor. Dann ist b € (v ...,v,) genau dann, wenn das
lineare Gleichungssystem Ax = b (mindestens) eine Ldosung hat.

Das heifit um im K" lineare Unabhéngigkeit zu tiberpriifen oder
um zu sehen ob ein Vektor als Linearkombination anderer Vektoren
gebildet werden kann miissen wir ein lineares Gleichungssytem losen,
was wir aber mit dem Gauss’schen Verfahren immer konnen. Damit
ist auch die Frage ob Vektoren im K™ eine Basis bilden immer mit
dem Gauss’schen Verfahren entscheidbar.

4.5 Dimension

Als erstes wollen wir eine kurze Charakterisierung von Basen® geben.

Satz 4.5.1. Sei B C V eine Teilmenge eines Vektorraumes V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. B ist Basis.

5Plural von Basis!
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2. B ist maximale linear unabhingige Menge; d.h. B ist linear
unabhdngig, aber fir alle v € V ist BU {v} linear abhingig.

3. B ist minimales Erzeugendensystem; d.h. B ist Erzeugendensy-
stem, aber fir alle v € B ist B\ {v} nicht mehr Erzeugendensy-
stem.

Beweis. Um zu sehen, daf (1) = (2), sei B Basis und v € V' beliebig.
Da B Basis, lasst sich v als Linearkombination von Vektoren aus B
darstellen. D.h. aber, daf} {v} U B linear abhéngig ist.

(2) = (1): Sei umgekehrt B maximale linear unabhéngige Menge.
Damit B Basis ist, miissen wir zeigen, dafl B Erzeugendensystem ist
(linear unabhéngig ist die Menge ja bereits). Sei also v € V' beliebig.
Nach Voraussetzung ist B U {v} linear abhéngig, was impliziert daf es
Koeffizienten ko, ..., k, € K und Vektoren vy, ..., v, gibt mit

n
0= kOU“‘Zkivi .
i=1

Nun kann kg nicht null sein, da sonst B linear abhéngig wire. Also ist
ko # 0. Und wir kénnen obige Gleichung umformen zu

n
v = E —ko_lkﬂ)i s
=1

und also ist v Linearkombination aus Vektoren in B.

Die Implikationen (1) <= (3) sind als Ubung gelassen. O
Ein Vektorraum V heifit endlich erzeugt falls es Vektoren vy, ..., v,
gibt, so daf
V= (’Ul,...,’Un> .

Korollar 4.5.2. Jeder nicht-trivial endlich erzeugte Vektorraum be-
sitzt eine endliche Basis.

Bemerkung 4.5.3. Die harmlos wirkende Aussage, daf$ jeder Vek-
torraum eine Basis besitzt ist dquivalent zum sogenannten Zorn'schen
Lemma oder Auswahlaxiom. Dieses wird zwar mehrheitlich von Mathe-
matikern akzeptiert, besitzt aber Folgerungen wie das Banach-Tarsk:
Paradozon, welche doch einen iiblen Beigeschmack lassen.

Lemma 4.5.4 (Austauschlemma). Sei B = {v1,...,v,} Basis eines
Vektorraums V. Sei des Weiteren w € V und ky,...,k, € K so dafs

n
w = E ki’UZ‘ .
i=1

Fiir jedes j mit kj # 0 ist
(4.3) B ={vi,...,vj_1,w,vj41,vn}
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Basis von V. (Anderst ausgedriickt: wir konnen v; in der Basis durch

w ersetzen).

Beweis. Seien alle Elemente wie in der Aussage. Wir miissen zeigen,
dal B’ Basis ist.

e B’ ist Erzeugendensystem: sei v € V beliebig. Dank des Lemmas
4.3.9 reicht es zu zeigen, dal B C (B'). Es ist klar, daf

/
V1y.- o3 Vj—1,Vj41,-.-,Un € <B>

sind. Wir miissen nur noch zeigen, da8 v; € (B’) ist. Da kj # 0
ist und also ein multiplikatives Inverses besitzt (wir arbeiten ja

iiber einem Korper) kénnen wir (4.3) umformen zu:

n
Uy =W — E kj_lkivi .
i=1
7]

Dies sieht zwar kompliziert aus, wenn man sich die Gleichung
jedoch ansieht sieht man, dafl w eine Linearkombination der
Vektoren in B’ ist.

e B’ ist linear unabhingig: Sei ¢1,...,¢, € K so daf}
(4.4) 0=F%vy+- -+ Ej,lvj,l + ij + €j+1vj+1 + o+l .

Wire [; # 0, so kénnten wir diese Gleichung umformen zu

n
w = Z Ej_l&vl 5

i=1

i#]
also als Linearkombination der linear unabhéngigen Vektoren
v1,...,vj, wobei der Koeffizient von v; null ist. Koeffizientenver-
gleich mit der Gleichung (4.3) liefert aber fiir die j-ten Koeffizi-
enten dann, da8 auch k; = 0; ein Widerspruch zu den Annahmen

des Satzes. Also muss £; = 0 gelten. Damit vereinfacht sich die
Gleichung (4.4) zu

0="/lrvy + -+l 1vj 1 + v + -+ Lpoy,

Da B linear unabhéngig ist und damit auch jede Teilmenge folgt
daBB l1,...,0;_1,4j41,..., €, = 0ist. Zusammen also 1, ...,¢, =
0, was bedeutet, dal B’ linear unabhéingig ist.

O

Satz 4.5.5 (Austauschsatz von Steinitz). Sei B = {v1,...,v,} Basis
eines Vektorraums V und C = {w1,...,wn} eine Menge linear un-
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abhingiger Vektoren in V. Dann gilt m < n und es gibt m Vektoren
i B, die wir durch C ersetzen kénnen.

Korollar 4.5.6. Sei B eine endliche Basis eines Vektorraums und
C eine Menge linear unabhingiger Vektoren. Dann gilt |C| < |B|.

Insbesondere ist C' endlich.

Korollar 4.5.7. Je zwei Basen haben die gleiche Anzahl an Elemen-
ten.

Definition 4.5.8. Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum, so besitzt
nach obigen Korollar jede Basis B die gleiche Anzahl n and Vekto-
ren. Ausserdem existiert eine Basis nach Korollar 4.5.2. Diese Zahl n
bezeichnen wir als die Dimension von V. In Zeichen schreiben wir

dimKV:n.

Fiir den Fall das V = {0} ist setzen wir dimg V = 0.5.
Ist klar, iiber welchem K wir arbeiten, so schreiben wir auch einfach
dim V.

Korollar 4.5.9.

1. Sei V' Vektorraum mit dim'V = n. Besitzt eine linear unabhdngige

Menge B genau n Elemente, so ist B Basis.

2. Sei V. Vektorraum mit dimV = n. Ist eine Menge B Erzeugen-
densystem mit genau n Elementen, so ist B Basis.

4.6 Unterraume

Definition 4.6.1. Sei V ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmen-
ge. Ist U mit den gleichen Verkniipfungen wie V' ein Vektorraum, so
heisst U Unter(vektor)raum von V.

Um zu zeigen, daf eine Teilmenge U C V eines Vektorraums ein
Vektorraum ist miissen wir nur zeigen, dafl U unter den Verkniipfungen
+ und - abgeschlossen ist. Die Axiome vererben sich dann.

Satz 4.6.2. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V ist genau dann

Unterraum, falls
1. fiir alle u,u’ € U folgt, dafi u+ v’ € U und
2. fir alleue U und k € K gilt ku € U.

Wo ist hier das Problem? Sind wir einmal etwas penibler. Wir haben
einen Vektorraum V, dessen Verkniipfungen wir hier mit +y : V2 — V
und -y : K X V — V bezeichnen wollen. Sei ausserdem U C V eine

SMan beachte, daB {0} keine Basis besitzt
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Teilmenge. Damit U selbst wieder ein Vektorraum ist miissen wir die
zwei Verkniipfungen +y : U2 — U und -y : K x U — U finden, so
dal U mit diesen ein Vektorraum ist. Wir wollen auch, dafl diese Ver-
kniipfungen auf U mit +y und -y {ibereinstimmen. Natiirlich kénnen
wir einfach sagen, dal u +y u' gleich u +y u' sein soll. Allerdings
wissen wir ja nicht ob, selbst wenn w,u’ € U sind, dann u +vy v’ € U
ist. Abstrakt ausgedriickt: schrinken wir +y : V2 — V auf U ein, so
erhalten wir eine Abbildung U? — V; wir wollen aber eine Abbildung
vom Typ U? — U.

Allgemein ist es mit Hilfe des obigen Satzes leicht zu zeigen, dafl
eine Untermenge ein Vektorraum ist — leichter zumindest als zu zeigen,
daf} es fiir sich genommen ein Vektorraum ist (wir sparen uns alle 8
Axiome nachzuweisen). Warum ist das so? Wenn wir schon wissen, daf
V' Vektorraum ist haben wir die Arbeit diese Axiome nachzuweisen ja
schon geleistet.

Beispiel 4.6.3. Fin wichtiges Beispiel eines Unterraumes sind die
folgenden beiden Mengen: Ist V' ein Vektorraum, so sind V und {0}
Untervektorrdaume.

Lemma 4.6.4. Sind Uy, Us Unterrdume eines Vektorraums V', so ist
auch Uy N Uy Unterraum, und insbesondere selbst Vektorraum.

Beweis. Vorlesung. d

Man beachte, dafl die Vereinigung zweier Unterrdume im Allgemei-
nen kein Unterraum ist.

Beispiel 4.6.5. 1. Die Menge aller stetigen (differenzierbaren, k-
mal differenzierbaren) Funktion [0,1] — R ist ein Untervektor-
raum der Menge aller Funktionen [0,1] — R.

2. Sei U C R? ein Unterraum der Euklidischen Ebene. Ist dim U =
2 s0 ist U = R? und ist dimU = 0, so ist U = {0}. Die einzig
interessanten Unterrdume sind die mit dimU = 1 (andere kann
es nach dem folgenden Satz nicht geben). U ist also von der Form
(v), mit v # 0. Die Menge aller Linearkombinationen, die wir
aus einem Vektor bilden kionnen hat aber eine einfache Struktur:

(v) ={kv|keR}.
Geometrisch sind dies alle Punkte der Ebene, welche auf der
Geraden liegen, die durch den Punkt v und den Ursprung geht.

Satz 4.6.6. Seit V' Vektorraum mit dimV = n. Jede Basis eines
Unterraums U hat hdchstens n Elemente.

Ausserdem kann eine Basis By von U zu einer Basis aus V' ergdnzt
werden. D.h. es gibt eine Basis By von V. mit By C By.
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Beweis. Dies folgt wie so viele Séitze direkt aus dem Austauschsatz. [

Seien Uy, Us Unterrdume von V. Dann heifit U; Komplement
von U, falls

e der Durchschnitt von U; und Uy minimal ist, also
UiNU; = {0}
und

e beide zusammen V erzeugen; also

<U1UU2>=V.

In diesem Fall sagen wir auch, dafl V' die direkte Summe von U
und Us ist und schreiben V = Uy @ Us,.

Korollar 4.6.7. Jeder Unterraum besitzt einen komplementdren Un-
terraum.

Satz 4.6.8. Seien Uy und Us komplementdre Unterrdume von V ; also
V =U; @& Us. Dann ldsst sich jeder Vektor v € V' eindeutig als Summe
eines Vektors uy € Uy und ue € Us zerlegen.

Beweis. Das sich jeder Vektor als Summe zweier Vektoren schreiben
lisst, folgt aus der Definition von ( ). Die Eindeutigkeit hat einen recht
hiibschen Beweis: Nehmen wir an, wir kénnen v auf zwei verschiedene
Arten schreiben:

u1+uQ:v:u'1+u’2 ,

mit uy,u) € Uy und ug, uh € Us. Dann gilt nach Umformung:
/ !

Da U; und U Unterrdume sind ist der Vektor u; — v} € U; und
ug — ub € Us. Beide Vektoren sind aber gleich, also sowohl in U; als
auch in Us. Der einzige Vektor mit dieser Eigenschaft ist aber der
Nullvektor. Also gilt u; — uj = 0 und ug — uh) = 0 oder dquivalent
up = uj und ug = ub,. O

Satz 4.6.9 (Dimensionssatz fiir Unterrdume). Seien Uy und Uy Un-
terrdume des Vektorraums V. Dann gilt

dim<U1 U U2> =dimU; + dim Uy — dim(U1 N UQ) .

Man beachte, daf3 die eckigen Klammern um U; U Us notwendig
sind, da, wie wir gesehen haben, die Vereinigung zweier Unterrdume
nicht unbedingt wieder ein Untervektorraum ist.

48



4.6. UNTERRAUME

Beweis. Sei vy, ..., v eine Basis von U; NUs. Wegen Satz 4.6.6 kénnen
WIr U1, ..., Uy und wy, ..., wp so dafl
Viyeo oy Vg, Uy oo s U

eine Basis von U; ist und
Vigeooy U, W1y ..., Wy

eine Basis von U; ist.

Wenn wir zeigen kénnen, daf3
Vly ooy Uy ULy v ey Upnyy W, o v oy Wy
eine Basis von (U; U Us) ist sind wir fertig, da dann

dim(U1UU2>:k:+m+€
=k+m+Ek+0-1
=dimU; +dim Uy —dim(UlﬂUg) .

Es ist einfach zu sehen, dafl die angesprochenen Vektoren (U; U Us) er-
zeugen. Der trickreiche Teil des Beweises ist die lineare Unabhéngigkeit.
Seien also q1,...,qk, "1y, Tm,P1,- - -, P¢ Skalare, so dafl

(#) 0= qro1 + - 4 qrvk + 71u1 + - - + Pl + prws + - - + powy -
Formen wir diese Gleichung um erhalten wir
—qIU1 = = QU — T1UL — = Ty = P1wn s pewy

Da die linke Seite Element von Uj ist und die rechte Element von Uy
ist der Vektor pywi + - - - + ppwy € Uy N Us. Also gibt es weiter Skalare
ai,...,ap, so dafl

ajvy + -+ apvp = prwy + -+ pewy -

Man beachte, dafl vy, ..., vg, w1, . . ., wy eine Basis von Us und insbeson-
dere linear unabhéngig ist. Schreiben wir die Gleichung komplizierter,
so erhalten wir

aivy + -+ agvg + 0wy + - - - + Owy
=0vy + -+ + Ovg + prwy + -+ + powy .

Durch Koeffizientenvergleich folgt also, dal p; = --- = p, = 0. Damit
vereinfacht sich die Gleichung (#) zu

0=qv1+ -+ qpop +r1ur + -+ Ty, -
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Da vy,...,vg, u1,..., Uy, linear unabhéingig sind, folgt, dafl auch ¢q; =
<o =gqp=r1 =+ =1y = 0. Also sind alle Skalare in (#) null und
wir haben lineare Unabhéngigkeit. O

4.7 Koordinaten

Sei B = {v1,...,v,} eine festgewéhlte Basis eines n-dimensionalen
Vektorraums V. Da B Erzeugendensystem ist gibt es fiir jedes w € V'
Skalare k1, ..., ky,, so dafl

n
w = Z k?ﬂ)i
i=1
ist. Da B auch linear unabhéngig ist, sind wegen Satz 4.3.7 diese

Skalare eindeutig.

Definition 4.7.1. Die oben beschriebenen Skalare bezeichnen wir als
die Koordinaten von w zur Basis B. In Zeichen wollen wir hierfiir

(’LU)B = (k‘l,...,]{}n)

verwenden.

Haben wir eine Basis festgewahlt, so ist in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum jeder Vektor durch n Elemente aus K eindeutig be-
stimmt. Allerdings hingt diese Darstellung von der gewéhlten Basis
und sogar der Reihenfolge der Basis-vektoren ab!

Beispiel 4.7.2.

Bemerkung 4.7.3. Sei B die Basis der Einheitsvektoren in K™. So
gilt:
(a1, an)p = (a1,...,ap) .

Man mache sich klar, was diese Gleichung tiberhaupt bedeutet.

In einem spéteren Kapitel werden wir sehen, wie wir einfach zwi-
schen zwei verschiedenen Koordinatensystemen wechseln kénnen.

Lemma 4.7.4. Sind v,u € V Vektoren, k € K ein Skalar und B =
{v1,...,vn} Basis von V, so gilt

(1) +U)B = ('U)B + (U)B

und

(kv)p =k(v)p .
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Lineare Abbildungen

5.1 Definitionen und Beispiele

Definition 5.1.1. Seien V und W beide K-Vektorrdume. Eine Funk-
tion ¢ : V. — W heifit linear wenn fiir alle v,u € V und k € K
gilt:

o p(u+v) = p(u) + p(v) und
o o(ku) = kp(u).
Beispiel 5.1.2.

1. Die identische Abbildung idy : V' — V definiert durchidy (v) = v
ist immer linear.

2. Ist k € K beliebig, so ist die Abbildung ¢ : V. — V definiert
durch ¢(v) = kv linear.

3. Ist V.= Uy & Us, so ist die Projektion Py, von V auf Uy
definiert dadurch, daf jeder Vektor v = uy + us mit u; € Uy und
ug € Uy aufuy abgebildet wird. (Da wir gesehen haben, daf$ diese
Zerlegung eindeutig ist, ist diese Funktion wohldefiniert).

4. Fassen wir K™ als Vektorraum der n x 1 Matrizen auf, so ist
fiir jede m x n Matriz die Abbildung a4 : K™ — K™ definiert
durch pA(v) — Av linear.

Satz 5.1.3. Ist ¢ : V. — W eine lineare Abbildung, so sind das Bild
Bi(¢) und der Kern Ke(p) Unterrdume von W bzw. V.
Hierbei ist

e Bi(p)={weW|FveV:pWw) =w} und

e Ke(p) ={veV]p() =0}

o1



5.1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

Satz 5.1.4. Eine lineare Abbildung o ist genau dann injektiv', wenn
Ke(p) = {0} ist.

Beweis. Es sind zwei Richtungen zu beweisen. Nehmen wir zunéchst
an, dafl ¢ injektiv ist. Wir wollen zeigen, dai Ke(p) = {0} ist. Sei also
v € Ke(yp), d.h. ¢(v) = 0. Wie man leicht sieht ist auch ¢(0) =0 (da
©(0) = p(0x0) = 0k p(0) = 0). Da ¢ injektiv ist gilt also v = 0.

Sei umgekehrt Ke(yp) = {0}. Wir wollen zeigen, dafl ¢ injektiv ist.
Sei also p(v) = p(v'). Das ist dquivalent zu ¢(v) — p(v') = 0. Wir
schliefen:

0= () —p(') = p(v—2).

Da das Ke(p) = {0} ist das einzige Element, das auf die null abgebildet
wird, die null selber. Also ist v — v’ = 0, oder dquivalent v =1'. [

Satz 5.1.5. Sind ¢ : V = W und ¢ : W — U lineare Abbildungen
zwischen Vektorrdaumen, so ist auch o : V — U linear.

Beweis. Einfach. Vorlesung. 0

Definition 5.1.6. Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : V' — W heifit
(Vektorraum)-Isomorphismus. Existiert ein Isomoprhismus zwischen
V und W, so heiflen diese isomorph.

Isomorphe Vektorrdume sind, als Vektorrdume quasi identisch und
unterscheiden sich nur durch ihre Beschreibung.

Satz 5.1.7. Istvy,...,v, eine Basis eines Vektorraums V und wq, ..., wy
beliebige Vektoren in einem Vektorraum W, dann gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v;) = w; fir 1 <i< n.

Beweis. Vorlesung. d

Dies heifit, da} eine Lineare Abbildung schon durch ihr Verhalten
auf einer Basis eindeutig festgelegt ist.

Lemma 5.1.8. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung und vi,...,v,
eine Basis von V. Sei ausserdem w; = o(v;). Dann gilt:

1. wy,...,wy sind genau dann linear unabhdngig, wenn o injektiv
15t.
2. wy,...,w, sind genau dann Erzeugendensystem von W, wenn

© surjektiv ist.

3. wi, ..., wy sind genau dann Basis, wenn ¢ bijektiv also Isomor-
phismus ist.

!Zur Erinnerung: Eine Funktion heiBt injektiv, wenn verschiedene Elemente auf
verschiedene Element abgebildet werden. Logisch ausgedriickt: fiir alle u,v € V gilt
) = p(v) = u="v
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Korollar 5.1.9. Je zwei K-Vektorriume derselben Dimension sind
isomorph.

Wie wir gesehen haben ist fiir jede Matrix A die Funktion ¢4 :
K™ — K™ definiert durch Multiplikation mit eben der Matrix A linear.
Die Umkehrung stimmt in folgendem Sinne:

Definition 5.1.10. Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung, B =
{v1,...,v,} eine Basis von V und C' = {wy, ..., wy,} eine Basis von W.
Fiir jedes Element v; konnen wir das Bild ¢(v;) eindeutig ausdriicken
als Linearkombinationen der Basiselemente w1, ..., wpy:

QO(U]') = a1;wi + -+ AmjWy .

Die m x n Matrix mit eben diesen Eintrégen a;; heiit Darstellungs-
matrix der linearen Abbildung ¢. D.h. die Koeffizienten von ¢(v;)
bilden die j-te Spalte der Darstellungsmatrix. Diese wollen wir mit
M (¢, B,C) bezeichnen. Sind die Basen fest gewihlt, so wollen wir
auch kurz M () benutzen.

Man beachte, dafl die Darstellungsmatrix eindeutig ist, aber von
den gewihlten Basen abhingt.

Satz 5.1.11. Ist ¢ : V. — W linear Abbildung und B = {v1,...,v,}
eine Basis von V und C = {w1,...,wn} eine von W.
Es gilt:

(p(v))c = M(p, B,C)(v)B

Beweis. Wir wollen zunichst zeigen, dal (¢(vj))c = A(vj)p, der
allgemeine Fall folgt dann wegen Lemma 4.7.4.
Wir berechnen

(e(vj))e = (a1j, azj, - - ., am;)
= M((p,B,C)ej
= M(QD,B,C)(UJ')B .
]

Satz 5.1.12. Sind ¢ : V — W und ¢ : W — U lineare Abbildungen
zwischen endlichen Vektorrdumen V,W,U mit Basen B,C,D. So gilt
fiir die Darstellungsmatrizen:

M(p o, B,D) = M(p,B,C)M(4),C, D) .

D.h. Komposition von Abbildungen entspricht der Multiplikation ihrer
darstellenden Matrizen.

Beweis. Sei B = vi,...,0, C = u1,...,ux und D = wy,..., Wpn.
Des Weiteren sei (ai;) = M(p, B,C), (bij) = M(¢,C, D) und (¢;;) =
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5.1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

M(¢op,B,D). D.h.
k
p(v) =Y aiju;
i=1

Y(ui) =Y beivs
=1

(Wop)(vy) =) cyuwy

(=1

Dann miissen wir zeigen, dafl

Dies ist aber genau was wir zeigen wollten. O

Bemerkung 5.1.13. Sei A eine m x n Matriz, so ist A Darstellungs-
matriz der Abbildung p4 : K™ — K™ beziiglich der Standardbasen.

Beispiel 5.1.14. Die Identische Abbildung idx~ hat die Einheitsma-
triz als Darstellungsmatriz beziiglich der Standardbasis.

Beispiel 5.1.15. Sei V' der Vektorraum der Polynome tber R vom
Grad kleiner gleich 4. (V ist ein Unterraum des Vektorraums aller
Funktionen R — R). Man kann leicht sehen, daf$ po(x) =1, p1(x) = z,
pa(z) = 22, p3(x) = 2* und py(z) = 2*
Wie man leicht sehen kann ist die Ableitung o(p) = p'eine lineare

eine Basis B von V bilden.
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5.2. UMKEHRABBILDUNG UND MATRIXINVERSE

Abbildung auf diesem Vektorraum. Die darstellende Matriz ist:

M(p,B,B) =

o O O o O
o O O o =
S O O N O
o O W o o
O = O O O

5.2 Umkehrabbildung und Matrixinverse

Zur Erinnerung: ist f : A — B eine bijektive Abbildung, so kénnen
wir die Umkehrabbildung f~! : B — A bilden, die jedem Element
b € B das eindeutig bestimmte Element a zuordnet, fiir das f(a) =0
gilt.?

Die Umkehrabbildung ist dadurch charakterisiert, dafl f='o f =idy
und fo f~! =idp gilt.

Lemma 5.2.1. Ist ¢ : V — W eine Isomorphismus, so ist die Um-

-1

kehrabbildung o~ ebenfalls lineare Abbildung.

Definition 5.2.2. Eine n x n Matrix A heif3t invertierbar, falls es
eine Matrix A~! gibt, so dal AA™t =1, = A1 A gilt.

Fiigen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir
folgendes

Korollar 5.2.3. Ist A eine n X n Matriz, so daff pa : K" — K"
bijektiv ist, so ist A invertierbar.

Es gilt
Lemma 5.2.4. Sind A, B invertierbar, so gilt
1. Es gibt genau eine Matrizinverse.
2. (A hH =4
3. (AB)"'=B714!

Im einem folgenden Kapitel wollen wir uns iiberlegen, wann eine
Matrix invertierbar ist, und wie man das Inverse konkret finden kann.

Definition 5.2.5. Sind B und C' Basen eines endlich-dimensionalen
Vektorraums, so heifit M (id, B,C) Basistransformationsmatrix
zwischen B und C'. Da id bijektiv ist, ist diese Matrix invertierbar.

Wie der Name sagt erlaubt die Basistransformationsmatrix zwi-
schen zwei Koordinatendarstellungen hin- und herzuspringen. Dies
folgt aus der Allgemeinen Aussage (Satz 5.1.11), da id(v) = v:

(v)e =M(id,B,C)(v)p

2Hierbei wird die Surjektivitit dazu verwendet, dafl ein solches a existiert, und
die Injektivitit, dal es hochstens ein solches a gibt.
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5.3. ALGORITHMUS ZUM INVERTIEREN VON MATRIZEN
BZW. ZERLEGEN IN ELEMENTARMATRIZEN

Satz 5.2.6. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen und B, B' und C,C’ Basen von V und
W, und A= M(p,B,C) und A’ = M(p, B',C"), so gilt

A=SAT

wobet S und T' Basistransformationsmatrizen, also insbesondere inver-
tierbar sind.

5.3 Algorithmus zum Invertieren von Matri-
zen bzw. Zerlegen in Elementarmatrizen

Zwar haben wir im letzten Kapitel gesehen, unter welchen Umstédnden
die Existenz einer inversen Matrix gesichert ist, jedoch wissen wir
nicht, wie wir diese praktisch berechnen kénnen. Zunéchst ein paar
technische Hilfsmittel um elementare Zeilenumformungen auf Matrix-
multiplikationen zuriickfiihren zu kénnen:

Sei E; ; die (n x n)-Matrix, die wie die Einheitsmatrix aufgebaut ist,
aber an (7,7)-ter und (7, j)-ter Stelle eine 0 hat und dafiir an (i, j)-ter
und (j,7)-ter Stelle eine 1. Dann gilt:

Multiplizieren wir eine n x m Matrix A von links mit Ej ;,
so erhalten wir die Matrix, die durch Vertauschen der i-ten
mit der j-ten Zeile aus A hervorgeht.

Sei Fj i, die (n x n)-Matrix, die wie die Einheitsmatrix aufgebaut ist,
aber an (i,7)-te Stelle den Eintrag k # 0 hat. Dann gilt:

Multiplizieren wir eine n x m Matrix A von links mit Fj z,
so erhalten wir die Matrix, die durch Multiplikation der
i-ten Zeile mit k£ aus A hervorgeht.

Sei Gy ; ; die (n x n)-Matrix, die wie die Einheitsmatrix aufgebaut ist,
aber an (j,7)-ten Stelle den Eintrag k£ hat. Dann gilt:

Multiplizieren wir eine n X m Matrix A von links mit Gy, ; ;,
so erhalten wir die Matrix, die durch Addition des k-fachen
der i-ten Zeile zur j-ten Zeile aus A hervorgeht.

Definition 5.3.1. Diese drei Typen von Matrizen wollen wir als
Elementarmatrizen bezeichnen.

Lemma 5.3.2. Elementarmatrizen sind invertierbar.

Dies fiihrt uns zu folgendem Algorithmus um eine Matrix A €
M(n x n, K) zu invertieren.

Schritt 1: Wir schreiben A neben I,,. Also:

(A1)
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5.4. MAL WIEDER LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Schritt 2: Durch elementare Zeilenumformungen wandeln wir die
linke Seite A in die Einheitsmatrix um. Alle Anderungen haben auch
einen Effekt auf die rechte Seite. Wir enden also mit

(In A)

Schritt 3: Auf der rechten Seite steht nun das Inverse zu A.
Dieser iiberraschend einfache Algorithmus funktioniert aus folgen-

dem Grund:

Alle in Schritt 2 ausgefithrten Umformungen lassen sich durch Mul-

tiplikation mit Elementarmatrizen beschreiben. Sagen wir diese sind

der Reihe nach Dy,..., D,. Dann haben wir ja den Zusammenhang

I, = DyDy_1...DiA,

was aber heifit das A invertierbar ist. Mehr noch: am Ende des zweiten
Schritts steht eben D, D, _1 ... Dy auf der rechten Seite; wir konnen
dies also einfach ablesen. (Dies ist der eigentliche Sinn der rechten
Seite).
Mehr noch: Notieren wir uns welche D; wir verwendet haben, so wissen
wir, daf3

A™'=D,D, 1...D;

und damit
A=(Dy,D,_1...Dy)"'=D;'...D; ' Dt

Das heifit dieser Algorithmus erméglicht uns es auch eine invertierbare
Matrix als Produkt (sehr einfacher) Elementarmatrizen zu schreiben.

Bemerkung 5.3.3. Eine Matriz ist genau dann invertierbar, wenn

ste sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben ldsst.

Wie wir gleich sehen werden kann der Algorithmus sogar verwendet
werden um zu testen, ob eine Matrix iiberhaupt invertierbar ist (Satz
5.5.8).

5.4 Mal wieder lineare Gleichungssysteme

Kehren wir nochmals zu linearen Gleichungssystemen zuriick. Ist Az =
b ein lineares GS mit invertierbaren A (also insbesondere quadratischen
A), so konnen wir die Losungen leicht ausrechnen:

Satz 5.4.1. Ist A € M(n x n, K) invertierbar, so hat

Axr =10
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5.5. DER RANG

genau ein Lisung, nimlich x = A~'b. Insbesondere hat
Az =0

nur die triviale Lésung x = 0.

Man beachte jedoch, dafl dies nur fiir invertierbare (quadratische)
Matrizen gilt. Im allgemeinen Fall kann ein System Az = b immer
noch keine, genau eine und unendlich viele Lésungen haben.

5.5 Der Rang

Wie wir gesehen haben sind Bi(y) und Ke(¢p) fiir eine lineare Abbildung
@V — W Unterrdume von W bzw. V.

Satz 5.5.1 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen). Ist o : V. — W
eine lineare Abbildung und V' endlich-dimensional, so gilt:

dim V = dim Bi(p) + dim Ke(y)

Beweis. Sei vy, ..., v, eine Basis von Ke(yp) und wy, ..., ws Basis von
Bi(y) (man iiberlege sich, warum Bi(p) endlich-dimensional ist). Nach
Definition des Bildes gibt es ui, ..., us so dal p(u;) = w; fir 1 <14 < s.
Wir wollen zeigen, dal B = {u1,...,us,v1,...,v,} Basis von V ist.

Sei zunédchst v € V' beliebig. Dann gibt es kq,..., ks € K mit ¢(v) =
> kiw;. Der Trick des Beweises ist nun, daf§ wir uns den Vektor
v =3 kju; betrachten. Es gilt ¢(v') = ¢(v), und damit v — v’ € Ke .
Also gibt es 41,...,4, € K mit v — v = {;v;. Zusammen gilt also

v:v—v/+v':Z€ivi+Zkiui.

Also ist B FErzeugendensystem. Um zu sehen, dafl B auch linear
unabhéngig ist, betrachten wir k1,..., ks, ¢1,..., ¢, mit

0=Fku +-+ksus+ 01+ + L0, .
Wenden wir ¢ auf diese Gleichung an erhalten wir
0=Fkip(ur)+ -+ kspus) = Z kiw; .
Da wy, ..., ws Basis ist folgt k1 = --- = ks = 0. Also gilt
0=">lvy + -+ Lsvg

aber da auch v1, ..., v, Basis sind folgt auch, da} {1 =---=/¢, =0. O

Korollar 5.5.2. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung und dimV =
dim W < oo so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. @ ist bijektiv
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5.5. DER RANG

2. @ st injektiv
3. st surjektiv.

Fiir die speziellen linearen Abbildungen ¢ 4, d.h. solche vom Typ
K™ — K™ die durch Multiplikation mit einer Matrix A gegeben sind,
ist das Bild und der Kern leicht zu bestimmen.

Bemerkung 5.5.3. Ist A€ M(m xn,K) so ist

1. Ke(pa) ={x € K" | Az = 0}.
D.h. um den Kern zu finden miissen wir ein homogenes lineares
Gleichungssystem ldsen.

2. Bi(pa) = (v1,...,vn), wobei vy,...,v, die Spalten der Matrix
A sind.

Definition 5.5.4. Ist A eine Matrix, so ist der Rang von A definiert
durch:
rang(A) = dimBi(ga4) .

Bemerkung 5.5.5. Sind A, B Matrizen, so daf§ A = TBS, wobei
T, S Basistransformationsmatrizen sind, so ist rang(A) = rang(B)

Aus dieser Darstellung folgt:

Satz 5.5.6. Ist ¢ : V. — W eine lineare Abbildung und V und W
endlich-dimensional, so ist der Rang aller darstellenden Matrizen
dieser Abbildung gleich.

Beispiel 5.5.7. Der Rang der Abbildung aus Beispiel 5.1.15 ist 4.

Satz 5.5.8. Die folgenden Aussagen sind fir eine Matrizx A € M (n x
n, K) dquivalent:

~

. A ist bijektiv.

2. A ist invertierbar,

3. Es existiert B so daf$ BA = I,.

4. rang(A) = n.

5. Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

6. Ax =0 hat nur die triviale Losung. D.h. Ke(pa) = {0}.

7. A lisst sich durch elementare Zeilenumformungen in die Fin-
heitsmatrixz iberfihren.
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5.6. DIE GEOMETRIE VON LINEARE ABBILDUNGEN DES R?

5.6 Die Geometrie von Lineare Abbildungen

des R?

In diesem Kapitel wollen wir uns {iberlegen, wie invertierbare linea-

re Abbildungen R? — R? {iberhaupt aussehen. Gehen wir zunschst

einige Beispiel durch. Zur Erinnerung, da wir hier die Standardbasis

verwenden ist die erste Spalte der darstellenden Matrix das Bild von

e1 und die zweite Spalte das Bild von es.

Matrix

Beschreibung

Bild

(07

cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)
E 0
01
10
0 k

(1)

Spiegelung an der y-Achse.

Spiegelung an der z-Achse.

Spiegelung an der Winkelhal-
bierenden des 1./3. Quadran-
ten.

Rotation um den Winkel «

Kompression/Streckung ent-
lang der y-Richtung um den
Faktor &

Kompression/Streckung ent-
lang der z-Richtung um den
Faktor k

Scherung in z-Richtung mit
Faktor &

Satz 5.6.1. Elementarmatrizen in M (2 x 2,R) lassen sich als Produkt

obiger Matrizen schreiben.

Korollar 5.6.2. Jede invertierbare lineare Abbildung R? — R? lisst
sich als Hintereinanderausfiihrung von obigen Matrizen beschreiben.
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5.7. DIE GEOMETRIE VON LINEARE ABBILDUNGEN DES R3

5.7 Die Geometrie von Lineare Abbildungen

des R?
Wie im letzten Teil, sind auch viele natiirliche Transformationen des
R3 linear.
Matrix Beschreibung Bild
1 0 0
0 cos(a) —sin(a) Rotation um den Winkel o um
0 sin(a) cos(a) die z-Achse

cos(a) 0 sin(a)
0 1 0 Rotation um den Winkel o um

—sin(a) 0 cos(a) die y-Achse

cos(a) —sin(a) 0
sin()  cos(aw) 0 Rotation um den Winkel o um
0 0 1 die z-Achse
10 0
01 0 Spiegelung an der zy-Ebene
0 0 -1
1 0 0
0 —1 Spiegelung an der xz-Ebene
0 0 1
-1 0 0
0 1 0 Spiegelung an der yz-Ebene
0 0 1

5.8 Anwendung: CSS3-Transformationen

HTML-Seiten bestehen grofitenteils aus geschachtelten Elemente, die
den hierarchischen Aufbau einer Seite beschreiben. Ein Browser ver-
sucht all diese Elemente als Rechtecke ineinander und nebeneinander
anzuordnen und geméfl der Vorgaben zu rendern. Zusétzlich kénnen
gewisse Eigenschaften all dieser Elemente bestimmt werden. Dies ge-
schah anfianglich direkt im HTML-Code, was allerdings sehr schnell
uniibersichtlich und schwer zu verwalten war (Z.B. wenn man die
Schriftart jedes Paragraphen von Comic-Sans auf Helvetica umstellen
will musste man dies in jeder Paragraph-Box tun). Besser ist es das
Design auf einer vom Inhalt getrennten Ebene zu verwalten, am Besten
in einer separaten Datei. Die formale Sprache, die beschreibt welche
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5.8. ANWENDUNG: CSS3-TRANSFORMATIONEN

Elemente welche Eigenschaften erhalten heifit CSS. Der aktuellste Stan-
dard ist CSS3, der allerdings noch nicht vollkommen unterstiitzt wird:
zur Zeit ist kein einziger Browser in der Lage mit allen Erweiterungen
umzugehen®

Eine der in CSS3 neu hinzugefiigten Eigenschaften” ist:

transform-matrix(a,b,c,d,0,0)

Auf das Element fiir das diese Eigenschaft angegeben wird, wird die

Matrix
. ( a b )
c d

angewendet.” D.h., da8 wir alle 2D-Transformationen des letzten Ka-
pitels auf Elemente anwenden konnen! Ist z.B.

A 0 1 7
-1 0

dann wird der Punkt p durch ¢ 4(p) ja um 90 Grad gedreht. D.h., daf§
beispielsweise durch

<h2 style="transform-matrix(0,1,-1,0,0,0)">Hallo</h2>

Die Uberschrift “Hallo” gedreht dargestellt wird.

Fiir Rotationen, Spiegelungen und Skalierungen gibt es zwar auch
explizite Eigenschaften (transform-rotate, transform-), die man ver-
wenden kann, allerdings ist dies wohl eher, fiir Anwender gedacht, die
nichts von Matrixtransformationen verstehen.

3Mal ganz abgesehen vom Internet-Explorer, der traditionell nicht nur sehr
langsam ist die Standards umzusetzen, sondern dies auch noch fehlerhaft oder
auf eine Art und Weise, die mit dem Standard inkompatibel ist macht. Siehe z.B.
http://www.findmebyip.com/litmus/

4Zur Zeit muB man noch fiir jeden Browser einen Prifix verwenden. Fiir Fire-
fox lautet die entsprechende Eigenschaft -moz-transform-matrix(a,b,c,d,x,y), fiir
Safari/Chrome -webkit-transform-matrix(a,b,c,d,x,y) usw.

Sdie letzten beiden Argumente sind dafiir da, das Element in der Ebene zu
verschieben.

62


http://www.findmebyip.com/litmus/

Determinanten

Kommen wir nun zu einem weiteren wichtigen Kapitel. Determinanten
geben einem in gewisser Weise die Essenz einer Matrix. Zur Erinnerung
aus DMI:

Definition 6.0.1. Eine Permutation ¢ der Lénge n ist eine bijektive
Funktion o : {1,...,n} = {1,...,n}.

Die Permutationen der Lénge n bilden eine nicht-kommutative
Gruppe 5, mit der Komposition von Funktionen als Verkniipfung. Jede
Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden,
das sind Permutationen, welche genau zwei Elemente vertauschen.
Diese Zerlegung ist nicht eindeutig, allerdings werden immer gerade
oder ungerade viele Transpositionen benétigt.

Satz 6.0.2. Es gibt eine Funktion sgn : S,, — {—1,1} so dafs

sgn(o o 1) = sgn(o)sgn(r) ,
und sgn(t) = —1 fir alle Transpositionen.
Diese Signumsfunktion erlaubt uns folgendes Monster zu definieren:

Definition 6.0.3. Ist A € M(n x n, K) eine quadratische Matrix mit
Eintrigen a;;, so ist die Determinante von A definiert durch

det(A) = Z Sgn(a)al,a(l) crtQpg(n) -
oES)

Diese Darstellung ist etwas unhandlich. Deshalb wollen wir zunéchst
den 2 x 2 und 3 x 3 Fall behandeln.

det(Z Z)zad—bc.

Satz 6.0.5 (Regel von Sarrus). Die Determinante einer 3 x 3 Ma-

Satz 6.0.4.

triz ldsst sich durch folgenden Formalismus berechnen. Mit Hilfe der
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Leibnizformel:

a1 a2 a3
(6.1) det | a1 age ags | = aiiazaszs + ai2agzas; + a13a21a32
a31 asz ass

— (13022031 — (120210A33 — (23032011

Dies kann man sich wie folgt merken

+ +
ail ai2
a1 a2
as1 a32

Bei grofleren Matrizen ist es nahezu unmoglich die Determinan-
te explizit auszurechnen. Da bei Grofle n x n die Summe iiber alle
Permutationen in S, geht und es von letzteren n! gibt, nimmt die
Komplexitédt schnell zu. Fiir besondere Matrizen geht es allerdings
einfacher:

Satz 6.0.6.

ailp a2 a3 ... Qin
a22 a23 .« a2n

det 0 0 ass ... as = a11a22 . ..0py -
0 0o ... Ann

Insbesondere ist det(I,) = 1

Beweis. Wie man leicht sieht gibt es fiir o € S, mit o # id einen
Index i so dal o(i) < 4 ist. Deshalb ist a;5;) = 0 fiir dieses o und
damit

A15(1)020(2) - - - Gno(n) = 0 -

D.h.

det(A) = Z Sgn<g)ala(1)a2a(2) -+ Qng(n)
gES,

= sgn(id)a1iq(1)@2id(2) - - - Anid(n)

= a11a22 ...0nn OJ

Satz 6.0.7.

1. Geht A durch Vertauschen von zwei Zeilen aus B hervor, so ist

det A= —det B .

64



2. Besitzt eine Matrix zwei identische Zeilen, so ist thre Determi-
nante gleich null.

3. Geht A durch Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor k aus
B hervor, so ist

det A =FkdetB .

4. Die Determinante ist additiv in jeder Zeile:

Z1 Z1 Z1
det | zi+2z | =det| 2z |+det]| 2
Zn Zn Zn

5. Geht A durch Addition einer Zeile zu einer anderen aus B hervor,
50 st
det A=detB .

Beweis. Vorlesung O

Hat eine Abbildung die Eigenschaften 3 und 4, so sagen wir auch,
dafl die Abbildung eine linear Abbildung in jeder Zeile ist.
Obiger Satz ermoglicht uns allgemein Determinanten zu berechnen.
Wir werden noch weitere Moglichkeiten kennenlernen.

Beispiel 6.0.8.

Lemma 6.0.9. Es gibt genau eine Abbildung F: M(n x n,K) — K,
so dafs

1. F(A) =0, falls in A eine Zeile doppelt vorkommit.
2. F(I,,) = 1.
3. F ist eine lineare Abbildung in jeder Zeile.

Mehr: hat eine Abbildung obige Eigenschaften, so ist F(A) =0, falls
die Zeilen von A linear abhdngig sind.

Da die Determinante obige Figenschaften hat, heifst das, daf sie ein-
deutig durch diese Eigenschaften bestimmt ist.

Beweis. Vorlesung. O

Satz 6.0.10 (Entwicklung nach einer Zeile). Sei A = (a;5) € M(n x
n, K) und A;; die Matriz, die durch Loschen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht, so gilt

n

(6.2) det(A) =) “(=1)"ay; det(Ay) .
j=1
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Da die es enorm viel Rechenaufwand benétigt, um die Determinante
einer groflien Matrix zu berechnen ist obiger Satz niitzlich, denn er
erlaubt es die Berechnung der Determinante auf die kleinerer Matrizen
zuriickzufithren. Besonders effizient ist das Ganze, wenn eine Zeile
viele Nullen enthilt.

Beweis. Wir zeigen, dafl die durch die rechte Seite von (6.2) definierte
Abbildung die Eigenschaften in Lemma 6.0.9 hat. O

Definition 6.0.11. Die transponierte Matrix AT zu einer m x n
Matrix A ist die n x m Matrix mit Eintrdgen a;;.

Beispiel 6.0.12.

Satz 6.0.13. Ist A quadratisch, so gilt:
det(A) = det(AT) .
Beweis. Setzt man AT in die Leibnizformel ein, erhalten wir:

det(AT) - Z Sgn(g)aa(l),l Qo) -

g€Sy,
Ordnen wir die Reihenfolge der Terme in a, (1)1 - " * Gg(n),n UM, SO
erhalten wir a; ;-1(1y -+ Ay o=1(n)- Also ist

det(AT) = Z Sgn(a)aa(l),l """ A5 (n),n
O'GSTL

= Z Sgn(a)al,o—l(l) """ QApo—1(n)
oES)

Da jetzt noch sgn(oc~1) = sgn(o) ist und
{ceS}={ctoeS,}

gilt also
det(AT) = det(A) . O

Korollar 6.0.14. Alle Sditze dieses Kapitels gelten auch fiir Spalten
an Stelle von Zeilen.

Als letztes wollen wir uns noch an eine zentrale Aussage vorarbei-
ten:

Lemma 6.0.15. 1. Fir Elementarmatrizen D ist det(D) # 0.

2. Fiir eine beliebige quadratische Matriz A und eine Elementar-
matriz D gilt
det(DA) = det(D) det(A) .

3. A ist genau dann invertierbar, falls det(A) # 0.
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Satz 6.0.16. Sind A,B € M(n xn,K), so gilt
det(AB) = det(A) det(B) .
Korollar 6.0.17. Ist A € M(n x n, K) invertierbar, so ist
det(A™1) = det(4)7t .

Zusammenfassend haben wir folgende Moglichkeiten Determinan-

ten zu bestimmen:
e Explizit bei 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen.

e Entwicklung nach einer Zeile/Spalte (insbesondere niitzlich falls
diese viele Nullen enthilt)

e Durch Elementare Zeilenumformungen und Zuriickfithren auf

Dreiecksmatrizen.

Satz 6.0.18 (Die Cramersche Regel). Ist Az = b ein lineares Glei-
chungssystem mit A invertierbar, so ist die eindeutige Liosung r =
(z1,...,2n) gegeben durch

o det Az
T et (A)

wobei A; die Matriz ist, die entsteht wenn man die i-te Spalte von A
durch b ersetzt.

Beweis. Wir verwenden folgenden hiibschen Trick:

Sei X; die Matrix, die wie die Einheitsmatrix aussieht, aber an Stelle
der i-ten Spalte = (als Spaltenvektor) hat. Wie man nachrechnen
kann gilt dann AX; = A;. Ausserdem ist det(X;) = x;. Mit Hilfe der
Multiplikationsregel gilt also

det(A;) = det(AX;) = det(A) det(X;) = det(A)x; .

Da det(A) # 0 kénnen wir umformen zu

. det (Az)

T det(A) -

Korollar 6.0.19. Ist det(A) # 0, so kann die Inverse Matriz zu A
berechnet werden durch

1 adj(4)
AT = det(A) ’

wobei adj(A) die sogenannte adjungierte Matrix ist. Das ist die
n X n-Matriz, deren i, j-ter Eintrag gleich (—1)"7J det(Aj;) ist. (Diese
FEintrage heiffen ibrigen Cofaktoren).

67



Bemerkung 6.0.20. Die letzten beiden Resultate sind weniger von
praktischen also von theoretischen Nutzen. So folgt z.B. leicht, dafs
die Losungen zu Ax = b und die Inverse A~' stetig von A und b
abhingen. Ausserdem ermdglichen diese Darstellungen Abschdtzungen
bei numerischen Verfahren.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

7.1 Der “Google”’-Algorithmus

Wie misst man Relevanz einer Webseite?! Der Kern des dussert er-
folgreichen Google Algorithmus? ist folgende Idee: Eine Webseite ist
umso wichtiger je mehr andere Seiten auf sie verlinken. Ausserdem
vererbt sich die Wichtigkeit, d.h. eine Link von einer wichtigen Web-
seite verleiht einer Seite mehr Relevanz, als einer einer unwichtigen
Seite. Betrachten wir das Ganze etwas formaler. Nehmen wir an wir
haben die Seiten P, ..., P, (auf denen z.B. ein Suchwort vorkommt).
Wir suchen ein Mafy der Wichtigkeit [ : {P1,..., P,} — R fiir jede
Seite (je hoher die Zahl I(P;) desto wichtiger die Seite P;). Wie schon
angedeutet soll gelten:

Wobei die Summe iiber alle Seiten P; lduft, die auf P; verweisen und
¢; die Anzahl der ausgehenden Links von P; sein soll (verweist eine
Seite auf 3 andere Seiten, so soll jede dieser Seiten 1/3 der Wichtigkeit
der ersten Seite vererbt bekommen).

Definieren wir nun eine Matrix H iiber

% falls P; auf P; verlinkt,
Hij=q"7
0 sonst.

Fassen wir jetzt noch I als Spaltenvektor auf, so konnen wir unser
Problem umformen in eine Matrixgleichung

HI=1.

!Mehr Details kann man in [6] finden

2Offizieller Name ist “PageRank Algorithmus”. Das Wort “Page” kommt aller-
dings nicht vom englischen Wort fiir Seite, sondern vom Ko-Griinder von Google
Larry Page.
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7.2. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Das Problem hier ist, daf§ I auf beiden Seiten der Gleichung vorkommt.
Solche Vektoren und wie wir diese finden kénnen sind Inhalt dieses
Kapitels.

Ein konkretes Beispiel: nehmen wir an das Internet hat nur 8 Seiten,
welche folgendermaflen aufeinander verweisen.

Das entsprechende H ist dann

_ O O O O O O O

O O O O OoON=NI= O
O O O O = O o O
S O OoONE O OoOn O
S O wrwk O O w~ O

WFEWFRw-= O O O O O
W~ O Owrr O O O wkF
S NENI= O O O O O

Wie man nachrechnet ist dann ein mogliches I

0.0600
0.0675
0.0300
0.0675
0.0975
0.2025
0.1800
0.2950

D.h. Seite 8 ist die anscheinend relevanteste und 3 die am am wenigsten
relevante Seite.

7.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 7.2.1. Ein Element k£ € K heifit Eigenwert von ¢ : V —
W, falls es einen Vektor v # 0 gibt, so dafl

p(v) = kv .
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7.2. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Ein Vektor v € V' \ {0} heifit Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert k,
falls

w(v) = kv .

Sprechen wir von Eigenvektoren und -werten einer Matrix A, so bezieht
sich das natiirlich auf die Funktion ¢4.

Beispiel 7.2.2. 1. Die Einheitsmatrix hat den Eigenwert 1. Und
jeder nicht-triviale Vektor ist Eigenvektor.

2. Die Nullmatriz hat den FEigenwert 0. Und jeder nichi-triviale
Vektor ist Eigenvektor.

3. Ist Ke(pa) # {0}, so ist 0 Eigenwert.

4. Ist A eine Diagonalmatrix, also

ai;z 0 0 0
0 ago 0
A= : ,
0 0 am-1m-1) O
0 0 nn
so hat A die Eigenvektoren eq, ..., e, jeweils zu den Eigenwerten
ail, ..., 0nn

5. Eine Abbildung hat nicht unbedingt Figenvektoren bzw. -werte:
beispielsweise ist die Multiplikation mit der Matrix

cos(a) —sin(a)

sin(a)  cos(a)
gleich der Rotation um den Winkel o gegen den Uhrzeigersinn
des R? wm den Ursprung. Somit ist leicht einzusehen, daf8 kein
Vektor auf ein Vielfaches seiner selbst abgebildet wird, es sei denn

« ist ein Vielfaches von 7.

3Formal: nehmen wir an es gibt a, b,k € R mit

( cos(a) —sin(a) ) ( a ) —k( a )
sin(a)  cos(a) b ) b )
D.h. acos(a) — bsin(a) = ka und asin(a) + bcos(a) = kb. Aquivalent lassen
sich diese Gleichungen umformen zu —bsin(a) = a(k — cos(a)) und asin(a) =
b(k — cos()). Damit (a,b) Eigenvektor ist darf es nicht gleich dem Nullvektor sein;
d.h. entweder a # 0 oder b # 0. Betrachten wir den Fall a # 0, der Fall b # 0
ist analog. Dann kénnen wir die erste Gleichung durch a teilen und in die zweite
einsetzen und erhalten:

b2

- sin(a) = asin(a) .
Wenn «a kein Vielfaches von 7 ist, dann ist sin(a) # 0 und wir erhalten —b* = a?.
Da es sich um reelle Zahlen handelt ist dies aber ein Widerspruch.
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7.2. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

(05

hat Eigenwerte —1 und 5 jeweils mit Figenvektor (1,0) und (1,1).

6. Die Matriz

Satz 7.2.3. FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear

unabhdngig.
Beweis. Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung mit vy,..., v, Ei-
genvektoren zu den Eigenwerten k1, ..., k,, wobei die k; paarweise

unterschiedlich sind. Wir beweisen die Aussage mit Induktion {iber m.
Der Induktionsanfang ist klar, da ein Eigenvektor nicht trivial sein
darf. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, wir haben die Aussage
schon fiir m — 1 Vektoren gezeigt.

Sei nun hq,..., -y, so daB

0="hvr+- 4+ hnoy, .

Wenden wir ¢ auf diese Gleichung an und verwenden die Linearitét,
so erhalten wir

0=hip(v1) + -+ hme(vm) -
Da vy, ..., v, Eigenvektoren sind, ist dann aber
0=hikivi+ -+ hnknvm, -

Nun kommt ein wichtiger Trick: wir ziehen diese Gleichung von der
ersten multipliziert mit k,, ab und erhalten nach Ausklammern:

0= (k1 — km)v1 + - - + B (ki — Fon ) Um -

Da der letzte Term wegféllt und die Vektoren nach Induktionsvoraus-
setzung linear unabhéngig sind gilt h;(k; — ky,) = 0 fiir alle 1 < m — 1.
Da aber k; # k,, ist muss h; = 0 sein fiir alle 1 < m — 1. Setzen wir
dies wiederum in die erste Gleichung ein, so bleibt nur noch A,,v,, = 0.
Wie im Induktionsanfang also auch h,,, = 0.

O

Definition 7.2.4. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit diagona-
lisierbar falls V' eine Basis aus Eigenvektoren von ¢ besitzt.

Woher kommt der Name diagonalisierbar? Betrachten wir einen
endlich-dimensionalen Vektorraum und sei B eine Basis aus Eigenvek-
toren. Wie man sieht ist dann die darstellende Matrix zu dieser Basis,
also M (¢, B, B) eine Diagonalmatrix, mit den Eigenwerten auf der
Diagonale.
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7.2. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Satz 7.2.5. Eine Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es
eine invertierbare Matriz S gibt, so daff S~YAS eine Diagonalmatric
ist.t

Satz 7.2.6. Besitzt eine n x n Matriz n verschieden Figenwerte, so
ist sie diagonalisierbar.

Beweis. Besitzt A € M(n xn, K) n verschieden Eigenwerte, so gibt es
nach Definition zu den Eigenwerten auch Eigenvektoren vy, ...,v, €
K™. Nach Satz 7.2.3 sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
aber linear unabhéngig, bilden also nach Korollar 4.5.9 eine Basis. [J

Alles wunderbar, aber wie kénnen wir Eigenwerte und Eigenvekto-
ren finden?

Satz 7.2.7. Ist k ein Eigenwert einer Matrix A, so ist v genau dann
FEigenvektor zu k, wenn v Lésung von (A — A\I)x =0 ist.

D.h. um Figenvektoren zu einem Eigenwert zu finden missen wir nur
ein homogenes lineares GS lisen.

Satz 7.2.8. Ist A eine quadratische Matriz, so ist k genau dann
Eigenwert, falls
det(A—kI)=0

gilt.

Beweis. Eigenwerte/Eigenvektoren erfiillen die Gleichung Av = kv,
oder dquivalent Av — kI,v = 0. Dies wiederum ist dquivalent zu (A —
kI,)v = 0. D.h. ist v Eigenvektor zum Eigenwert k, so ist A — kI, nicht
invertierbar (denn es existiert ja eine nicht-triviale Losung, ndmlich
v). Also ist det(A — kI,,) = 0.

Die umgekehrte Argumentation ist dhnlich: ist det(A — kI,,) = 0, so
ist A — kI, nicht invertierbar, und darum hat (A — kI,,)x = 0 eine
nicht-triviale Losung, welche ein Eigenvektor ist. O

Um Eigenwerte zu finden, suchen wir die Nullstellen der Funktion
k — det(A — kI), die, wie man leicht sieht, ein Polynom ist.

Definition 7.2.9. Der Ausdruck x4 = det(A — XI) € K[X] heifit
das charakteristische Polynom von A.

Korollar 7.2.10. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms von A.

Lemma 7.2.11. Ist A eine n X n-Matrix, so ist x4 ein Polynom und
hat Grad n.

Korollar 7.2.12. Ist A eine n X n-Matriz, so hat A héchstens n
verschiedene Eigenwerte.

4Man beachte, daB es fiir jede Matrix A Matrizen invertierbare S, T gibt, so daB
SAT Diagonalmatrix ist.
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7.2. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Bemerkung 7.2.13. Ist D Diagonalmatriz, also

dp 0 ... 0 &m0 ... 0

0 dy ... 0 0 .. 0
D= . so ist D™ = _22

0 0 ... dum 0 0 ... d

Ist A diagonalisierbar, so gibt es, wie wir gesehen haben, eine inver-
tierbare Matriz S und eine Diagonalmatriz D mit ST*AS = D, oder
dquivalent A = SDS™'. Damit lassen sich aber die Potenzen von A
leicht berechnen:

A" =SDS 'sps—t...sDS ' =sp"s 1.

Beispiel 7.2.14. Aus DMI erinnern Sie sich vielleicht ja noch an die
Fibonacci Zahlen. Hierbei ist Fo = F1 = 1,Fy, =2, F3 =3, F; =5 usw.
D.h. Fyp0 = Fyiq1 + F,. Wie kann man diese effizient berechnen? Wie
man leicht sieht ist

01 Fn _ FnJrl _ FnJrl
11 Fri EF, + Fhi Foyo

Iterieren wir dies, so erhalten wir
n
F, (01 1
Fo1 ) 11 1)

0 1
Ist 11 diagonalisierbar, so ist ldsst sich mit obiger Bemerkung

eine einfache Formel fiir F,, finden.
Das charakteristische Polynom dieser Matriz ist: —X (1 — X) —1 =
X? — X — 1. Dies hat die Nullstellen \i, Ao = % Man beachte, daf

AMAg = —1 und M+ =1.

Lost man die entsprechenden linearen Gleichungssysteme, so erhdlt

man die zugehorigen Eigenvektoren:

V] = ! und Vg = !
=1 2=\, )

Sei jetzt T = (viv2). Die Inverse Matriz ldsst sich (ausnahmsweise am
einfachsten) mit Korollar 6.0.19 berechnen. Wir erhalten

_ 1 Ao —1
7! = .
)\2—)\1<—/\1 1 >
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7.3. NOCHMAL DER GOOGLE ALGORITHMUS

Insgesamt gilt also

E, 1 11 AP0 Ay —1 1
For1 ] X=X\ M X 0 Ay -\ 1 1)

Also

F, ) 1 11 Ay =D 1
Fovri ] X=X\ A X AN ND 1)
F, ) 1 Mo — ML AT — \D 1
Fn+1 N )\2 — Al * * 1 '

Die Eintrige * sind fiir uns uninteressant. Insgesamit:

Fo= oy O = M8 + 7 =28
1 n n
= o M =D+ - 1)
= o AT

n+1 n+1 n+1 n+1
— >‘2 _ )‘1 _ )‘2 — >‘1

Xo—A V5
7.3 Nochmal der Google Algorithmus

Wie wir gesehen haben, lduft die Suche nach einem objektiven Ranking
von Webseiten darauf hinaus eine lineare Gleichung der Form

Hx ==z

zu losen. Mit der Terminologie des letzten Kapitels heifit das wir
suchen zur “Suchmatrix” einen Eigenvektor mit Eigenwert 1. Ohne
niher auf Details einzugehen, hat jede Suchmatrix (nur positive Werte,
Summe der Spalten gleich 1) immer den grofiten Eigenwert 1.
Allerdings 16st man, um z zu finden, in der Praxis nicht das
Gleichungssystem (A — I,,)z = 0, da das zu rechenaufwendig wiire.
Besser ist schon folgende Einsicht, die wir aber nicht beweisen wollen.
Fangen wir mit einem zufélligen Vektor v and, und berechnen nach
und nach A"v fiir immer gréfler werdende n, so konvergiert die Folge
(meistens) gegen den Eigenvektor mit dem grossten Eigenwert. So wie
die Suchmatrix aber definiert ist, ist 1 der grosste Eigenwert! Da A
sehr viele (fast nur) Nullen enthilt ist die Berechnung von A™ relativ
einfach. Spekulationen von Insidern lassen vermuten, daf§ bereits fiir n
zwischen 50 und 100 sich bereits gute Anndherungen an x finden lassen.
Mehr Spekulationen lauten, dal Google ca. jeden Monat den Vektor z
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7.3. NOCHMAL DER GOOGLE ALGORITHMUS

neuberechnet, allerdings auch kleinere Anderungen fiir Nachrichten
usw. zulésst. Die Details sind natiirlich Betriebsgeheimnis.
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Euklidische Vektorraume

8.1 Skalarprodukte

Aspekte, die sich in unserem abstrakten Raumbegriff bis jetzt nicht
wiederfinden sind Lingen und Winkel. Hierzu benétigen wir ein Kon-
strukt, welches zunéichst wenig mit diesen Begriffen zu tun hat.

Definition 8.1.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt
in V ist eine Abbildung (-,-) : V' x V — R mit den folgenden Eigen-
schaften

(i) Bilinearitét: Fiir jedes v € V sind die Abbildungen (v,-) und
(-,v) linear

(ii) Symmetrie: (v, w) = (w,v) fur alle v,w € V.
(iii) Positive Definitheit: (v,v) > 0 fiir alle v # 0.

Das Skalarprodukt (V' x V' — R) ist nicht mit der Skalarmultipli-
kation (V' x R — V') zu verwechseln!

Definition 8.1.2. Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller
Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt auf V.

Beispiel 8.1.3. Die Abbildung (z,y) : R™ x R™ — R definiert durch

(1, xn), (U1, oy vn)) = 21y1 + -+ + TnYn

ist ein Skalarprodukt. In diesem Fall sprechen wir von dem tiblichen
bzw. dem Standard-Skalarprodukt.

Dies ist allerdings nicht das einzige Skalarprodukt fiir R": ist A €
M (n x n,R) invertierbar, so ist auch (x,y) — (Ax, Ay) ein Skalarpro-
dukt.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist das folgende:
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8.1. SKALARPRODUKTE

Beispiel 8.1.4. Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen von
[—1,1] nach R. Die Abbildung (-,-) : V x V — R definiert durch

1
(f.9) = / Falgla)ds

ist ein Skalarprodukt.
Was hat das Ganze jetzt mit Léngen zu tun?

Definition 8.1.5. Ist (V (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und z € V/,
so ist die Norm von x definiert durch

]l = v/ (@, 2) .

Man beachte, dal im R? mit dem Standard-Skalarprodukt die Norm
||z|| eines Punktes x = (x1,x2) genau dem Abstand zum Ursprung
entspricht: \/z? + 22. Das Gleiche gilt fiir den R3.

L2

I

Satz 8.1.6 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). In jedem eukli-
dischen Vektorraum (V,(-,-)) gilt

(z,y) < llzlllyll
firx,yeV.

Satz 8.1.7. Ist V ein euklidischer Vektorraum, so hat die Norm
folgende FEigenschaften:

(i) |||l = 0 fir alle x.
(ii) ||z]| =0 < x =0.
(iii) ||kx| = |k|||z|| fir k € R und x € V.
(iv) (Dreiecksungleichung) ||z +y| < |lz| + [[y|| fir alle z,y € V.

Man beachte, daf}, wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
gilt, daf3

<'r7 y> < 1 .
[ [[1lyll

Dies erlaubt uns die folgende Definition:

-1<
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8.2. ORTHOGONALITAT

Definition 8.1.8. Sind x,y € V nicht null und V euklidischer Vektor-
raum, so ist der Offnungswinkel a(z,y) zwischen z und y definiert
durch

_ {z,y)
cos(a(z,y)) = [Eahie]

Wie man sich leicht iiberlegt entspricht dies im R? und R? genau

dem normalen Winkelbegriffs.

8.2 Orthogonalitit

Definition 8.2.1. Zwei Elemente v, w eines euklidischen Vektorrau-
mes heiflen orthogonal oder senkrecht zueinander, wenn

(v,w) =0

In diesem Fall schreiben wir vl w.

Man beachte, daf fiir nicht-trivale v, w gilt, dal v Lw <= cos(«a(v,q)) =
0.

Definition 8.2.2. Ist M eine Teilmenge des euklidischen Vektorrau-
mes V, so heif}t

Mt ={veV|VueM: (uv)=0}

das orthogonale Komplement.
Satz 8.2.3. M= ist ein Untervektorraum.

Definition 8.2.4. Eine Menge von Vektoren X heilen Orthonor-
malsystem, falls

e |lv]| =1 fiir alle v € X und
o (v,w)=0 fir v,w € X mit v # w.
Lemma 8.2.5. FEin Orthonormalsystem ist linear unabhdngig.

Lemma 8.2.6. Ist vy,...,v, ein Orthonormalsystem und U der von
diesen Vektoren erzeugte Unterraum, so gibt es eindeutig bestimmte
w,w mitu € U und w € UL so daf

n

u = Z(v, Vi)U;

i=1
Insbesondere ldsst sich jeder Vektor v € V' schreiben als

n

v = Z(U,vi)vi ,

i=1
wenn v1, . .., v, Basis von V sind. D.h. um die Koordinaten von v zur
Basis v1, ..., v, zu bestimmen miissen wir kein lineares Gleichungssy-

stem 16sen sondern nur Skalarprodukte ausrechnen!
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8.3. ANWENDUNGEN

8.3 Anwendungen

Definition 8.3.1. Sei V ein euklidischer, vollstdndiger, Vektorraum.
v1, V9, ... sind eine Hilbert-Basis, falls

1. v1,v9,... sind ein Orthonormalsystem

2. (v1,v9,...) ist eine dichte' Teilmenge von V.

Satz 8.3.2. Sei V und vi,ve,... wie oben. Fir beliebige v € V' ist

dann
oo

v= Z(v, Up)Up,

n=0
Man beachte, dafl die unendliche Summe im Sinne der Norm
gemeint ist.

Beispiel 8.3.3. Fiir [? = {f :[0,27] - R | f027r f(z)f(x)dx < oo}
mit dem Skalarprodukt (f,g) = fozw fgdz sind

=1 e =lan(ne), cn=1cos(na)
00—27T, sn—ﬂsmnx, cn—ﬂcosnx

eine Hilbertbasis.

D.h. die meisten Funktionen f : [0, 27] — R lassen sich in Sinus/Ko-
sinus-Wellen zerlegen. Mehr noch die Koeffizienten lassen sich durch
Integration bestimmen! Diese Technik hat eine Vielzahl von Anwen-
dungen. Hier nur ein paar Beispiele aus der verlustbehafteten Daten-

kompression:

Beispiel 8.3.4 (mp3). Die Zerlegung ist der erste Schritt in den
meisten verlust Kompressionsverfahren von Audio-dateien. (Alles iiber
20khz ist fiir das menschliche Ohr nicht horbar, dhnliche Frequenzen
lassen sich zusammenfassen, usw.)

Beispiel 8.3.5 (jpeg). Auch Bilddaten kénnen auf diese Art und
Weise komprimiert werden. Dazu fassen wir eine Bitmap als Welle auf
und zerlegen diese wieder in Sinus/Kosinus-Wellen. Hohere Frequenzen

kénnen wir nun weglassen. >

Beispiel 8.3.6 (jpeg2000). Fir Bilddateien ist die Verwendung der
sin/cos-Hilbertbasis nicht so effizient wie bei Audiodateien, die ja schon
natirliche Wellen sind. Anders als die meisten Audiostiicke haben die
meisten (Photo-) Bilder scharfe Kanten und plétzliche Farbiiberginge.
Verwendung finden hier sogenannte Wavelets, dafi sind Basisfunktio-
nen, die eher wie Zacken aussehen (es gibt je nach Anwendungen
eine Vielzahl dieser Wavelets) und damit besser “kantige” Funktionen

approrimieren kénnen.

!Dies ist eine Definition aus der Analysis, auf die wir hier nicht weiter eingehen
wollen.
2Jpeg verwendet eine diskrete Variante, die “Diskrete Kosinus Transformation”.

80



Index

Offnungswinkel, 79 Elementarmatrizen, 56
Eliminationsverfahren von Gauss,

Abbildung, 9 39
absoluter Betrag, 19 endlich erzeugt, 44

adjungierte, 67 erweiterte Koeflizientenmatrix, 28

Aussage, 6 Erzeugendensystem, 42
Aussageform, Euklidischer Vektorraum, 77
Basis, 42 freie Variablen, 30
Basistransformationsmatrix, 55 Funktion, 9
Beweises, 7
bijektiv, 10 gebundene Variablen, 30
Bild, 10, 51 geordnetes Paar, 9
Grad, 22

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung,

78 Hilbert-Basis, 80
charakteristische Polynom, 73 Hintereinanderausfithrung, 10

homogenen linearen Gleichung, 26
Darstellungsmatrix, 53

diagonalisierbar, 72 identische Abbildung, 10
Diagonalmatrix, 71 Identitét, 10

Dimension, 46 imaginére Einheit, 18
direkte Summe, 48 Imaginérteil, 19
Dreiecksungleichung, 78 injektiv, 10

invertierbar, 55

echte Teilmenge, 8 isomorph, 52

Eigenvektor, 71 Isomorphismus, 52

Eigenwert, 70
eine linear Abbildung in jeder Zei- Korper, 14

le, 65 kartesische Produkt, 9
Einheitsmatrix, 35 Koeffizienten, 22, 27
Einheitsvektoren, 42 Koeffizientenvergleich, 41
FEinselement, 14 kommutativen Ring, 21

elementare Zeilenumformungen, 29 Komplement, 48
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komplexe Vektorrdume, 38
Komposition, 10

konjugiert komplexe Zahl, 19
Koordinaten, 50
Kreuzprodukt, 9

Losung einer Gleichung, 13
leere Menge, 8

linear, 51

linear abhéngig, 40

linear unabhéngig, 40
lineare Gleichung, 26
Linearkombination, 40

Matrix, 28

Norm, 78
normiert, 24
Nullelement, 14
Nullmatrix, 33
Nullpolynom, 22
nullteilerfrei, 21
Nullvektor, 37

orthogonal, 79
orthogonale Komplement, 79
Orthonormalsystem, 79

Pivotelement, 31
Polynom, 22
Polynomdivision, 24
Projektion, 51

quadratisch, 35

Rang, 59

Realteil, 19

reelle Vektorrdume, 38
Ring, 21

senkrecht zueinander, 79
Skalar, 32
Skalarmultiplikation, 32
Skalarprodukt, 77
Spaltenvektor, 28
Standard-Skalarprodukt, 77
Standardbasis, 42
surjektiv, 10

Teilmenge, 8
Terme, 5
transponierte Matrix, 66

Umkehrabbildung, 10
Urbild, 10

Vektoren, 38
Vektorraum, 37

Zeilenstufenform, 29
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