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Zusammenfassung

In dieser Vorlesung wird die Approximation in periodischen Rdumen behandelt. Hinter
sehr interessanten Resultaten stecken viele niitzliche Hilfsmittel der Funktionalanalysis
und der Fourier Analysis.

Grundlage der Vorlesung sind die Arbeiten von Franz-Jiirgen Delvos und Rainer Kress. Als
Basis dieses Skripts dient die Arbeit von E.-J. Delvos, Approximation in periodic spaces.

Die Grundlagen der Funktionalanalysis entstammen dem Buch von R. Kress, Numeri-
cal Analysis und sind von den Teilnehmern des Kurses in Seminaren erarbeitet worden.
Zusétzliche Informationen findet der Leser im Werk von Dirk Werner, Funktionalanalysis.

Viel Spafl beim Lesen!
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1 Funktionalanalysis

In der Funktionalanalysis werden wie in keinem zweiten Fach die Grundvorlesungen
der Linearen Algebra und der Analysis verkniipft. Die Lineare Algebra stellt die geeig-
nete Infrastruktur bereit, wie beispielsweise Vektorraumstrukturen, Algebren, Matrizen
usw. Damit konnen dann tiefer liegende Probleme der Analysis studiert und strukturiert
werden.

So werden Folgen und Funktionen als Punkte in einem geeigneten Vektorraum inter-
pretiert. Grundlegende Fragestellungen und Probleme der Analysis werden durch Ab-
bildungen auf einem solchen Raum behandelt. Zu nichttrivialen Aussagen kommt man
aber erst, wenn der Vektorraum mit einer Norm versehen wird und dann analytische
Eigenschaften, wie z.B. Konvergenz, Stetigkeit, etc, untersucht werden kénnen.

Die Funktionalanalysis verschlankt somit viele Prozesse der Analysis und der Numerik,
und stellt geeignete Hilfsmittel zur prazisen Formulierung mathematischer Sachverhalte
dar.

1.1 Normierte Raume

Sei X ein linearer Raum. Die Abbildung || - || : X — R heifit Norm, falls
i) |x[|>0 VxeX (Positivitit)
i) |x||=0&x=0 (Definitheit)
iii) ||ax|| = |af||x]|, €K (Homogenitat)
iv) |lx 4yl < |lx]| + |y]] (Dreiecksungleichung)

Wir sprechen bei einem Raum X in dem die Normeigenschaften erfiillt sind von einem
normierten Raum und schreiben kurz (X, || - ||).

Beispiele.

i) Die I'-Norm ist gegeben durch
n
1]l := ) I
j=1

ii) Wir definieren die 12-Norm, auch Euklidische Norm genannt, mit

n %
[Ix]]2:= (Z !le2>
j=1
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iii) Maximum-Norm ([**-Norm):

el = max [

Bemerkung 1.1.1 (Zweite Dreiecksungleichung)
Nach unten gilt folgende Abschiitzung

[xl] =Myl < Hlx =yl vryeX

Rechnung.
Es gilt einerseits

[x[| = llx =y +yll < [lx =yl +[lyl]
D.h.
x| =1yl < [lx =yl

Andererseits erhalten wir
Iyl =y —x+x|| <[y — x|[ + |[x]|

Also
[yl =[xl < []x =yl

Zusammen folgt dann die Behauptung.

Wir nennen
||x —y|| den Abstand von x zuy

Definition 1.1.2 (Konvergente Folge)

1 Funktionalanalysis

Sei X ein normierter Raum und sei die Folge (x,) € X gegeben. Die Folge (x,) heisst konvergent,

falls

lim ||x, —x|| =0
n—oo

D.h. Ve > 03N, € N:
||x, — x|| <& fiirn> N

Satz 1.1.3 Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis.
Seien lim;, . X, = x und lim, . y» = y. Dann

[lx = [l = [lx = 20 + 20 = |
< [lx = xul | + |22 =yl
—0 (n— o)

Damit folgt wegen der Definitheit

lx—y||=0 & x—y=0 < x=y
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Definition 1.1.4 Zwei Normen auf einem Linearraum heiflen dquivalent, wenn sie die gleichen
konvergenten Folgen haben.

Satz 1.1.5 Die Normen || - ||, || - ||p auf X heiflen genau dann dquivalent, wenn zwei Konstan-
ten C1,Cy > 0 existieren, so dass

Gllxl[la < [lx[lp < Caflx|[a Vx e X

Die Grenzwerte unter den Normen stimmen iiberein.

Beweis.

=

i) Annahme: Die Aquivalenz gilt, ohne dass ein C; > 0 existiert, mit

llx|lg < Collx[|la VxeX
Das bedeutet, fiir alle C; > 0 gibt es ein x € X mit
||x|[8 > Calx|[a

Damit existiert eine Folge (x,) mit ||x,||, = 1. Wahlt man C; = n?

, so erhdlt man
||2ul|B > Callxulla = n* -1

Wir definieren nun

Xn

Yn =~
Dann ergibt sich folgende Argumentation

[[xnlla _ 1
ylla = ella _ 1o o)
und 5
llyall = a5 > —=n—0 (n— 0o0)

no T n

Dies widerspricht der Voraussetzung, dass die Grenzwerte unter den Normen tiber-
einstimmen.

Die zweite Ungleichung wird analog bewiesen.
3C1,C >0 CleHASHxHBSCZHxHA Vx e X
Es gilt
|lxn — x|[a =0 (1 — o)
Dann folgt
Cuflxn — x[]a < [[xn = x[[p <[]0 — x][
Da ||x, — x||p von den beiden Abschédtzungen in der || - || 4-Norm eingeschlossen
wird, folgt

[lxn — x[|p — 0
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ii) Andererseits gelte
|20 = x[|p = 0 (1 — co)

Dann ist
Cillxn — x[[a < ||xn — x[[p < [|xn — x]|a

>0 —0n.V. >0

Daraus folgt sofort die Konvergenz beider Normen.

Es bezeichne im weiteren Verlauf K = C den Skalarenkorper des Vektorraums X.

Satz 1.1.6 (Aquivalenz von Normen)
Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind alle Normen dquivalent.

Beweis.

Der Raum X wird aufgespannt durch die Vektoren < xi,...,x, >. Insbesondere ist
dim(X) = n endlich. Alle Vektoren x aus dem Raum X konnen als Linearkombinatio-
nen dargestellt werden:

n
x=) wajxj VxeX
j=1
Es wird nun fiir jede beliebige Norm die Aquivalenz zur Maximum-Norm gezeigt.

i) Wir kennen
[1x[leo = mjaX\Dle

Seinun || - || eine beliebige Norm auf X. Wir schreiben
n
[Ix]] = || L ajx;
j=1
n n
< Y Myl = Yl 1]
j=1 j=1
n n
< Y max ][] = maxai| 1 |3

~
Il
—_

j=1

C-[1x[le
ii) Annahme: Es existiert kein C; > 0 mit
Ciflx[leo < x| Vx e X
Analog zum Beweis von Satz (1.1.5) existiert dann eine Folge (x, ) mit
vl =1 und |[xy|fe0 > v

Definition der Folge
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Auflerdem gilt per Linearkombination
n
Yo = ) %%
j=1

Hieraus folgt, dass die Folge ((x]-,V), j=1,...,n, beschrankt in K ist. Nach n-facher
Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrass erhalten wir die Teilfolgen

lim «;

|—o0 Jv

(Z)Ha]‘ fijrjzl,...,n
Das impliziert

n
lim [ly,) = yllo =0, mity =} aju;
=1
und es ergibt sich

i)
vy = Il < Callyuy = Yllo — 0
= lywo —yll =0 (I — o)
Wir fithren nun den angestebten Widerspruch herbei, da ebenfalls gilt
x| 1 1

= — =0 VvV — 00
Tlle ~ Tlle <v 20 V7

N

ywll =

und damit y = 0 ist und ||y, ;|| — O fiir | — co. Das ist aber der Widerspruch zur
vorherigen Annahme, dass ||yy||« = 1 fiir alle v. Also existiert eine Konstante C;
mit

Cilfxlfeo < [[x]]

Somit ist der Beweis erbracht.

O

Definition 1.1.7 (Abgeschlossenheit)

Sei X ein normierter Raum. Die Teilmenge U C X heifit abgeschlossen, falls U die Grenzwerte
aller konvergenten Folgen in U enthiilt. U heifit Abschluss von U, falls U alle Grenzwerte der
Folgen in U enthiilt.

Satz 1.1.8 Jede beschriinkte Folge in einem endlich-dimensionalen Raum X hat eine konvergente
Teilfolge.

Beweis.
Sei X :=< uy,...,u, > und (x,) eine beschrankte Folge

n
Xy =)@
fi

Wie zuvor ist («;, ) beschrénkt in K. Dann existieren nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
konvergente Teilfolgen

lim «;

lim e, — o j=1,...m

Also .
lim xv(l) — ZIXJ‘M]' eX

| —o0

j=1
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1.2 Volistandigkeit
Wichtiges Hilfsmittel sind die Cauchy-Folgen. Eine Folge (x,) von Elementen eines nor-
mierten Raumes X wird Cauchy-Folge genannt, falls

Ve >03dN(e) e N: ||xy —xm|| <& Vn,m> N(e)

Es ist klar, dass jede konvergente Folge die Cauchy-Eigenschaft besitzt. Im Allg. ist die
Umkehrung aber nicht richtig.

Satz 1.2.1 Jede konvergente Folge (x,) ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.
Sei (x,) eine Folge mit dem Grenzwert x. Zu € > 0 existiert ein N, € IN mit

lxn—x|] <5 V>N

Wir erhalten durch kiinstliche Erweiterung, und anschliefend unter Anwendung der
Dreiecksungleichung, die Abschédtzung

[|x0 — xm|] = ||xn — x4+ x — xp|| < ||xn —x|| +||x —xn]| <& Vn,m>N;
O

Definition 1.2.2 Ein metrischer Raum in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heift vollstindig.
Ein vollstindiger normierter Raum wird Banachraum genannt.

Analog: Ein vollstindiger Praehilbertraum wird Hilbertraum genannt.
Satz 1.2.3 Jeder endlich-dimensionale, normierte Raum X ist ein Banchraum.

Beweis.
Sei der Raum X aufgespannt durch die Vektoren < uy,...,u, >. Wir definieren eine
Cauchy-Folge (x,) durch

n
X0 =), Wl
j=1
Dann gibt es eine Konstante C > 0:

m]ax|oc]~,V — iyl < Cllxy —xul| VYv,p €N

Damit ist («;, ) eine Cauchy-Folge in K. Weiter

Jaj: limaj, —a; ,j=1,...,n

V—00

da in K das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz gentigt. Letztendlich

n

}EE‘OXV_)X::Z“J'”J‘GX

j=1
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Es sei kurz die Taktik bei Vollstindigkeitsbeweisen dargelegt. Man nehme zunichst eine
Cauchy-Folge (x,) aus dem Raum X, dann zeigt man der Reihe nach:

i) Konstruktion eines Grenzelements x,
ii) man zeige, dass x in dem Raum X enthalten ist,

iif) man tiberpriife, ob im Sinne der zugehorigen Norm, x, — x konvergiert.

Allerdings gibt es eine einfachere Variante, falls die Vollstandigkeit fiir Rdume gezeigt
werden soll, die bereits als Unterraume von Banachrdumen erkannt worden sind. Dann
reicht es, die Abgeschlossenheit des Unterraums zu zeigen:

Lemma 1.2.4 Es gelten,

i) Ist X ein Banachraum und U ein abgeschlossener Unterraum von X, so ist U vollstindig.

ii) Falls X ein normierter Raum ist, und U ein vollstindiger Unterraum von X, dann ist U
abgeschlossen.

Beweis. Moge der aufmerksame Leser selbst tun.

Spater wird der Vollstindigkeitsbeweis fiir den Raum C,(IR) der stetigen beschrankten
Funktionen ausfiihrlich gezeigt.

1.3 Stetige lineare Abbildungen

Wie oben angedeutet, werden in der linearen Funktionalanalysis stindig stetige lineare
Abbildungen betrachtet. Dazu definiert man

Definition 1.3.1 (Operator, Funktional)

Eine stetige lineare Abbildung T : X — Y zwischen normierten Riumen wird stetiger Opera-
tor genannt. Wird in den Skalarenkorper abgebildet, also T : X — K, spricht man von einem
Funktional.

Definition 1.3.2 Der oben definierte Operator T : X — Y erfiillt die Linearititsbedingungen
T(ax+by) =aTx+bTy, Vx,y € X undallea,b € K.
Man erwiéhne die verschiedenen Charakterisierungen der Stetigkeit

Satz 1.3.3 Es seien X und Y normierte Raume, und die Abbildung T : X — Y sei linear. Dann
sind die nichsten Aussagen dquivalent

i) T ist stetig.

ii) T ist stetig in einem Punkt (insbesondere bei 0).
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iii) Es gibt eine Konstante M > 0 mit
||ITx|| < M||x|]| VxeX
iv) T ist gleichmiiflig stetig
Wir benutzen in der Approximationstheorie hdufig Eigenschaft iii). Es sei weiter ange-

merkt, dass man oft Tx statt T(x) schreibt.

Da stetige Operatoren mit obigem Satz die Einheitskugel
{x e X:||x]] <1}

auf eine beschriankte Menge abbilden, wird auch oft von beschrankten Operatoren ge-
sprochen. In diesem Kontext sind daher Stetigkeit und Beschriankheit von Operatoren
dquivalent.

Bereits in der linearen Algebra wird der Raum L(X,Y') der stetigen linearen Abbildun-
gen eingefiihrt. Dieser Raum ist selbst wieder ein Vektorraum. Den Beweis moge der
Leser selbst erbringen. Auf dem Raum L(X, Y) kann dann ebenfalls eine Norm definiert
werden. Dazu der ndchste Satz.

Satz 1.3.4 Man definiert die Operatornorm auf L(X,Y') mit

IT|| = sup [|Tx]

[lx[[<1

Auflerdem kann gezeigt werden, falls Y vollstdndig ist - unabhingig von der Vollstan-
digkeit von X - dann der Operatorraum L(X, Y) auch vollstindig ist. Diese Aussage wird
weiter unten einige Male ausgenutzt werden.

Lemma 1.3.5 Seien X, Y, Z normierte Vektorriume und seien die Operatoren T : X — Y und
T' : Y — Z beschrinkt. Dann ist das Produkt T'T : X — Z, definiert durch (T'T)(x) :=
T'(Tx) fiir alle x € X ebenfalls beschrinkt mit der Norm

T'TI| < [IT]}- | T']]
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1.4 Banachalgebren

Zundchst wird die Definition einer Algebra vorgestellt, um anschlieffend den Begriff auf
Banachrdume zu tibertragen.

Eine Algebra ist ein Vektorraum, in dem neben Vektoraddition und skalarer Multiplika-
tion eine innere Multiplikation von Vektoren zugelassen ist.

Definition 1.4.1 (Algebra)
Eine Algebra A ist ein Vektorraum iiber IK, in dem Addition und Multiplikation derart definiert
sind, dass (A, +,-) ein Ring ist und dass

AMx-y)=(Ax)-y=x-(Ay) Vx,ye A, A €K
Wir tibertragen die Definition sofort auf komplexwertige Banachraume

Definition 1.4.2 Es sei der komplexe Banachraum A gegeben und die Multiplikation (x,y) —
xy := x - y eine assoziative bilineare Abbildung von A x A — A. Weiter gilt dann

-yl < {lx[l -yl vxyecA

Dann wird (A, || - ||) eine Banachalgebra genannt. Sie heifst

i) kommutativ, falls
xy =yx Vx,y €A,

ii) und es gibt eine Einheit e € A, falls

ex=xe=x Vx€c€A

Eine Banachalgebra hat hochstens eine Einheit. Wir listen noch die algebraischen Eigen-
schaften der Multiplikation auf

x(y+z)=xy+xz
(x+y)z=xz+yz

x(yz) = (xy)z

Axy) = (Ax)y = x(Ay)
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2 Raume stetiger Funktionen

2.1 Stetige periodische Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige vorbereitende Hilfsmittel iiber stetige Rdume einge-
fihrt. Sowie der Raum C;;; der stetigen 27t-periodischen Funktionen, der im weiteren
Verlauf immer wieder auftauchen wird und die Grundlage der Vorlesung bildet.

Vektorraum der beschrinkten Funktionen

Man definiert mit
B(R) den VR der beschriankten Funktionen

mit der Supremumsnorm ||f||e = sup,.g |f(x)|. Als Beispiel von beschrankten Funk-
tionen seien die Treppenfunktionen genannt.

Die Gesamtheit aller stetigen Funktionen f : R — C wird mit C(R) bezeichnet.
Der Schnitt von B(R) mit dem Raum der stetigen Funktionen C(IR) ergibt gerade den

Raum der stetigen beschréankten Funktionen:

C(R) N B(R) = Cy(R)

Vektorraume stetiger Funktionen

Zum Raum C(IR) der stetigen Funktionen lassen sich eine ganze Reihe von Untervektor-
raumen konstruieren.

Definition 2.1.1 Der Vektorraum der stetigen beschrinkten Funktionen geniigt

feC(R) < supl|f(x)| <oo

x€R

dabei wird durch ||f||e = sup,cg | f(x)| die Supremumsnorm festgelegt.

Wir erhalten sogleich den ersten wichtigen Satz, der zeigt, dass der Raum C,(IR) mit der
Supremumsnorm zu einem Banachraum wird.

Satz 2.1.2 Die Menge C,(R) wird mit der Supremumsnorm ein vollstindiger normierter Vek-
torraum, sprich ein Banachraum.

Aufgrund des Lemmas (1.2.4) wire lediglich zu zeigen, dass die Cauchy-Folge (f,) in
Cy(R) gegen ein Element f aus B(R) konvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit (diese
muss gezeigt werden!) wire dann sogar f € C,(R).

Um ein Gefiihl fiir Vollstindigkeitsbeweise zu bekommen, fiihren wir den kompletten
Beweis geméfs der im vorherigen Kapitel vorgestellten Taktik.
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Beweis.

1) EXISTENZ VON f

Es sei (f,) Cauchy-Folge in C,(IR) . Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 einen Index N := N, € NN,
so dass

an—me:su£|fn(x)—fm(x)]<€ Vn,m > N (2.1)

Fiir festes x € R ist (f,(x)) Cauchy-Folge in K. Da der Raum K vollstindig ist, existiert
der Grenzwert

lim f,(x) = £(x)

n—oo
2) BESCHRANKHEIT VON f
Es gelte wieder die Cauchy-Eigenschaft (2.1). Fiir m — oo ergibt sich

Ifu(x) — f(x)] <e VXxeR,Vn>N
Ubergang zur Supremumsnorm liefert
fo = fllo <& Vn>N

Insbesondere

[ flleo = Ifn + f = fnlleo
< AN lleo + [1f = fNlleo
< |Ifnlle +e
< 0
Das heifst, f ist beschrankt.
3) STETIGKEIT VON f

Wihle eine Folge von stetigen beschrankten Funktionen (f,) aus Cp(R). Zu zeigen ist,
dass die Folge (f,) im Sinne der Supremumsnorm gegen die Grenzfunktion f konver-
giert. Wir kennen den Beweis bereits aus Analysis I und wollen ihn nochmals fiihren.

Zu einem ¢ > 0 gibt es einen Index N € IN mit |[fy — f||c < 5. Es sei xp € R. Da die
Funktionen fy stetig sind existiert ein 6 > 0, und laut der Definition der Stetigkeit folgt

o—xl <6 = ) - fulxo)l < 5

Dann gilt fiir eine Stelle x € R mit |xp — x| < J die Ungleichungskette

|f(x) = f(x0)| = [f(x) = fn(x) + fn(x) — fn(x0) + fn(x0) — f(x0)]
< [f(x) = fn(x)| + [fn(x) = fv(x0) | + [ v (x0) — f(x0)|
< |If = fwlleo + [fn(x) = fn(x0)[ + [If = fl]oo
<2||f = fnlleo + [fn(x) = fiv(x0)]

& &
<24
=373

=&

Damit ist f stetig bei xo und Beweis ist gefiihrt. Wir halten fest, dass C,(R) ein Banach-
raum ist.
O

Desweiteren wollen wir die Rdume der stetigen Funktionen auffithren, die im Unendli-
chen verschwinden.
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Definition 2.1.3 Vektorraum der stetigen beschrinkten Funktionen die im Unendlichen ver-
schwinden
Co(R) = {f € C(R) : |f(x)| — O fiir |x[ — oo}

und den Raum mit kompakten Triiger
Coo(R) = {f € C(R) : |f(x)| = O fiir alle x mit |x| > R}

Die Konstante R hingt dabei von f ab.

Fiir die oben aufgefiihrten Raume gilt
Coo(R) C Gy(R) C C(R)

Wir definieren nun den Raum der stetigen periodischen Funktionen, der fiir die Appro-
ximationstheorie die nétigen Grundlagen bereitstellt.

Definition 2.1.4 (Raum der 27t-periodischen Funktionen)
Wir setzen
Con ' =Cor(R) =C(T) ={u € C(R) : u(x+2m) =u(x)}

mit T = [0,271].

Es gilt wie oben
Cor(R) C Cp(R)

mit der Supremumsnorm

|[ulleo = sup [u(x)| = sup [u(x)]
reR xe(0,27]

Die Operationen der Addition und deren skalaren Multiplikation geniigen
i) (u+o)(x)=u(x)+o(x), u,v€Cy, xER,
i) (au)(x) =a-u(x), u€ Cyr,x€R.
Desweiteren kann auf Cy, in natiirlicher Weise eine Multiplikation definiert werden:
(uv)(x) =u(x)-v(x), u,ve€ Cy, x €R.

So wird der Raum C,; zu einer kommutativen Algebra und wir erhalten zusammenge-
fasst
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Satz 2.1.5 Der Raum Cyy ist eine kommutative Algebra. Es seien u,v € Cpyr und v € C gege-
ben. Dann gilt

i) u+veCy
i) y-ué€eCy
iii)  u-v € Cyy
iv) 1€ Cyy (Einselement)

v) x/ & Con (] > 0)

Um analytische Eigenschaften, wie z.B. Stetigkeit, Konvergenzprobleme, Cauchy-Folgen,
usw. auf einem Vektorraum studieren zu konnen, wird eine Norm eingefiihrt. Die zuge-
ordnete Norm des Cy; ist

U]l = sup |u(x)| firu e Cyy
xe[0,27]

Die Norm induziert in natiirlicher Weise eine Metrik
d(u,v) = |[u—ol|

mit der Eigenschaft
|- of| < [Jul] - [o]]

Der néchste Satz fasst die wichtigen Eigenschaften des Cy; kurz zusammen:
Satz 2.1.6 Der Raum Cy ist eine Banachalgebra.

Beweis.

Es wird nur die Vollstandigkeit gezeigt. Die Verifikation der Algebra-Eigenschaften wird
dem Leser tiberlassen. Es sei (u,) eine Cauchy-Folge aus Cay, fiir alle ¢ > 0 gibt es eine
Zahl my € IN, so dass

[ty — mir|| < e fiirm >mopundr >0

Die Folge (u, ) konvergiert gleichm&fig auf [0, 27t] gegen eine stetige Funktion u € C|0, 27].
Es bleibt zu zeigen, dass u sogar in Cy,; liegt. Es gilt nach Voraussetzung

Up(x +271) = uy(x)

Daraus folgt
u(2m) = lim u,(27t) = lim u,(0) = u(0)

n—oo n—od

Aufgrunddessen kann nun
u(x +2rk) :==u(x) (x€[0,2n], ke Z)

gesetzt werden und wir schlieSen aus der gleichméiBigen Konvergenz von (u,) gegen u,
dass u in Cy liegt.

O
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Ebenso kann gezeigt werden, dass Cp(IR) eine Banachalgebra ist.

Beispiel.
Wir geben eine Konstruktion einer Funktion ¢ € Co(R).

s = L e QR feam)

Wir kehren zu dem Raum Cp, zuriick. Fiir das weitere Studium sind die trigonometri-
schen Polynome von entscheidender Relevanz. Deren Definition geschieht mit Hilfe der
komlexwertigen Exponentialfunktion, die bekanntlicherweise die Periode 27ti hat. Die
standig wiederkehrenden Basisfunktionen x + ¢/** erhalten die Bezeichung

e :R—C, e(x):= ¢* e Coy

Mit der Eulerschen Formel erhilt man die bekannten Identitaten

ex(x) +ex(x) = coskx -2 € Cop

ex(x) —ex(x) = sinkx - 2i € Con

Damit konnen die trigonometrischen Polynome vom Grad < 7 als Linearkombinationen
vone_y,...,ey,...,e, geschrieben werden.

2.2 Glatte periodische Funktionen

Wir definieren den Begriff der Glattheit und fiihren anschlieffend die trigonometrischen
Polynome ein.

Beispiel.
Fiir R > 1 erhélt man beispielsweise die glatte Funktion
1
R — coskx

Es sei u € Cy eine stetig differenzierbare Funktion. Falls Du = u’ gilt, dann ist u’ € Cy.
Dazu die Grenzwertbetrachtung
u(x+2m+h) —u(x+2m)

u'(x+2m) = lim
h—0

— lim u(x+h) —u(x)
h—0

= u'(x)

Wir definieren den Begriff der Glattheit:

Definition 2.2.1 (Glattheit)
Die Funktion u € Cyy ist genau dann glatt, wenn

Due Cor, k>0
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Den Teilraum der glatten periodischen Funktionen bezeichnen wir mit P,, C Cp,. Die
Funktion u ist also genau dann glatt, wenn u € P,,. Dann liegen auch alle Ableitungen
von u in Py ;.

Der Raum P, ist selbst ein Vektorraum mit Einselement 1 € P5,. Allerdings gilt nicht
die Gleichheit P,; = Cy,, da die stetige Funktion | sin x| nicht differenzierbar ist.

Desweiteren liegen die Basisfunktionen ex(x) in Py.
Korollar 2.2.2 Der Raum Pr; C Cyy ist eine Unteralgebra.

Fiir die weiteren Betrachtungen werden oft endliche Summen eine Rolle spielen. Dazu
werden die folgenden abkiirzenden Schreibweisen eingefiihrt

i =: Z ::Z, k endlich

k=—n |k|<n (k)

Nachfolgend werden die trigonometrischen Polynome hergeleitet. Es sei T der Vektor-
raum der trigonometrischen Polynome. Man sieht leicht, dass T ein Unterraum von P,
sein mufs.

Unter einem trigonometrischen Polynom versteht man eine Funktion T € 7 mit den
komplexwertigen Koeffizienten cy, gegeben durch

T(x) =Y cre™
(k)
Wir erinnern uns an die allgemeineren Laurent-Reihen der Form
ol .
Y czf, (hierz=e™)
k=—c0

und leiten so eine prazisere Darstellung der T(x) her. Fiir ein Polynom T € T, vom Grad
< mgilt

m .
T(x)= Y ce'

k=—m

Die wichtigsten Tatsachen des Raumes 7 sind im ndchsten Satz zusammengefasst:

Satz 2.2.3 Die endlichdimensionalen Teilriume T,, haben Dimension 2m + 1 und stellen mit der
abziihlbaren Vereiniqung den Gesamtraum T dar

[ee]
T:UTm
m=0

Desweiteren ist T eine Unteralgebra von Py und natiirlich auch von Co.

Falls T € 1, dann sind DT, D?T, ... € T,.
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Beispiel.
Das nachfolgende rationale trigonometrische Polynom liegt nicht in 7 und liefert somit
ein Gegenbeispiel zur Annahme T = Py,

sinh b

Py(x) = coshb — cos x

Die Funktion P,(x) liegt fiir jede positive reelle Zahl b in P,;. Aber nicht in 7. Daher gilt
T # P27-[.

Lemma 2.2.4 Fiirh € Rund T € T, gilt
T(x+h)=S5(x) € Ty

Beweis.
Es ist

T(x+h) = Zce (x-+h) Z(Zkk )

(k)

Beispiel.
Wir geben ein Beispiel einer stetigen Funktion auf |-, 77].

0=(-2),

{z, z>0
Zy =

wobei

0 sonst

Zur Illustration skizzieren wir die Funktion,

Abbildung 2.1: Hutfunktion auf [, 77]
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3 Hilfsmittel der Analysis

Zunichst werden wesentliche Begriffe der Analysis eingefiihrt. Anschliefsend wird ge-
zeigt, dass der Raum P, dicht in Cy liegt. Diese Aussage wird anschliefSend fiir Poly-
nome verschirft, und miindet dann in den Satz von Weierstrass. Mehr dazu im nichsten
Kapitel.

3.1 Translation

Wir legen die Translation um t einer Funktion wie folgt fest:
Tiu(x) = u(x —1t)

Eine 27r-periodische Funktion u € C,,; die um ¢ verschoben wird, also T;u, liegt wieder in
Cz7. Die Menge aller linearen Translationen wird mit L(Cy, ) bezeichnet. Fiir T; € L(Car)
gelten die Eigenschaften

D) Ti(u-0)(x) = Te(u)(x) - Te(0) (x)
it [|Tot] oo = Il
iii) T, ' =T
iv) T, Ty = Ty = T T,
Lemma 3.1.1 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion u € C3_ gilt
T:D = DT;

Beweis.
Wir arbeiten mit u(x) = ¢** und v(x) = u(x —t) = et . ¢ikx,
RECHTE SEITE.

Do(x) = ike ™ . ¢ = DTyu(x)
LINKE SEITE.

TyDey(x) = Ti(iker(x)) = ike* 1) = jke=tikx
Vergleich beider Seiten liefert die Behauptung.

Beispiel.
Gegeben sei die Funktion

0-(-2)

Es seien u(x) = f.(x) und die verschobene Funktion v(x) := Tru(x) = u(x — ) skiz-
ziert:
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Abbildung 3.1: Translation der Funktion u(x) um 7t Einheiten nach rechts

3.2 Faltung

Ein weiterer integraler Bestandteil der Analysis ist die Faltung. Als Motivation sei ange-
merkt, dass die Faltung zweier Funktionen zu mehr Glitte fiihrt, und somit zu giinstige-
ren Eigenschaften fiir weitere Untersuchungen. Je mehr Glitte, desto besser.

Definition 3.2.1 (Faltung)
Es seien u,v € Cy, vorgegeben. Dann wird durch die Vorschrift

[y ay

u*v(x):ﬁ

die Faltung von u und v festgelegt.

Man erhalt
[t 0[]0 < [J1t][eo - |[0][c0

Wir listen nun weitere Eigenschaften der Faltung auf.

Satz 3.2.2 Fiir zwei Funktionen u,v € Cor liegt das Faltungsprodukt u x v wieder in Cp, und
es gelten

) uxv=ov*u

i) (au)xv=uauxv, ackK
iif) (U +up) *xv =1y xv+ Uy *0v
iv) uy* (up *uz) = (Ug * Up) * U3

v) Ti(uxv) = (Tu) xv = ux* (Tio)

Beweis.
zu i)
1 27 p
weo(x) = 5 [*ulx—y)ol)dy
dy
Subst. i/ :x—y,y:x—y’,d—y/ =-1
_ L x / Y o
=57 | ulyolx—y)ay - (<)

1 27m+x , , ,
= E/ u(y')o(x —y')dy

=v*u(x)
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Zu ii)
(au) xv(x) = % /027T au(x —y)o(y)dy = a - uxv(x)
Zu iii)
1 21
(114 12) #0(x) = 5= [ (x =) + walx = y)] - 0(y) dy
27 T

= o [T oy o [ -yl dy

= up *0(x) + up * v(x)
Bemerkung.

Sei ¢ € Cyx gegeben. So gilt fiir das Integral

27+z 27
o) = [ end= [ g(t)at
Dann gilt fiir die Ableitung

§(2) = 9z +27) — 9(z) =0
und weiter ¢(z) = ¢(0).

Zuv)
T o) (x) = (usa)(x— 1) = o [ ulx— 1~ y)oly)dy
1 27
= 5= [ Twlx—y)e()ay
= (Twu) xv(x)
zZu iv)

(o) ] ) = o [ ea (= y) s () dy

1 27 1 2r
gz ) (g ) =y =) (o) ds|

:(2171)2/027Tdy'u3(y) /()Zﬂds-ul(x—y_s).uz(s)

Subst. T=y+s,dt=ds,s=T1—y

1 27 p ( ) 2ty ( ) ( )
= — *Us / dT cUP(X —T) - U\ T —
27)2 Jo Y y ’ 1 2 Y
27t-period. 1 27 27

1 21 21

202 Jo dtup(x — 1) - ; dy - ux(t —y) us(y)

1 27 1 27
=5 | =0 o [ et =y w) dy| dr

=up*uz(T)

Fubini

= uy * (U * uz)(x) O]

(2m)% Jo Ay - uay) - 0 Aty (x — T) uz(T —y)

29
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Lemma 3.2.3 Sei u € C3;, = P>. Man zeigt

Hi(Ttu—u)—Du —0 (t—04)
mit
H(Tut) —u(x) = DI g

Dabei ist [x, x + t](u) die Schreibweise fiir den Differenzenquotienten in der Numerik.

Beweis.
Nach dem Mittelwertsatz gilt

u(x+1t) —u(x)

. —u'(x)=u'(y)—u'(x), x<y<x+t

Da 1’ = Du nach Voraussetzung gleichmifig stetig ist, folgt
' (y) —u'(x)] <e, 0<t<ty
Daraus folgt die gleichméfliige Konvergenz

u(-+t)—u ,

f ~

o9}
Was zu zeigen war.
Wir geben noch einen qualitativen Beweis mit Hilfe der Integralform

u(x+t) —u(x
t

) / 1 v / /
—w(x) = [ w@dz—u(x)
1 px+t , ,
o A GEROE:
Abschitzung mit der Supremumsnorm ergibt

u(x+t) —u(x)

—u'(x)| < sup |u'(E)—u'(x)] <e

x<g<x+t

Lemma 3.2.4 Die Faltung u * v liegt in Cay.

Beweis.

27
uxv(x+2m) = 217_[/0 u(x+2mr—y) v(y)dy = uxv(x)

—u(x—y)
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Lemma 3.2.5 Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion u € C3;. und eine stetige Funktion
v € Cyy ist die Faltung ebenfalls beliebig oft differenzierbar

uxv e Cyy
und fiir die k-te Ableitung gilt
D¥(usv) =Dfuxv, keN

Beweis.
Wir arbeiten mit (3.2.3).

% [T_t(u*xv)(x) —uxv(x)]

11 27 p 27 p
3 ([T ute et poway - [Tute-noway)
1 pem u(x —y—+1t)—u(x—y)

‘EEA dyo(y) - ;
Zur eigentlichen Abschédtzung sei angemerkt, dass

1 1
¥T_t(u>x<v)—u>kv: [t(T_tu—u)] *xv0 — Duxv

Y ———
=Du

Somit erhilt man
1
HtTt(u*v)—u*v * U

1
< Ht(Ttu —u)

e} ’ oo

—Du

Es bezeichne = die gleichméfiige Konvergenz. Der Beweis ist gefiihrt.
O

Lemma 3.2.6 Sei (vy,) eine Folge in Cor und v € Capy. Die v, konvergieren gleichmifiig gegen
v, also
[[on = 0]l = 0 (1 — o0)

Daraus folgert man fiir u € Cay,

||lu*vy, —uxv|le— 0 (n— o0)

Beweis.
Wir benutzen die Definition der Faltung.
1 27T
|5 0u(x) —uxv(x)| = o /O u(x —y) [on(x) —v(x)] dy’ < |[ulleo - [[on — 0l

Da ||v;, — v||, 1 — o0, gegen Null geht, ist die Behauptung gezeigt.
O]

Lemma (3.2.6) kann verallgemeinert werden, und gilt ebenso fiir Ableitungen. Dazu sei
u € G52, dann gilt Vk € IN:

27/

HDk(u*vn)—Dku*vH —0 (n— o0)

[ee]
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3.3 Approximation

Nachdem die wichtigsten Tatsachen der Faltung in den vorherigen Sitzen dargestellt
worden sind, kénnen wir nun erste Ansédtze der Approximation behandeln. Dazu wird
eine Folge von positiven Funktionen (¢, ) aus Ca,; gewahlt, die mit einer 271-periodischen
stetigen Funktion u gefaltet wird. Diese Idee erlaubt weitere Aussagen {tiber u.

Definition 3.3.1 (Approximierende Einheit, Guter Kern)
Eine Folge von Funktionen (¢,) € Cay wird approximierende Einheit genannt, falls

AEi) ¢u(x) >0 Vx e RundV¥neN

B 1 27 p
AE ii) E/o pn(x)dx =1 VYnelN

1 27T—7
AEiii)) Fir0O<r<r: E/ Pn(x)dx — 0 (n— o)
r

Damit kann sofort ein wichtiger Satz aufgefiihrt werden:

Satz 3.3.2 Die Folge (¢, ) sei eine approximierende Einheit. Dann konvergiert die Faltung ¢, * u
gleichmiiflig gegen u € Cor,

ll@n*u—ul|lc — 0 (1 — o0)
und fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion u € CS,, schliefst man

||Dk(q)n *U) — DkuHoo —0 (n— o)

Beweis.
Wir schétzen ab und benutzen dabei Eigenschaft AE ii) und ¢, % u(x) = u * ¢,(x). Es sei
O<r<m

27
270 lgu <) = u()] = | [ lutr = y) = )] g () )
27T—r
< sup(l[T—ulle: o < 1} 2r 42 [ullo ([ gulw)dy)
Fiir gegebenes ¢ > 0 wird zunédchst 0 < r < 7t gewdhlt, so dass

||Tsu — tt|]|o — 0 (r — 0)

Der zweite Summand geht wegen AE iii) gegen Null. Damit ist der erste Teil gezeigt.
Zum Beweis der zweiten Aussage wird u € Py, gewahlt und D¥(¢@, * u) = ¢, * D*u
ausgenutzt.

O

Zur weiteren Vertiefung werden zwei Beispiele zur approximierenden Einheit gerechnet,
in denen die drei Eigenschaften verifiziert werden.
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Beispiel 1.
Wir betrachten die Funktionenfolge (¢, ), definiert durch

2

n 7T .
Pu(x) =2 = [g—|x|} . fir x| <7
+

mit
Pu(x) = u(x+27) und @u(0) =n

SN N

T T
n ZTC-ﬁ

Wir skizzieren

Abbildung 3.2: Die Funktion ¢, (x)

AE )
Man sieht sofort
T T
=0 fur2-=<x<2m—=
@n(x) ir s x <27 ”
und ¢@,(x) >0 sonst

AE 11)

1 27 z -
%/o Pn(x)dx = 2‘5/0 pn(x)dx =2-—2.=.n =

AE 111)

Abbildung 3.3: Veranschaulichung der dritten Eigenschaft

Auflerdem kann die Funktionenfolge (¢,) mit einer Funktion u gefaltet werden. Dann
konvergiert die Faltung gleichméfiig gegen u,

pueu(x) = o [ glx—Huldt = u(
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Eine Verallgemeinerung der oben besprochenen Approximierenden Einheit ist

on(x) = [~ xl] |

1 [ rm

-1

= — — — d
Cn 27 /0 [1’1 ’xq + X
Beispiel 2.

Die nachfolgend definierte periodische, holomorphe Funktion, wird Poisson-Kern ge-
nannt und wie folgt definiert

mit den Koeffizienten

sinh(b)

Py(x) = cosh(b) — cos(x) 3-1)

wobei b > 0 und r = ¢~. Damit gilt 0 < r < 1. Es sei daran erinnert, dass P, (x) beliebig
oft differenzierbar ist (folgt aus Holomorphie).

Wir geben fiir P, (x) eine Potenzreihendarstellung an. Ausgangspunkt ist der Term

B 1—12
14712 —2rcosx’

Py(x)

welcher aus (3.1) hergeleitet wird:

b b

sinh(b LA
Py(x) = (b) = b 2
cosh(b) — cos(x) eiel  cosx
e R
ebpe b —2cosx 1 4r—2cosx
© 14r2-2rcosx 142 —2rcosx
r
Wir rechnen weiter
1—1r2
P, =
b(x) 1+72—2rcosx
S l—rex 1 —reix
=1+ Y 2 cos(kx)-r*
k=1
Damit steht
1 27 1 fod r 27
E/o Py(x)dx = - 1+ k;Zr . /0 cos(kx) dx >0 (3.2)

Vorteil der hergeleiteten Reihendarstellung ist die Berechnung des Integrals wie man in
(3.2) sieht.
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Wir zeigen der Vollstandigkeit halber nun die Eigenschaften AE i) - AE iii).

i) Py(x) >0 (sieht manin (3.2))
. 1 27
if) e ./0 Py(x)dx =1

Fiir den Nachweis der dritten Eigenschaft setzen wir b = 1, so dass ¢,(x) = P1(x). Es

1
n

folgt
2m—r
/ Pi(x)dx —0 (n— o0)
r n

Fiir festes r gilt
27T—r
/ Pi(x)dx —0 (b— 0s) (3.3)

Mit dem Ziel, den Integranden abschédtzen zu konnen, ersetzen wir die untere Intervall-
grenze r in (3.3) nun durch d mit der Eigenschaft 0 < d < 7, also

2w —r
/ Pi(x)dx —0 (b—0))
d n

Auflerdem gilt
1>cosd>x fird<x<2m—d

Somit konnen wir eine obere Schranke konstruieren

1— 12 1— 2
Pb(x): 2 = 2
1+72—2rcosx — 1+712—2rcosd
und erhalten
1 2 1—12 1—12
— P dx < = 0 1_
27T/d o(x) dx < 1472 —2rcosd sinZ2d - (r—1.)

firb — 04, also b = % — 0 flirn — oo.
Satz 3.3.3 Die Menge P>, der glatten Funktionen liegt dicht in Cy.

Beweis.
Sei (¢n) = (Pl ) die Folge aus Beispiel 2. Fiir P1 € P, zeigt Lemma (3.2.5), dass P1 * u €

P>. Satz (3.3.2) liefert dann das gewtinschte Resultat P1 * u — u.
O

Im nédchsten Kapitel wird gezeigt, dass die trigonometrischen Polynome dicht in Cp,
liegen:
T= C27-[
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4 Der Approximationssatz von
Weierstrass

In diesem Abschnitt wird der Satz von Weierstraf3 fiir 27t-periodische Funktionen disku-
tiert.

Vornehm ausgedriickt, besagt die allgemeine Fassung, dass die Menge der Polynome
dicht im Raum der stetigen Funktionen liegt. Im Sinne der Konvergenz kann man sagen,
dass eine Folge von Polynomen stets gegen eine stetige Funktion konvergiert. Einen kon-
struktiven Beweis findet der Leser in Hamerlin/Hoffmann oder auch im Buch von Dirk
Werner.

Wir erinnern an den Raum 7, aufgespannt durch

Ty =<<e€_y,...,€0,--.,65 >

mit ey (x) = e = coskx + isinkx = ci(x) + sp(x).
Definition 4.0.4 (Fourier-Koeffizienten)
Die Fourier-Koeffizienten einer Funktion u € Cor = C(T) lassen sich darstellen durch

1

27T .
uxer(0) =exu(0) = ﬁ/o u(y)e ™dy = (k) firkecZ

Beweis.
Die Definition der Faltung bei x = 0 liefert

1

2T .
e xu(x) = E/o e V) y(y)dy, x=0

Lemma 4.0.5 Die Basisfunktionen ey (x) etfiillen die Orthogonalititsrelation

ey * 8]' = jkek

Beweis.
Die Definition zeigt

. *e‘(x) _ 1/27Teik(xy) eijy dy _ eikx1/27rei(jk)ydy
k25 27T Jo 27T Jo
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Lemma 4.0.6 Fiir zwei Funktionen u,v € 1, liegt die Faltung u * v auch wieder in T,.

Beweis.
Zur Beweisfithrung wird mit den trigonometrischen Polynomen

gearbeitet. Wir falten e, (x) mit u(x) und erhalten ,

ey * u(x Zaker*ek ) = a,e;(x)

Die a, entsprechen den Fourier-Koeffizienten i(r)

1 7 —iry
a, = e, xu(0) = 271/ u(y)e"Vdy

Aufierdem ergibt sich so

b= = [ oty e v
=5 | ey

Falten der Polynome u und v ergibt

—ékr ek( )

Z agbex(x) € Ty
®

Insbesondere

—

uxv(k) = ayby = (k) o(k)

Satz 4.0.7 (Trigonometrischer Satz von Weierstrass)
Es sei (¢n) € T eine approximierende Einheit. Dann gilt ¢, x u € T und

llon*u —t]|eo = 0 (n — 00)

Beweis.
Mit dem de la Vallée-Poussin Operator schreiben wir

on(x) = yu[l+cosx]" €1,
mit ¢, (x) > 0 und den Koeffizienten
1 2
! 27_[/ [1+ cosx]"dx

Die Eigenschaften der approximierenden Einheit sind erfiillt. Zu zeigen ist nun

27t—d d
/d @n(x)dx:Ld¢n(x)dxH0 (n — o)

mit festem 0 < d < 7.
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Fiir die Funktion 1 4 cos x kann gezeigt werden, dass
1+cosx <46 <1+ cosy

fir0 <y < %undd < x <27 —d.

1+cos x

1 |
1 1
d2 d 2n-d 2w

Abbildung 4.1: Die Funktion 1 + cos x

Also damit
Pn(x) < p"pu(y)

Ausgeschrieben ist

)5

‘% 27T
< /O p"pn(y)dy < p”/o Pou(y)dy = p" -2 = 04
wobei 0 < p < 1. Es folgt letztendlich

1

2—d
- < < x < _
2n/d @u(x)dx < sup|@u(x)] =0, d<x<2m—d

O

Wir bemerken, dass der Approximationssatz lediglich die reine Konvergenz feststellt.
Uber die Konvergenzgiite (-geschwindigkeit) wird keine Aussage gemacht. Spiter mehr.

Satz 4.0.8 Der Raum T liegt dicht in Co.

Beweis.
Nach Satz (4.0.7) gilt

r}im l|gn*u —tljee — 0, @n € Ty, u € Con
—00



40

4 Der Approximationssatz von Weierstrass



5 Der Projektionssatz

5.1 Beste Approximation

Definition 5.1.1 Sei U C X eine Teilmenge eines normierten Raumes X und w € X. Ein
Element v € U heif$t beste Approximation fiir w in U, falls

|lw—v| = inf |[w—u|l,
uel
bzw. v € U hat den kleinsten Abstand zu w.

Satz 5.1.2 Sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum eines normierten Raumes X. Dann gibt
es fiir jedes Element in X eine beste Approximation in U.

Beweis.
Sei w € X. Wihle eine minimierende Folge (u,,) aus U fiir w. Diese erfiillt

|lw—uy|| —d mitn — oo

wobei d := inf, ¢y ||w — ul|. Wegen

[unll = [Junll =[]l + [[w]
< [l = ol | + [Jzo]]
= [ llwll = {funl[ | + [[z]]

< lw = | + [Jw]]

ist die Folge (u,) beschrankt. Da U ein endlich-dimensionaler normierter Raum ist, gibt
es eine konvergente Teilfolge (u,,(;)) mit

lim un(l) — v € U.

|—o0

Daraus folgt
[ —ol} = lim [e0 — 1, || = d-

O

Definition 5.1.3 Ein Praehilbertraum ist ein linearer Raum, auf welchem ein Skalarprodukt de-
finiert ist.

Satz 5.1.4 Sei U ein linearer Unterraum eines Praehilbertraumes X. Ein Element v € U ist eine
beste Approximierende fiir w € X genau dann, wenn

(w—ov,u)=0, firalleu e U,

also w — v L U. Fiir jedes w € X gibt es hichstens eine beste Approximation bzgl. U.
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Beweis.
" = 1.

Mit ||a|| :== +/(a,a) gilt fir allev,u € U:

[ —ul? = Jlw -0+ —ul?
=(w-v)+(@—-u),(w—-20)+(v—-u))
=(w—-vw—v)+(w—v,0v—u)+@OV—uw—0)+(v—u0v—1u)
= |lw—9|*+ (w—v,0—u)+ (w—0v,0—u) + ||o—ul?

= |lw—2v|*>+2-Re((w —v,0—u)) + ||[v —ul>
Da U ein linearer Raum ist, also v — u € U und (w — v,u) = 0 Vu € U gelten soll, gilt:

oo = ul]2 = f[w — ol + o — ul?

= Jw—of*=llw—ul®—lo—ul*, Vueu

= |lw—o|| <|lw—u|, Yuelus#0
Also gilt

Jw ]| = inf [l ul

und somit ist v beste Approximation fiir w in U.
w_y
Sei v beste Approximation fiir w in U. Wir nehmen an, dass (w — v,19) # 0 fiir ein

up € U. Dann gelte weiter, dass (w — v, 1) € R, da U ein linearer Unterraum von X ist.
(w—o,up)
lluoll?

|w — u|* = ||w — v||* + 2Re (w—v,v— (v+ (w—v,ug)uo>)

Wir wihlen u = v + 1o und schliefsen

2
[0 2
2
w—v,U w—v,U
= ||w —v||*> + 2Re <w — v,—(Z(J)u()) + H—(2O)uo
[[uo| [[uo|
2
w—v,u w—0o,uU
= lho=olP 2 (- R ) )+ R
_fw—of? - 2(w —9,ug)*  (w—0,up)?
[[uo]]? [[uo]]?
= |t - @)
[[uo |2
< [lw—o|.

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass v beste Approximation fiir w in U ist.
EINDEUTIGKEIT

Angenommen, v1, v, sind beste Approximationen. Dann gilt:

(w—1v1,11 —1v2) =0= (w—1v2,v1 —v), davi—vp€U.
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und hieraus

=  (w,v1—1v2) — (v1,v1 —v2) = (w,v1 — V) — (V2,01 — V2)
= (v1,v1 —v2) = (v2,v1, —02)

= (v1,01 —v2) — (v3,v1 —v2) =0

= (v1—v2,01—13)=0

= v1—1v=0

= U1 = 0.

Es folgt somit: Die beste Approximation ist eindeutig, es gibt also hochstens eine beste
Approximation.

O

Satz 5.1.5 (Orthogonalprojektion)

Sei U ein vollstindiger linearer Unterraum eines Praehilbertraumes X. Dann gibt es fiir jedes
w € X eine eindeutige beste Approximation in U. Der Operator P : X — U, der jedes w € X
auf seine beste Approximation abbildet, ist ein beschrinkter linearer Operator mit

P2=P und |P|=1

Er heifst orthogonale Projektion von X auf U.

Beweis.
Man wihle eine Folge (u,,) mit

1
||w—un|]2§d2—|—£, neN

wobei d := inf,¢yy ||w — ul|. Dann gilt:

(@ = ttn) + (w = ) > + [t — vt |1?
= (W —up) + (W — um), (W —up) + (W — up))
+ ((y —w) + (W — ), (uy — w) + (W — tty,))
= (W —tp,w—typ) + (W —ty, W —ty) + (W — Uy, W — Uy) + (W — Uy, W — Uy,
+ (tp —w,uy —w) + (U — W, W — ) + (W — Uy, Uy — W) + (W — Uy, W — Uyy)
=2||lw — uy||* + 2[|w — uw >
2
0 m

< 44% + fiir alle n, m € IN.

Da %(un +uy) € U gilt

e = > (it + 1) || > 2
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und wir kénnen ||u,, — u,,||? abschdtzen durch

2 2
[t — | |? < 4 + = + = — [[(w = 1) + (w — ) ||?
n m
2 2 1
=4d*+ —+ = = [2(w — S (w + um)|®
2 2 1
=4d* + — = A — o ()|
2 2
<S4
n m

Also ist (uy,) beschrankt und somit eine Cauchy-Folge.
Da U vollstandig ist, gibt es ein v € U mit u, — v, n — oco. Aus

1
o — P < d?+

folgt, dass lim;, . u, = v eine beste Approximation fiir w in U ist. Die Eindeutigkeit von
v folgt aus Satz (5.1.4).

Als nichstes wird P? = P gezeigt. Es gilt stets P(u) = u. Dann folgt
P*(w) = P(P(w)) = P(u) = u = P(w)
Die Linearitiat von P sieht man so: Sei &« £ 0, dann

Plax) =v

< (ax—o,u) =0
v
& (x(x—&,u) =0
v
P(x) =—
& Pa)="
< aP(x) =

also P(ax) = aP(x).

Seien nun vy, v; beste Approximationen von x, y, also gelte P(x) = v, P(y) = vp. Dann:
P(x)+P(y) =v1 + v

(x—ov,u)=0 AN (y—ov2,u)=0

(x —vy,u)+ (y—v2,u) =0

(x—v14+y—v,u)=0

(x+y) — (01 +02),u) =0,

S I

also P(x +y) = v1 + v2 = P(x) + P(y). Es bleibt noch zu zeigen, dass ||P|| = 1. Es gilt:
|w||* = (P(w) +w — P(w), P(w) +w — P(w))

w), P(w)) + (w — P(w), w — P(w))

+ (P(w),w — P(w)) + (w — P(w), P(w))

I? + llw — P(w)|?
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Also ist P beschrankt mit || P|| < 1.
Da P? = P und fiir zwei lineare Operatoren A und B ||AB|| < ||Al|||B|| gilt, folgt
1Pl = 1P| = |[PPI| < |[P]|IP]
= [[P[[=1
S P =1,

5.2 Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

Ein grundlegendes Prinzip der Funktionalanalysis ist die Gewinnung von Informationen
auf normierten Raumen mittels der auf ihnen definierten Funktionale.

Direkte Summe

Definition 5.2.1 (Direkte Summe)
Ein Vektorraum X kann als direkte Summe zweier Untervektorriume Y und Z geschrieben wer-

den,
X=Y®Z,

falls jedes Element x € X eine eindeutige Darstellung besitzt, laut
x=y+z, yeY,ze”Z

Der Raum Z wird algebraisches Komplement von Y in X genannt.

In der Hilbertraumtheorie ist man in besonderer Weise an diesen Darstellungen interes-
siert. Ein allgemeiner Hilbertraum H ldsst sich als direkte Summe eines abgeschlossenen
Unterraums Y und dessen orthogonalen Komplements Y~ schreiben. Gleich mehr dazu.

Satz 5.2.2 (Projektionssatz, Direkte Summe)
Sei Y ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums H. Dann

H=Y®Z Z=Y"
Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

Definition 5.2.3 Der Raum £ = L(X,K) der stetigen linearen Funktionale auf einem normier-
ten Raum heifst Dualraum von X. Oft findet man auch die Bezeichungen X' = £ = L(X,K)
bzw., falls X ein Hilbertraum ist X* = L = L(X,K).

Wir behandeln nun einen der wesentlichen Satze der Hilbertraumtheorie.

Satz 5.2.4 Sei X ein Hilbertraum. Fiir jedes lineare beschrinkte Funktional
F € L existiert ein eindeutiges Element f € X, so dass

F(u) = (u, f) Vu e X
Somit wird eine bijektive, isometrische und konjugiert lineare Abblildung konstruiert mit

1T = 1IFl]



46

5 Der Projektionssatz

Beweis.

Eindeutigkeit
Wird f auf F = 0 abgebildet, so ist

also auch
(f,f)=0
und damit folgt
f=0
das heifit die Abbildung f — F ist eindeutig, denn f = 0 ist das einzige Element,

das die Nullfunktion F = 0 erzeugen kann.

Normgleichheit
Nach Cauchy-Schwarz gilt

[[EI] = [l = 1, O] < ]l - [ f]]

=
o <111
F(x
o s <y
[[x[|<1
= ||| < [I£]]
wobei )
X
HFH: sup HxH
[[x[[<1

Setze speziell x = f in F(x) = (x, f) ein:

(£ OI= 112 =1EO < NIl 1E]

also ist

A1 < 1IEl]

und somit haben wir einerseits ||f|| > ||F|| und andererseits ||f|| < ||F||. Daraus
folgt die Normgleichheit

[T = 1IEl]
Konstruktion
Zueinem F € X* = Listein f € X zu konstruieren:
Der Kern

N(F) = {u € X: F(u) = 0}

ist ein abgeschlossener, linearer Untervektorraum des Hilbertraums X. Ist N = X,
so leistet f = 0 das Gewt{inschte. Ist N # X, so gilt

X=Na&N+
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Wir wihlen nun ein w € X mit F(w) # 0. Aus dem Projektionssatz folgt, wenn v
die beste Approximation von w auf den Untervektorraum N ist, dass

w—ov 1L N(F)
Es gilt mit g := w — 7,

F(g)u—F(u)g € N(F) Vu e X

denn
F(F(g)u —F(u)g) = F(g)F(u) — F(u)F(g) = 0
Dann ist
(F(g)u—F(u)g,g) = 0 Vue X
= (F(g)u,g) — (F(u)g,g) = 0
= (F(u)g, g) = (F(§)ug)
= F(u)(g,8) = (u,F(g)3)
- Fw = (') 0

5.3 Der Satz des Pythagoras

Dieser Abschnitt wiederholt und erweitert Resultate aus den beiden vorherigen Sektio-
nen. Es sei

¢(a) = (u—av,u —av)
= (u,u) +a*- (v,9) —a-[(u,0) + (v,u)] (5.1)
N—————

-
=2Re(u,v)

Der kleinste Abstand ist dann gerade das Minimum von (5.1). Dazu die notwendige Be-
dingung
¢'(a) =2a- (v,0) — 2Re(u,v) =0
Das Minimum liegt bei
Re(u,v)
ap =
(v,0)
Wir haben damit eine Minimalstelle a9 gefunden, die die Bedingung
0 < ¢(ap) < ¢(a) erfiillt. Ausfiihrlich steht

(u,u) —ag-2Re(u,v) +a§ - (v,0) < (u,u)+a*-(v,0) —a*-Re(u,v)
Weiter ist
2Re(u,v)Re(u,v)  |Re(u,v)|?
(v,0) (v,0)2 (v,)
|Re(u,v)|?
(v

0 < (u,u)-—

= (u,u)
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Es folgt
[Re(u,0)| < (u,u) - (v,0)

Wir definieren nun den Begriff der Projektion eines Vektors w auf einen Vektor v

Py (w) =

Die Zeichung dazu ist selbsterkldrend

v A

v

\'
Peysw)

Abbildung 5.1: Projektion von w auf v

Eigenschaften der Projektion
i) P2,0 =Py (Idempotenz)
ii) PX,. = P<p> (Selbstadjungiertheit)

Die zweite Eigenschaft kann man am Skalarprodukt gut demonstrieren. Sie besagt, dass
der Projektionsoperator in das zweite Argument geschoben werden kann. Damit

(P<U> (ZU),ZU,) = (wr Py (w/)) = sz> = P.y>
Rechung.

zu i)
Sei w' = Py~ (w). Wir rechnen

Piv> (w) = P> (w/) = P> |:

zu ii)
Einerseits ist

Zweitens

(10, Py (') = (w, (@', 0) ) _ (@) (w0)

(v,0)

Vergleich beider Seiten ergibt die Behauptung.
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Projektionssatz (Satz des Pythagoras)

Anhand der eingangs gemachten Skizze kann man den Satz von Pythagoras herleiten.
Man zeigt

|[wl]]* = |[P<os (w) + (w — Py (w))]?
= |[P<os (w)]|* + || — Peys (w) || 4 (P> (w), w — Poys(w)) +(--2)
= |[P<os (w)]]* + || = Peys (w) | + (Pey (w) W) — (P<v>(w), P<y> (w))
Weiter ergibt sich mit PX,. Py~ = P2, = P>
[l = [|Pcos ()| + || = Peos (w0)]* + (Peps (), @) = (PLys P<os (w), w)
= ||P<ox (w)[|* + [|w — Pos (w) |2

Dieses Ergebnis entspricht dem Satz des Pythagoras.

Satz 5.3.1 (Satz des Pythagoras)
Man definiert den Satz des Pythagoras gemiif3

[[w][? = [|Pevs (w)|[? + | — Py (w) |2
Insbesondere gilt
[[w][* > || Peos (w) |2 (52)
Gleichheit erhilt man fiir w = ||P<ps (w)]|

Der Satz des Pythagoras hat weitreichende Konsequenzen. Spiter taucht er bei der For-
mulierung der Besselschen Identitdt wieder auf.

Wir schreiben (5.2) in Skalarprodukten

(w,w) > |(z;,;))|2 - (v,0)

und erhalten nach Umstellung die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(w,w)(v,0) > |(w,)

Verallgemeinerung der Projektion

Sei ein unitdrer Vektorraum V gegeben. Weiter sei W C V ein Untervektorraum. Eine
Basis von W mit paarweise orthogonalen Vektoren sei gegeben durch wy, ..., w,. Dann
ist die Projektion eines Vektors v € V auf den Raum W gegeben durch
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6 Approximation in speziellen Raumen

6.1 Der Raum C,; als VR mit innerem Produkt

Zunichst wird das Skalarprodukt definiert und anschliefSend dessen Eigenschaften auf-
gefiihrt. Dazu seien u, v € Cy, vorgelegt und setzt

(u,v) = 217_[ /Znu(x)v(x)dx

Mit dieser Definition wird der Raum C,, zu einem Praehilbertraum.

Das Skalarprodukt geniigt den Eigenschaften

) (wu) =
(u,u) =0 =u=0 (Definitheit)
i) (w1 +up,v) = (ug,0) + (up,0) (Additivitat)
iii) (yu,v) = (u,v) (Homogenitit)
iv) (u,v) = (v,u) (konjugierte Symmetrie)

Rechnung.

Wir fiihren lediglich den Beweis zu Eigenschaft i) Punkt 2, der Definitheit. Zu zeigen ist
(u,u) = 0= u = 0. Dazu

27
/ u(x)2dx =0, u€ Con
0
Wir nehmen |u(xg)| > 0 an. Dann wére

|u(x)| > |M(x0)|

0
5 >

Mit Stetigkeitsargument |x — xg| < ¢ fiir gentigend kleines positives ¢ folgt
s
/ u(x)2dx > [u(xo)]-2-6 > 0
0

Das ist ein Widerspruch!

Wir definieren ||u||> fiir u € Cpr gemés

lull = (0% = (217'( /Oznlu(x)|2dx>é

und erhalten eine der zentralen Ungleichungen:
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Lemma 6.1.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Es gilt fiir zwei Funktionen u,v € Cay,

|(u, 0)| < Jull2 - [[o]]2

Beweis.
Wir setzen
pa)=(u—av,u—av) >0, acK, v+#0

Dann ist

(u—av,u —av) = (u,u) +aa(v,v) —a(v,u) —a(u,v)

mita = Ez:zi folgt
= (u.u (u’v).(u’v).UU—<M’U)UM—WMU
_(’)+Kuv)(uw (v,0) (%w(') (%w(')
=(u,u 1 u,o 2
(100) = 55 1.0)
Also ist
Og(u—av,u—av):(u,u)—(v,lv)\(”/U”z
Daraus folgt

1 2 2
uu)— —»\(u,o > (u,u)(v,v) > |(u,o
( 4 ) (Z’,Z7)|( 4 )‘ —( 4 )( 4 )—|( 4 )|
Somit haben wir die Cauchy-SChwarZ-Un gleichung

[full2 - [[oll2 = |(u,0)]

bewiesen.

O
Die Parallelogrammregel
An dieser Stelle setzen wir uns kurz iiber den Zusammenhang von Skalarprodukt und
Norm auseinander. In einem Hilbertraum wird durch

1
u— ||ul|p = (u,u)2

eine Norm definiert. Die Norm wird demnach durch das Skalarprodukt konstruiert. Al-
lerdings gilt auch die Umkehrung. Wir konnen das Skalarprodukt iiber die Norm aus-
driicken,

1
(u,0) := ;L(llquvllz— ||t —o|[?)

Hiermit kann dann auch die Parallelogrammgleichung bewiesen werden. Wir wollen sie
(ohne Beweis) notieren

[l + 0[5+ [|u = o[|3 = 2ul5 + 2| [0]]3

Lemma 6.1.2 Die Abbildung u — ||u||, ist Norm auf Cay.
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Beweis.
Wir tiberpriifen die Normeigenschaften

i) |[ull2 >0,
lulb=0 = u=0

i) [Jyulla = 7] 1]ull2
iii) |[u1 + |2 < [Jua]2 + | ]uz]]2
Denn

(U1 4 up, ug +up) = (ug, uy) + (ug, uz) + (ug, up) + (uz, uq)
< |5+ [fu2]3 + 2 [|u]]3 |Ju2] 5

= ([la|3 + [fu2][3)?

AuBerdem ist die L2-Norm durch die Supremumsnorm beschrankt

[full2 < Jfuf]e

Beispiel.
Die Funktionen ¢, seien definiert durch

on(x) = en (7~ 1),

LM =1

27T

betrachtet. Die ¢, sind stetig. Aber die Grenzfunktion ist nicht stetig in Null. Dazu noch
die Abbildung

Tunendlich

Abbildung 6.1: Beispiel, dass Cp, nicht vollstandig ist

Allerdings ist der Raum Cyp, mit der || - ||>-Norm nicht vollstindig. Daher greift an dieser
Stelle das bereits oben erwdhnte Konzept: Informationen tiber C,,; werden {iiber die auf
Cyy definierten linearen Funktionale gewonnen. Dieser Raum wird mit £ angesprochen
und ist selbst ein Vektorraum.
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Die Existenz sichert sichert der Satz von Hahn-Banach. Einer der vier grundlegenden Satze
der Funktionalanalysis! Wir interessieren uns aber mehr fiir die konkrete Konstruktion
von Linearformen.

Wir wissen, dass jeder normierte (nicht vollstindige) Raum isometrisch isomorph zu
einem dichten Unterraum eines Banachraums ist. In anderen Worten, jeder normierte
nicht-vollstdindige Raum kann in einen Banachraum eingebettet werden.

Vektorraum der Linearformen auf C,,;
Fur F,G € £L = L(Cys,C) und a € C gelten

i) (F+G)(u)=Fu)+G(u), uecCy,
ii) (aF)(u)=aF(u), ue€ Cyy
Wir listen die Linearitits-Eigenschaften fiir ein Funktional F € £ auf,
i) F(u+v) =F(u)+ F(v)
ii) F(au) =aF(u), a€C

Fiir beschrénkte (stetige) F fithrt man die Norm ||F|| ein:

||F|| :== sup{‘F(u)‘ cu € Con,u 7&0} <

[l |2

Wir erinnern noch an die Aquivalenz von Stetigkeit und Beschranktheit fiir Linearfor-
men. Falls F € £, dann folgt fiir

\|uy —ul| =0 = F(u,) — F(u), firn— oo

Rechnung.
Ein linearer Operator (lineares Funktional) ist genau dann stetig, wenn

[F(u)| < M- |[lull2, M = ||F]|
wobei M die kleinste Konstante ist, so dass die Ungleichung noch erfiillt ist. Genauer
||F|| :==inf{M >0: |[F(u)| < M]||ul|2Vu € Cor}
Mit der Linearitét folgert man

|F(un) = F(u)| = [F(un —u)| < [[F|[ - [[un —uflz = 0 (1 — o0)

Die Norm ||F|| von F erfiillt die tiblichen Eigenschaften

i) |[aF[| = |af [|F||
i) ||F + B|| < ||R]]+ ||
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Rechnung.
zu iii)
Fi +F
1F: + B|| = sup 11 )]
wro 2
F F
< sup {001, R0
wro U llullz [lull2
F F (it
< up B0 IBa(R)
wro [l o ]2
= [[Rl[+[|E]

Satz 6.1.3 (Vollstindigkeit von L)
Der normierte Vektorraum L der linearen Funktionale auf Cy, ist vollstindig.

Beweis.

Wir geben zunéchst eine Struktur der Beweisfithrung. Als Erstes wird ein Grenzelement
F konstruiert. Anschlieffend wird gezeigt, dass dieses Element im vorgegebenen Raum
liegt. Zuletzt wird im Sinne der zugehorigen Norm die Konvergenz F, — F nachgewie-
sen.

Sei (F,) Cauchy-Folge in £, dann ist
Fop—Ell <& nzmp=1

Zu zeigen sind

i) lim, o F, (1) =: F(u) existiert
ii) F istlinear
iii) F ist beschrankt (stetig)
iv) limy e ||Fs — F|| — 0
zu i)
|Fop(u) = Fa(u)| < [[Fogp = Ball - [[ull2 < e-|[ully furn>no, p=>1

Somit erhalten wir eine Cauchy-Folge in C. Da C vollstandig ist, existiert der Grenzwert
der Zahlenfolge. Insbesondere gibt es den Grenzwert

F(u) = lim F,(u)

m—oo
zu ii)
nligc}oFM(” +0) = Wlll_rgo[l:m(”) + Fu(0)]
= i, Fn(u) + i, Fn(0)

= F(u) + F(v)
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und die Homogenitét

lim F,(yu) = lim v F,(u) = v F(u)
m—0o0

m—oo
Damit ist die Linearitdt gezeigt.
zu iii)
Sei
||Fn — Foll <1=¢, n>ny

Wir schreiben
[[Full = [|Fu — Fug + Fugl| < [|Fu — Fug [ + |[Fup|| < 1+ |[Fupl|  (n > mo)

Analog fiir ||F]|,...,||Fs-1||- Dann kann eine Schranke M definiert werden, die unab-
héngig von u ist. Somit kann nach oben abgeschitzt werden. Ansatz

[Fa(u)] < M- [[ul]2
= |nh_r£10Fn(u)| < M- ||u||2, M unabhéngig von u

mit |limy, .« F,(#)| = |F(u)|. Dann kann gefolgert werden, dass
[F(u)| = [ lim Fy(u)| < lim [Fy(u)] < M- [[u]2

Also ist die Grenzfunktion selbst beschrankt und es gilt

F=1lmF, €Ll
n—oo
zZu iv)
Bisher wurde nur die punktweise Konvergenz des linearen Funktionals gezeigt. In Punkt
iv) weisen wir die Konvergenz in der Operatornorm nach. Dazu sei
e

[Frp = Eall < 3

geniigend grofs
Dann ist mit ||u,|| = 1 und Supremumseigenschaft
€
HFn_FH S ’Fn(un,e)_l:(un,e)’+§/ un,SECZTI

Der mittlere Teil |F, (11,e) — F(uin,e)| kann mit 3¢ abgeschtzt werden. Denn

|Fu(thne) — F(tne)| = |Fu(tine) — Fn+p(”m€) + Fn+p(”n,£) — F(une)|

< ||Fu _Fn+p|| + |Fn+p(”n,€) — F(unge)|

e €
<S48
=3 + 3/
2

:58

p geniigend grofs

Somit wurde gezeigt:
lim [|[F, —F|| =0
n—oo

Wir haben damit den vollstindigen Beweis gefiihrt.



6.1 Der Raum C,, als VR mit innerem Produkt

Satz 6.1.4 (Eindeutigkeitssatz)
Sei F € L und ex(x) = e**. Dann

F=0 & F(e)=0 (ke2)

Beweis.

57

Wir nehmen an, dass F(ex) = 0,k € Z. Sei u € Cyr und (u,) in T eine Folge. Nach

Weierstrass gilt
lim ||ty — ]| — 0
n—oo

wobei u,(x) gegeben ist durch ‘
un(x) = ch elkx
(k)

Also
F(u,) = (Zk):ck F\(%k-)/
Deshalb kénnen wir schliefSen
F(ex) =0 = F(u,) =0
Somit rechtfertigt man

[F(u)| = |[F(u = ) || < [IF|[ - [[u = [
N—— —/

—0(n—o00)

Womit F(u) = 0 fir alle u gezeigt ist.

O

Unter Ausnutzung des Skalarprodukts erzeugt jedes Element eines Praehilbertraums ein

stetiges Funktional.

Satz 6.1.5 Sei Cy;; der bislang studierte Praehilbertraum, dann definiert F : Coy — C mit der

Vorschrift

1 27
E/o u(x)o(x)dx, u,ve€ Cyy

eine konjugiert-lineare, normerhaltende Abbildung, mit

Fy(u) == (u,7) =

1Eol] = [[oll2
woraus man zusitzlich die Injektivitit
F,F=0 < ov=0
erschliefit. Die Abbildung ist im Allg. nicht surjektiv.

Beweis.
Wir stellen F, (1) im Skalarprodukt dar, F, (1) = (u,7). Dann gilt einerseits

[Fo(u)| = [(w,9)] < [[ull2-|[oll2 = [lull2-|[olla = |[Fll < [v]]2

6.1)
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Andererseits konnen wir zeigen, dass

f ()= o) - B

Pl o]l 17]

= [[v[l2

N

Daraus folgt die Gleichheit der Normen ||F,|| = ||v||».
O

Die Surjektivitdt der Abbildung F ist genau dann sichergestellt, wenn der zugrunde lie-
gende Raum vollstandig ist, sprich ein Hilbertraum ist. Das fithrt dann auf den Satz von
Fréchet-Riesz.

Korollar 6.1.6 Die Abbildung

Crdv — F, el

erfiillt die Linearititseigenschaften

) Pv+v’ =F+F
ii) F(xv :“Pv

Sowie
[Eol| = [[o]]2

Damit wird Cyy als ein Unterraum des Banachraums L identifiziert.

6.2 Der Dualraum £ = C; .

Nachdem im vorherigen Kapitel der Raum £ eingefiihrt, und dessen grundlegenden Ei-
genschaften diskutiert wurden, erértern wir in diesem Kapitel die versprochenen Resul-
tate fiir C,,, mittels der Funktionale aus L.

Zwei Funktionen us, u, € Cy, sind genau dann orthogonal zueinander, wenn

(us,ur) =0 (r #s)

wobei

(us,uy) = % /Ozn us(x) uy(x) dx

Falls die Elemente der Menge {u,} orthonormal zueinander sind, gilt sogar

1 27
E/ us(x) uy(x) dx = 0,
0

Bemerkung 6.2.1 Orthonormierte Vektoren sind linear unabhingig.
ikx

Lemma 6.2.2 Seien ex(x) = ¥, k € Z, paarweise orthonormal. Dann gilt

(ek; er) - (5kr
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Beweis.

. 27
1 o 1 pi(k=r)x
_ i(k—r)x _ _ s
(ex,er) e /0 e dx [ 0, furk#r

Die gleiche Eigenschaft gelten fiir den Sinus und den Cosinus, da sie tiber die Euler’schen
Formeln direkt mit der Exponentialfunktion zusammenhéngen. Dazu seien beide noch-
mal aufgefiihrt

o) = %(ek(x) +e i(x)) = coskx

1

= 2(.«3,((x) —e_x(x)) = sinkx

sk(x)

Lemma 6.2.3 Es gelten
(Ck/ Cr) = (Skr und (Sk/ Sr) = (Skr

Beweris.
Wir zeigen nur den Sinus. Teil 1 moge der Leser selbst nachvollziehen.

Fallunterscheidung liefert fiir
k#rundk,r > 1:

(sk,8r) = <21i(6k —e_), %(er — er)>

1
= 7 (e er) = (ewe—r) = (e er) + (e e—r))
Die beiden dufleren Summanden sind wegen Lemma (6.2.2) sofort Null. Bei den beiden
inneren muf$ man sich erst von der komplexen Konjugiertheit {iberzeugen. Dann ver-
schwinden auch diese beiden.

Fallk =r: , .
.-

4 2

Die Funktion ist demnach noch nicht normiert. Wir dividieren durch die Lange und nor-
mieren so auf Lange Fins

(sr,8r) =

Sy sinrx

llsell2 V2

Insgesamt steht

1

! /m in(rx)dx = 1/nsin2(rx)dx = =
0 5 ) 2

(sr,8r) = 75—

Fiir den Beweis des Cosinus mufs noch eine Fallunterscheidung beachtet werden.

Wir formulieren nun den Projektionssatz fiir Fourier-Partialsummen
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Satz 6.2.4 (Beste Approximation mit Fourier-Partialsummen)
Sei u € Cyy gegeben. Dann gilt

u— Y (wep)ex < lu= Y ae (6.2)
|k|<n 5 [k|<n 5
Das Minimum
ar = (u,er), |k| <mn
ist eindeutig bestimmt durch
n
\/||u||% — E |(u,e;)|? = Minimum
k=—n
Beweis.
Es reicht zu zeigen
2 2
u— Y (we)e| < ||lu— ) arer

k| <n > |k|<n 2

Die Partialsummen sind gegeben durch
n
Sn(u) = Z (M/ €k) & €Ty
k=—n
Weiter werde das Polynom T € T, definiert:
n
T = Z K€k
k=—n

Dann kann (6.2) wie folgt formuliert werden

|| —Sp(u)||2 = min||u — T||» (6.3)

Tet,

Insbesondere ist S, (u) die beste Approximierende von u. Wir diskutieren den Term
||u — T|| nun ausfiihrlich. Es ist

[|u—T|[3 = |[u—Su(u) = T+ Su(u)][3
= (u— n(u)) + (T —Su(u), T = Su(u))
)+ (u

Sp(u),u—3S
+(u—Sp(u), =T+ Sp(u))+ (u—Sp(u), =T+ S, (u))

dabei verschwindet (# — S, (u), —T + S, (1)) wegen der Orthogonalitit, was unten nach-
gerechnet wird. Zunéchst folgt

[l =TI = [l = Su ()| 3+ [1Su () = TIZ+ [ ]
Was zu zeigen war. Im Folgenden wird die Rechnung fiir

(u—Su(u), =T+ S,(u)) =0 (6.4)
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gemacht. Dazu
n
—T(x) = Su(u)(x) = ) brex(x)
k=—n
und setzen in (6.4) ein

(u—Sn(u)/ i bkek> Z by (u— Su(u), ex)

k=—n k=—n

Da die Koeffzienten by nicht alle verschwinden diirfen, muf8 zur Bestitigung der Aussage
(u — Sy (u), ex) Null ergeben. Wir rechnen

n

(u—Sn(u),er) = (u,ex) — 2 (u,er) (er,ex) =0

r=—n

Damit ist die Existenz einer minimierenden Abbildung S, (u) erbracht. Wir zeigen noch
die Eindeutigkeit. Dazu

2
1S (u) = T|J3 = kZ [(u, ex) — ax] ex
— )
= (i u,ex) — ag - ex, i [(u,e.) — ay] -er>
= ZZ u ek _gk (u/er) _ar] (ek/er)
(k) (r)
=Y I, e) — ap)|?

—
=

)
Die Eindeutigkeit ist gezeigt und der vollstindige Beweis gefiihrt.

Der Fourier-Partialsummen Operator

Fir u € Cy; setzt man
n

Su(u) =Y (u,ex)e

k=—n
Man bezeichnet S, : Cor — Cy als den Operator der n-ten Fourier-Partialsumme.

Fiir n — oo erhalten wir die unendliche trigonometrische Reihe, Fourier-Reihe genannt,

o]

S(Ll) = Z (M,Ek) €k

k=—o0

Wir listen einige Eigenschaften des Fourier-Partialsummen Operators auf.

Satz 6.2.5 Sei S, € L(Cypr). Dann ist S,, ein Projektor (Operator) mit den Eigenschaften

iy S2=5, (Idempotenz)

ii) Sy =Sy (Selbstadjungiert)
iif)  R(Sp) = T (Bild)

iv) N(T) =1} (Kern)

v)  |Sa(u)]2 < ||ull2 (Beschriinktheit)
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Der Operator S, ist beziiglich der Maximumnorm nicht beschrinkt.

Beweis.
Linearitat.
Su(u+v) =Y (u+v,e)ex
k=—n
= [(we) + (v,e0)] - e
(k)
=) (u,er) e+ Z(U, ek) e
(k) (k)
= Su(u) + Sn(v)
Und

Sn(yu) = Xk:(’ﬂl, ex) ex = 7 Su(u)

Damit gilt S, € L(Car).
Zu i)

Si(“) = Sn(Su(u))

_s, ( y <u,ek>ek)

Im vorletzten Schritt wird

ausgenutzt.
Zu ii)
Der Operator kann beim Skalarprodukt ins zweite Argument geschoben werden und
wird adjungiert. Also
(Sn (u)r U) = (u, S: (U))

bzw.

(Sn(u),0) = (4, Sn(v))

Dazu schreiben wir einfach

und

(u,54(0)) = ). (v.er) (u,er)

r=—n

dabei ist (v,e,) = (er, v) und somit liefert der Vergleich beider Gleichungen die Aussage.
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Zu iii) und iv)
Es gilt einerseits

[[ul 3 = [[u = Su(u) + Su(u)|3
= |[u — Sn(“)Hz + HSn<“)Hz + (u = Su(u),Sn(u)) + (Sn(u), u — Sn(u))

Andererseits hat man

[|ul[Z = |1 — Su(1t) + S

= (u = Su(u),Su(u)) = (S, (u — Su(u)), u)

= (Sp(u—Su(u)),u) = (Syu— Syu,u)

=0
Zuv)
Beschrankheit. Aus

|1t — St |3+ [[Suut] 3 = [|u][3
folgt sofort
[[Snuef|2 < [[ul2
O

Sei

n

Su(u) =Y (we)er, u€Co
k=—n

gegeben. Fiir die Norm gilt nach Satz (6.2.4):
2 ' 2
1Sa(w)llz = 3 |(wer)|
k=—n
Aufgrund der Minmaleigenschaft der Fourierpolynome gilt der Pythagoras
[lll3 = 1|Swul 3 + (| — Suul 3

und hieraus liest man
n
ull3 > [u—Su(u)]|3 = [[ull3— Y [(ue)]> >0
k=—n

So erhilt man

Korollar 6.2.6 (Besselsche Ungleichung)

n
Y (e < [ulf3

k=—n

Bemerkung.

Die Besselsche Ungleichung zeigt, dass die Folgen ((u,ex))r und ((u,e_g))r, k € IN so
schnell gegen Null abklingen, dass die dargestellte Funktion u konvergiert. Daher sind
die beiden Folgen Elemente des Hilbertraums /2.
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Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir beschiftigen uns hier mit der Approximation im quadratischen Mittel. Das ent-
spricht der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Satz 6.2.7 (L?-Konvergenz)
Fiir eine Funktion u € Cy konvergiert die Folge (S,u) im quadratischen Mittel gegen u,

||u— Spull — 0 fiirn — oo

Gleichwertig dazu ist die Parsevalsche Gleichung

[ee]
lul3= 3 (el

k=—c0

Beweis.
Bekannt ist ||u||2 < ||u]|«. Ausgeschrieben

1 27 ) 2
g —_— < g
il = (g [ lu0Pax) < max fux)] = [lulls

0<x<2m

Nach Satz von Weierstrass gibt es Ve > 0 fiir die eine Zahl n € IN existiert, dass fiir
T, € T, gilt
[ = Tulleo <&

Weiter gilt wegen Minimaleigenschaft von S, die Ungleichung
[ = Sm()ll2 < [lu = Su(u)[l2 fiixm =>n
In Worten: Je mehr Polynome zur Approximation herangezogen werden, desto besser ist

die Konvergenz.
Dann folgt
Ju = Spulla < [lu—=Tall2 < |[u—Tallo < €
Damit ist der Beweis erbracht.
O

Wichtige Folgerung ist die Besselsche Gleichung, oft auch unter dem Namen Parsevalsche
Gleichung zu finden.

Korollar 6.2.8 (Bessel-Identitit, Parseval-Gleichung)
Aus dem Projektionssatz fiir Fourier-Partialsummen, der Folgerung (6.3) folgt fiir eine Funktion
u E C27-[

ullz="Y" |(ue0)? (6.5)

k=—o0

Wir stellen die Ergebnisse zusammen.



6.2 Der Dualraum L = C;, 65

Orthonormalbasen

Es sei H ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C H wird Orthonormalsystem genannt, falls
lle] =1 und (e,u) =0 fire,u€S,e#u

gelten. Aus dem Orthonormalsystem kann die Orthonormalbasis abgeleitet werden. Die
Menge S heifst Orthonormalbasis, wenn fiir ein weiteres Orthonormalsystem T gilt

SCT = T=S

Darauf aufbauend kénnen das Gram-Schmidt Verfahren und die Besselsche Ungleichung
hergeleitet werden. Wir interessieren uns hier fiir eine ganze Reihe von dquivalenten
Aussagen, die mit den bisherigen Ergebnissen des Kapitels bewiesen werden konnen.

Satz 6.2.9 Essei S C H ein Orthonormalsystem, wobei H ein Praehilbertraum darstellt. Dann
sind dquivalent

i) S ist eine Orthonormalbasis,
ii) Esgilt H = linS,
iii) Es gibt die Darstellung

[ee]

U= Z (u,ex)ex Yu € H, e, €S,
k=—c0
iv) Skalarprodukt zweier Elemente
(w,0) = Y (u,e) (ex,v) Yu,v€H,
k=—c0

v) Parsevalsche Gleichung

lulfb="Y [(we))* YueH

k=—c0
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Wir rechnen nun ausfiihrlich ein Beispiel zur Bessel-Gleichung.
Beispiel.
Es sei die gerade Lipschitz-stetige Funktion

u(x) = |sinx|

vorgelegt. Dazu die Skizze

1
0,5
0,6
0.4
0.2

e,
0 1 2 3 4 5 &

Abbildung 6.2: Die Funktion | sin x| mit Maple geplottet

Wir berechnen zuerst die linke Seite von (6.5). Dazu
PR I 2 e 2
|2 = E/o | sinx[2dx = %/0 (sinx)? dx

1 7T

= ——/ sinx D cos x dx
T Jo
1,. N Y

= ——[sinx cosx|{ + —/ Dsinx cosxdx
7T 7T Jo

1 m
:—/ cos” x dx
7T Jo
T

—1/n[1—sin2x]dx—
o 2

Berechnung der Fourierkoeffizienten (u, ¢x) ergibt

1 T eix o e—ix eikx + e—ikx
(1, e6) = %/o 2i 7
11 7 . .
=— = [ [sin((k+1)x) +sin((k—1)x)] dx
T 2Jo
L ke 1 1
=z (1= ) <k+1+k—1>
1 2k

= o (1+ (1)) k+1)k—1)

Damit konnen wir nun eine Reihendarstellung angeben

oo
lull3 =3 I(u el

k=—00
1 1 1k k?
_an;)( V) G-y
7T

2
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Satz 6.2.10 (Bessel-Gleichung fiir lineare Funktionale)
Fiir ein lineares beschrinktes Funktional F € L gilt die Identitiit

IFIP = 3" [Flen)]
k=—c0

wobei F := F,(v) geschrieben wird als
1 27 p
F,(v) = e ./0 v(x)u(x)dx

Es sei ausdriicklich daran erinnert, dass diese Definition nicht mit dem Skalarprodukt
zweier Funktionen zu verwechseln ist. In der dortigen Definition wird ndmlich u konju-
giert. Weiter gilt die Normgleichheit

[[Ful = [luel]2

Wir zeigen nun den Beweis des Satzes.

Beweis.
Wir zeigen das gewiinschte Ziel mit der Gleichheit der Normen. Deshalb sei zuerst an
die allgemeine Definition der Operatornorm erinnert

F(u
Il =sup 0 = sup JFa)
u#0 2 [[u]]2=1

Seiu € Cyr gewdhlt. Wir konnen mit der Bessel-Identitit fiir Funktionen, Korollar (6.2.8),
dann schreiben

[ee]
lull3= 3 (el

k=—c0

Zweitens konstruieren wir die Funktionale aus 7,,. Dazu fithren wir das trigonometrische
Polynom S, (F) € 1, ein,

Su(F)(x) = Y Fle_p)e™

k=—n

Anwendung des Funktionals F auf Partialsumme S, (F) liefert

F(Sx(F)) = (Z):F<e—k) - F(ex)
P

— Y |F(e) > mit F(w) = F(u)
(k)
— [S4(F)IB (L*-Norm)

Insbesondere gilt
E(Su(F)| = lISa(F)II3
Wir erweitern mit ||S, (F)||2 und kénnen schliefen

()] _ [1S4(P)I3
BGIREGIE

= [1Su(F)ll2 < [|F]l (6.6)
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Es folgt somit
> [F(e)* < |IF|? 6.7)

k=—c0

Wie man leicht sieht, ist die Summe auf der linken Seite durch ||F||> beschréankt. Der erste
Teil ist hiermit gezeigt. Die Gleichheit in (6.7) wird mit dem Satz von Weierstrass herbei-
gefiihrt. Dazu sei die Funktion u € Cy,; betrachtet. Dann folgt mit Satz von Weierstrass

Tim || = 8, (u)[|2 — 0 (6.8)

Die Stetigkeit des Funktionals bringt
F(Su(u)) — F(u) (6.9)
Weiter benutzen wir den Satz des Pythagoras
[l = 11Sn()|3 + [ — Su(u)] 13

Der letzte Term geht wegen (6.8) gegen Null. Daraus folgt die monotone Konvergenz

Jim (15, ()] 2 — [Ju]| (6:10)
Wir kehren zur Definition zur Operatornorm zurtick, benutzen (6.9) und (6.10), und kon-

nen schreiben

L F(Su) | F()
e (15,2 Jlull2
Wir lassen diese Aussage zundchst so stehen, betrachten die Fourier-Partialsummen

(6.11)

n

Su(u) = Z (u,er) ex

k=—n

wenden das Funktional F darauf an, und nutzen dessen Linearitit aus

F(S.(0) = ) (we0) Flex) 612)

k=—n

Wir setzen (6.12) in Betrag, um so eine Abschédtzung nach oben zu erreichen

2 (o)’ (o)

[F(Sn(u)) < {lull2- <Z |F(ex) )

k=—n

N =

|F(Su(u))| = | }_(u,ex) Flex)

(k)

Wir folgern somit

Aus der Konvergenz (6.11) und Division durch ||u||, erhalten wir

< (£ )
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und erschliefit so die Operatornorm von F,

2
|l < ( X |F(3k)|2>

k=—o0

Zusammen mit ||S,(F)||2 < ||F||, sieche Aussage (6.6), erhalten wir das gewiinschte Er-
gebnis.
0

Die Einfiihrung des inneren Produkts zweier Funktionale erlaubt die Vervollstindigung
des Raums £ zu einem Hilbertraum.

Satz 6.2.11 (Skalarprodukt und Vollstindigkeit von L)
Seien F,G € L. Man setzt als inneres Produkt der beiden Funktionale

(F,G):= Y. Fle)Cley)

k=—c0

Somit ist der Raum L ein Hilbertraum.

Beweis.

1

' (Z!G(ek)lz) < [IFI[- |G| < e
(k)

N—=

Y Fex) Glex)
(k)

< (E IF(ek)\2>
(k)

Die definierenden Folgen von (F, G) sind demnach absolut konvergent und das Skalar-
produkt ist wohldefiniert. Die weiteren Eigenschaften werden nicht ausgefiihrt.

Die Vollstandigkeit beziiglich des inneren Produkts folgt mit der Bessel-Gleichung (6.2.10)
und dem Vollstandigkeitssatz (6.1.3).

O

Lemma 6.2.12 Fiir vorgegebene Funktionen u,v € Cy, zeigt man
(Fu/ Fv) = (u/ U)

Damit wird Cyy als ein Unterraum des Hilbertraums L identifiziert.

Beweis.
Wir setzen

mit w = e_j folgt
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Mit der Definition aus Satz (6.2.11) schreiben wir

(Fu/Pv): i Fu(ek)FU(ek)

k=—c0
)

= k; (u,ex) (v,e¢)

[ee]

= Y (wer)(ve) dak— —k

k=—o0

= (u,v)

Da u,v € Cy, gilt nach Satz (6.2.7)

lim S, (v) v und lim ||v — S, (u)||]2 — 0
n—oo

n—oo

Wir untersuchen nun die Fragestellung, ob dann auch
(u,S,(v)) — (u,v) fiirn — oo

konvergiert. Dazu die folgende Betrachtung

CS.
|(u,0) = (1, 52(0))| = [(,0 = Su(u))| < [lull2-|[o=Su(0)|l2 — 0,

da ||v — S, (v)||2 — 0 nach Weierstrafl gilt. Mit der Stetigkeit des Skalarproduktes schlie-
Ben wir noch
(u,0) = lim (1, S,(v)) = lim Y (v,ec)(u,ex)

n—oo n—oo |k|§n

Aus Lemma (6.2.12) erhédlt man auflerdem
Korollar 6.2.13 Fiir u € Cy, gilt

i) u— F,,

ii) |[u]l2 = |[F]]

Die Definition des Fourier-Partialsummen Operators wird auf ein stetiges Funktional G
ausgeweitet und erhalt so

Sn(G) = Zn: G(e,k)ek
k=—n

S, (G) ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad n.

Satz 6.2.14 Fiir G € L konvergiert die Fourier-Partialsumme S, (G) in der Operatornorm gegen
G, d.h.
lim |G — S, (G)|| — 0,

n—o00

Somit liegt T dicht in L.
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Beweis.
Es gelten

0, k| <n

(G=54(G)(er) = {G(Ek) o

Mit der Bessel-Gleichung zeigt man dann

IG=8,:(G)|*= Y |G(ex)]* =0, n— o0

|k|>n
U

Zur weiteren Vertiefung diskutieren wir nun ein Beispiel. Es wird die Fourierreihe einer
stiickweise stetigen Funktion entwickelt. Dazu nutzen wir Satz (6.2.10).

Beispiel.
Gegeben sei die ungerade Funktion v(x) =sgn(sin x).

A

\ 4

Abbildung 6.3: Die Funktion v(x) = sgn(sinx)

Dazu definieren wir das lineare beschriankte Funktional E € £

E(u) = % /Omu(x) sgn(sinx) dx

mit ||E|| = 1. Die Bessel-Gleichung fiir lineare Funktionale, Satz (6.2.10), liefert

IEI? =Y |E(en)]? (6.13)

k=—c0

Es wird nun E(¢x) berechnet. Unter Ausnutzung der Euler’schen Formel wird zunéchst
die Exponentialfunktion zerlegt

1 /7 .
E(er) = E/_nelkxsgn(sinx)dx
1 /7 1 m
= E/ coskx - sgn(sinx)dx +1i- T/ sinkx - sgn(sin x) dx

- -
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Der erste Summand wird Null, da eine ungerade Funktion {iber ein symmetrisches Inter-
vall integriert wird. Weiter folgt

i ("
E(er) = %/0 sinkx dx

i [— cos kx] &

T k 0

i .
= H(l —coskm) (=0 fur k gerade)
Einsetzen in (6.13) bringt die Potenzreihendarstellung der 1
=11 ’
1= kgmﬁ 2 [1 — coskrt]
k#0

Es gilt aufserdem die Darstellung

T\ 2 d 1
(E) - r;oo (2r +1)2
Der Vektorraum PC,,

Wir definieren analog zum Raum C;,; den Raum B;,; mit
v € Byy mito(x+2m) = v(x)

Mit diesen Betrachtungen sind wir nun in der Lage den Raum der stiickweise stetigen
beschrinkten Funktionen PC,,; zu konstruieren und zu verstehen. Dabei steht PC fiir
piecewise continous.

Eine Funktion v ist genau dann ein Element von PC,,, wenn es eine Partition gibt mit
0<xp < <...<x1<x =271

dabei ist v stetig im offenen Intervall (x]-, x]-+1) furj =0,...,r — 1, und es existieren die
einseitigen Grenzwerte

o(xj+) und o(x;—)
Auflerdem setzt man

o(x) = 3[o(x;-) +0(x+)]

Mit diesen Vorgaben kann gezeigt werden, dass PCy,; eine Algebra ist.

Satz 6.2.15 Der Vektorraum der stiickeise stetigen beschriinkten Funktionen PCyy ist eine Alge-
bra, die Co,; enthiilt.

Damit sind aber lediglich die algebraischen Eigenschaften des Raums beschrieben. Es
bleibt die Frage zu kldren, ob die Supremumsnorm den PC,; zu einem Banachraum
macht. Diese Fragestellung moge der aufmerksame Leser selbst erortern.

Wir besprechen noch die Konstruktion von linearen Funktionalen auf PCy,. Dazu wird
wie gewohnt fiir v € PC;,; die ndchste Konstruktion verwendet

1 21
E/o u(x)ov(x)dx, ué€ Cyy

Dannist F € £, es gilt ||F,|| = ||v]]2 und PCy,; wird als Unterraum von £ erkannt.

Fy(u) = (u,0) =
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Beispiel.
Die periodischen Treppenfunktionen liegen in PCy;:

A\ 4

Abbildung 6.4: Beispiel einer Funktion aus PCy,

6.3 Wiener Algebra A,,

In diesem Kapitel wird ein weiterer wichtiger Raum besprochen. Die sog. Wiener Algebra
ist der Vektorraum aller 27t-periodischen stetigen Funktionen, deren Fourierreihe absolut
konvergiert. Somit wird eine stiarkere Art der Konvergenz als bisher gefordert. Definiere

uec A, & Z\(u,ek)\ < o0
k

Mit der Norm
ulla ==Y [(w,e0)|
k

Der folgende Darstellungssatz gilt an dieser Stelle. Wir schreiben (1) := (u,e,). Es gilt
die Aquivalenz

uc Ay & (i(n))pez € 1M(2)

Dabei ist I'(Z) der vollstindig normierte Vektorraum aller ,zweiseitigen”absolut sum-
mierbaren Folgen (i1, ) ncz mit zugehoriger Norm

(@)l =} ||

nez

Dann kann so argumentiert werden, dass die Abbildung u ~— i(n) ein isometrischer
Isomorphismus zwischen A, und [1(Z) ist.

Also ist Ay, eine Banachalgebra.

Satz 6.3.1 Fiir u € Cy, erhilt man
1] oo < []ue]a

Damit kann Az in den Raum Cy, stetig eingebettet werden.
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Beweis.
Wir nehmen die Partialsummen

Fiir n’ > n erhilt man die Cauchy-Folge

jon () — o ()| < ) |(u, )]

|k|>n'
Dann existiert eine Funktion v € C,,, so dass
lim ||y, (u) — v||ec — O
n—oo

Laut Satz von Weierstrass gilt dann v = u, da die Fourier-Koeffizienten eindeutig be-
stimmt sind.

O

Es sei nochmals an die typische Fragestellung der Funktionentheorie erinnert. Dort in-
teressiert man sich fiir die absolute Konvergenz der Laurent-Reihen. D.h. wann gilt
Y- |ak| < oo fiir eine Funktion der Bauart

u(z) = i 1z

k=—c0

Lemma 6.3.2 Sei Ay eine Algebra. Dann liegt das Produkt u - v wieder in Aoy und die Multi-
plikation ist stetig wegen
|- 0l[a < |[ulla-[[0]]a

Beweis.
Betrachtung der Reihen

u= Zakek und v = Zblel
k ]
Multiplikation liefert

u-v=Yy Y ey
ko1

Aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihen (Voraussetzung!) darf umgeordnet wer-
den (vergleiche Cauchy-Produkt von Reihen, Analysis I). Es folgt

u.v:z( Y akbl> e

r k+1=r
Damit ist
Yolal <Y Y lal- ool = [lulla- o]l
r T k+tl=r
]

Nicht jede Funktion u € C,, hat eine absolut konvergente Fourierreihe. Mit zuséatzlicher
Differenzierbarkeit kann aber die absolute Konvergenz der Fourierreihe erreicht werden.
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Satz 6.3.3 Es gilt
ueCl, = ucAy,

Beweis.
Die Behauptung wird mit der Bessel-Identitidt bewiesen. Dazu

Y [(Du,e)|* = ||Dul 3
k

Auflerdem moge der Leser verifizieren, dass
(Du, er) =ik (u,ex) fluru € Cyp

Wir schreiben

(e0)| + Y [(we)] = |(u,e0)| + ¥ (Wkew
k0 iz
CSS |(u,e0)| + <Z \(Du,ek)|2> . <Z k12>
k40 k20
< 0

Die Aussage kann auf hohere Glattheit erweitert werden:

Korollar 6.3.4 Es gilt
UeEP, = ucAly

Somit ist Pr; eine Unteralgebra von Az

Zu weiteren Untersuchungen definiert man den Unterraum Wi = PCi_ C Cpr der
absolut stetigen Funktionen. Dann gilt die Aussage

w(x) — u(0) = /O Du(y)dy, x € [0,27], Du € PCay

Satz 6.3.5 Wzln ist eine Unteralgebra von Coy.

Beweis.
Wir zeigen

)u+tvew,,
ii) u-v e Wy,
zu i) .
[u(x) +o(x)] = [u(0) —0(0)] = /O [Du(y) + Do(y)] dy
zu ii)

u(x) -0(x) = u(0)-0(0) = [ [Du(y) o(y) +u(y) Do(y)ldy
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Lemma 6.3.6 Jede Funktion u € Wj,_besitzt eine absolut konvergente Fourierreihe. D.h.

uc Wi, = uc A

Lemma 6.3.7 Sei u € W, eine Funktion, die nirgends verschwindet, sprich

min |u(x)| > 0
X
Dann liegt 1 € W} _und damit 1 € Ay

Bemerkung.

Laut Definition von A, besitzen die Funktionen u € A, eine absolut konvergente Fou-
rierreihe die nicht verschwindet. Dann besitzt die reziproke Funktion % nach vorange-
gangenem Lemma ebenfalls eine absolut konvergente Fourierreihe.

Beispiel.

Wir kennen bereits die Funktion sinkx € P,,. Dann ist die Betragsfunktion v(x) =
| sinkx| aus W;,..

w7 YT N
VR N

Abbildung 6.5: Die Funktion v(x) und ihre Ableitung

Im Vorgriff auf das nidchste Kapitel fithren wir den Begriff der schwachen Ableitung ein.
Damit werden dann spiter neue!!! Riume geschaffen, die sog. Sobolev-Riume. Man defi-

niert
1 27 p
Fp,(v) = E/o v(x) Du(x)dx

Speziell ist dann
PDu (e,k) =ik - (Ll, ek)

Dabei ist v eine stetige Funktion und die Ableitung Du wenigstens noch stiickweise ste-
tig. Es gilt weiterhin wie gehabt die Isometrie

|| Fpul|* = ||Dulz = Y| (Fpu, e—)|* < o0
k

Die Beschranktheit zeigt man unter Ausnutzung von
|(Fou,e—)[* = [k|* [ (u, ex) 2

Wir rechnen
1

2 2 2
k0 k0

FDu (ek)
ik

Y (we) =)

k-0 k-0
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6.4 Periodischer Sobolev-Raum H%n

Das Konzept der schwachen Ableitungen wird insbesondere in der Theorie der Finiten
Elemente benutzt. Dort werden partielle Differentialgleichungen mittels Naherungsver-
fahren gelost.

Das Prinzip sieht vor, zunéchst fiir schwache (auch variationelle) Formulierungen die
Existenz zu zeigen, ehe man die expliziten Gleichungen betrachet.

Wir behandeln der Einfachheit halber den einfachsten Fall fiir r = 1, sprich die erste
schwache Ableitung. Das Konzept kann spéter auf beliebige Ableitungen erweitert wer-
den.

Ziel des Kapitels sind Aussagen iiber die Konvergenzgiite der Approximationen. Bisher
wurde lediglich diskutiert, ob tiberhaupt Konvergenz vorliegt. Der Numeriker interes-
siert sich aber natiirlich fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz.

Wir wollen eine Funktion u € Cyp,; als Element des Sobolevraums H! bezeichnen, dann
und nur dann, wenn es ein Funktional G € £ = C;_ gibt, mit

Gle_x) =ik-(u,ex), keZ (6.14)

Wobei dann G als schwache Ableitung Du von u bezeichnet wird und eindeutig bestimmt
ist. Explizit ist G gegeben durch

1

G(u) =F,(u) = (u,0) = -

2r
/ u(x)v(x)dx, ue Cyn
0

Falls u € C_, d.h. u, Du € Cy,;, dann erhalten wir G = Fp,, und (6.14) vereinfacht sich zu

27/

G(e_x) =ik-(u,ex) = (Du,er), ke Z

Rechnung.
Partielle Integration der rechten Seite. Dabei verschwindet der Randterm aufgrund der
27t-Periodizitdt von u. Es ist

e bu dx = e - o [ ik e () d
)y € u(e)dx =" u(l" — 5 | ik) e " u(x) dx
:ikl/znu(x)eik"dx
27T Jo
=ik (u,ex)

= (Du, ex) = G(e—x)

Beispiel.
Wir betrachten nochmal die schon bekannte Funktion

Du(x) = sgn(sinx) = v(x)

und setzen .
u(x) = / sgn(sint)dt, mitu(0) =u(2r) =
Jo
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Dann sieht man

u(x) =

X fur0<x<m
1—x flrm<x<2m

Beide Funktionen werden in der nachfolgenden Abbildung veranschaulicht.

o,
e o
""""""""
. o
............
,,,,,,,,
,,,,,,,,

\ 4

Abbildung 6.6: Plot der beiden Funktionen u und Du = v

Die Funktion u entspricht tiber dem symmetrischen Intervall [, 77| der Betragsfunktion
f(x) = ‘ = } Wir berechnen die Fourierkoeffizienten, um so die Fourierreihe aufstellen zu
konnen. Zunéchst berechnen wir das Integral tiber u

1 /7 x 1 /0 /—x 1 [7x
m/nnﬁu—m/}<n>”+m%;n“

-5 ([5:L)

1 2
1,
27 27
1
2

Wir leiten im folgenden Schritt die Fourierkoeffizienten her. Dazu sei die Funktion noch-
mal hingeschrieben

%]
f(x):?
Also folgt
T 1 & inx
Fn) = (Fren) = 55 | Ixle " dx
:L _/O xe™ 4+ xe "M dx
2712 -7 0
S () L e [T L gy
272 in o din )i in |, inlo
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Was zu zeigen war!
Kleiner Tipp am Rande:
0 . T . T .
/ (=1)""™dx + / 1-e7™dx = / sgn(sinx) "™ dx
- 0 -

1

Durch Einfithrung des inneren Produkts vervollstindigt man H) . = H! zu einem Hil-

bertraum und erhilt den einfachsten periodischen Sobolevraum.

Satz 6.4.1 (Skalarprodukt und Vollstindigkeit von H')
Gegeben seien u,v € H' = HJ _und man setzt

(u,0)1 == (u,0) 1 == (u,e0) (0,€0) + Y_ k* (u, ex) (v, k)
k20

als Skalarprodukt. Weiter wird der Vektorraum H' mit der von dem Skalarprodukt induzierten
Norm zu einem Hilbertraum.

Beweis.

Zuniéchst einmal gilt

L )P = X (w0 P (6.15)
27T Jo p r ok '

und impliziert
|(u,er)] — 0 fiir [k| — o0 (6.16)

Wir konnen mit Hilfe der einleitenden Bemerkungen des Kapitels nun die schwachen
Ableitungen formulieren

Du=GeL und Dv=HeLl
Konkret dargestellt
G(e_x) =ik-(u,er) und H(e_ ) =ik-(v,e)
Dann folgt wegen (6.15) und (6.16), dass die Reihen beschrankt sind

;\G(e,k)\z <o und ;\H(e,k)lz < o0

Einsetzen in die Definition des Skalarprodukts liefert

Y K |(ue)]* <oo und Y K |(v,e)]* < o0
k k

Weiter

YKk (u, ) (v,e0)] < <zk2|(”/€k)|2) : ((Z)kzl(vfek)V)z < [IG][- [IH|| < e
k

(k) (k)

In der ersten Zeile wurde mit der Holder-Ungleichung (Cauchy-Schwarz) abgeschitzt.
Wegen der Beschrianktheit ist das Skalarprodukt wohldefiniert.
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Streng genommen miissen als ndchstes die Eigenschaften fiir Skalarprodukte tiberpriift
werden. Das moge der aufmerksame Leser tun!

Wir wollen gemeinsam die Vollstandigkeit des Raumes H' erarbeiten. Mit

Zkz‘(ulek)‘z <0
k20

als Voraussetzung, kann gezeigt werden, dass

—_

Y lwe) ko1 < (2|<u,ek>|2k2) (Zk1> e

k40 k40 k20

beschrinkt ist. Nach unseren bisherigen Uberlegungen haben wir folgende Resultate fest-
gestellt

mit den dementsprechenden Normen

o < [ulla < C-flufls (6.17)

Es sei ausdriicklich vermerkt, dass wir in diesem Kontext H' = Hi_und ||u||; = ||u||m
meinen.

Wir nennen ||u||; eine feinere Norm gegentiber ||u||, bzw. ||u||c. Oder sprechen umge-
kehrt davon, dass die Supremumsnorm ||u||« die grdbste der drei Normen ist.

Geometrisch gesehen liegt die ||u||1-Einheitskugel in der ||u||,-Einheitskugel, und diese
dann in der Menge {u : ||u|| < 1}.

Ubertragen wir diese Veranschaulichungen auf Cauchy-Folgen dann erkennen wir: Eine
Cauchy-Folge in H! ist dann auch Cauchy-Folge in Cy;.

Wir kehren zu unserer eigentlichen Aufgabe, Uberpriifung der Vollstandigkeit des H',
zurtick.

Vollstandigkeit von H'

Es sei (u,) Cauchy-Folge in H!. Gemaf der gewohnten Definition setzen wir G, = Du,,
(hieraus folgt G(e_,) = ir (u,e,)) und erhalten so die Folge (G,,). Wir zeigen, dass (G)
Cauchy-Folge im Dualraum £ ist. Dazu

[lnl [} = 1(1an, €0)* + [1Gal

Damit ist (G, ) Cauchy-Folge in £. Unter Ausnutzung der Vollstindigkeit des £ existiert
der Grenzwert G mit der Eigenschaft

lim ||G, —G|| — 0
n—oo

Die Cauchy-Folge (u,) aus H! ist wegen (6.17) auch Cauchy-Folge in Cp. Dann gibt es
ein v € Cy, so dass

n—oo

Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass dann auch

lim ||u, —v|] — 0

n—oo
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Mit diesen Informationen kann weiter geschlossen werden. Unter Ausnutzung der schwa-
chen Ableitung
Gn(e_x) =ik (uy, ex)

folgt wegen (6.18) und n — oo
Gn(e_x) =ik (v,ex)

Die letzte Gleichung ist ein Beispiel fiir die schwache Konvergenz.

Jetzt wird noch bewiesen, dass die anfangs gewihlte Cauchy-Folge (u,,) gegen die Grenz-
funktion v € H! im Sinne der || - ||;-Norm konvergiert. Es folgt mit G = Dv

|Gulek) = Gle—r)| < [IGu = G| - [le—xll2
wobei ||e_i||2 = 1. Letzte Abschitzung
[|tw = 0l[F = (1t — v,0) +]|Gu = GII* — 0 (n — o)

Beide Summanden auf der rechten Seiten verschwinden fiir n — oo, aufgrund der vorher
hergeleiteten Aussagen.

Wir haben Satz (6.4.1) komplett bewiesen.

Bemerkung.
Aus der Normkonvergenz ||G, — G||,n — oo folgt stets die schwache Konvergenz.

Die spezielle Struktur des Sobolevraums H! erlaubt nun erste Aussagen iiber den Grad
der Approximation.

Satz 6.4.2 (L*-Konvergenzgiite)
Sei u € H}_mit zugehoriger Fourier-Partialsumme

Su(u) =Y (ue)er €

|k|<n
gegeben. Dann ist die Approximationsgiite in der L>-Norm von der Ordnung

||t = Suull2 = o(n™")

Beweis.
Wir wissen

[l —Suullz = 3 [(u,e0)]?

|k|>n

Fiir gegebenes u € H) _lautet das zugehorige Skalarprodukt

(u,u)1 = | (u,e0) P+ 3 K |(u,e0)* < oo
|k|>1

Desweiteren benutzen wir die bekannte Gleichung

ik - (u,ex) = (Du,ex)
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Nun kénnen wir mit der eigentlichen Abschitzung beginnen. Dazu

= Suullz = 3 k72 k- (w,e0)]?

|k|>n
1 2
= ¥ & (Due)
|k|>n
o Y (Due)f?
(n+1)2 P
1
< o [IDu=Su(Dwl}
=o(1)

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass ||Du — S,(Du)|| mit der Ordnung o(1) kon-
vergiert. Damit ist die Behauptung erbracht und wir schreiben das Ergebnis

[ — Spull2 < 10(1) =0 <1>

=

n

O
Der nichste Satz behandelt die Konvergenzgiite in der Supremumsnorm. Wir erhalten

hier eine langsamere Konvergenz im Vergleich zur L?>-Norm.

Satz 6.4.3 (L*-Konvergenzgiite )
Sei wie vorher u € Hy, mit Fourier-Partialsumme S, (1) = Y.<, (1, €x) ex. Die Approximati-
onsgiite mit gleichmifiger Konvergenz ist gegeben durch

||it = Sutt|]oo = 0(n2)

Beweis.
Zunidchst gilt die schon ndher erlduterte Ungleichung

[ = Snutlloo < [|u = Snuela

Damit schreiben wir sofort

||t = Suulleo < [Ju—Snulla =} |(u,e)]

|k|>n

= | DM ek
kz>n K
1

(54) (B o)
k>n |k|>n

o 1 3
< (2/ dex> ||Dt — S, (D)2
1
1 2
- (2'n> ||Dut — Sy (D)2

=o(1)

= o(n’%) O
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Beim Ubergang von der Summe zum Integral des vorherigen Beweises wurde das Inte-
gralkriterium von Cauchy angewendet. Wir skizzieren den Schritt. Fiir monoton fallen-
des f > 0 gilt

/noof(x)dx = sup rf(x)dx

r>n Jn

Insbesondere dann auch

[ f ez fra 1) [t 1) 0l = fla4 1)
Zur Veranschaulichung

A

} } } >

Abbildung 6.7: Das Integralkriterium von Cauchy

Abschliefiend sei gesagt, dass fiir eine Funktion u € Cy,; keine allgemeine Konvergenzaus-
sage gemacht werden kann, da hier

||lu — Sput||eo <In(n)-M, ue€ Con

Die Abschdtzung ist nicht beschrankt und man findet Beispiele, in denen die Fourierreihe
nicht gegen die Originalfunktion konvergiert.
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6.5 Periodische Hilbertraume mit reproduzierendem Kern:
H27r

Kurz RKHS genannt.

In einem linearen Unterraum B C C,, kann fiir alle x € R das lineare Funktional
u— u(x), ueB
definiert werden. Wir bezeichnen mit u(x) = d;y € L(B,C) das Dirac-Maf}, man spricht

auch von einem Punktmasf.

In vielen wichtigen Rdumen sind die Punktmafie stetige Funktionale, beispielsweise in
H%n. Allerdings gibt es Innere Produkt Rdume, wie Cy,, auf denen es unstetige Punkt-
mafle gibt.

Einen Hilbertraum H = Hj, mit stetigen Punktmafsen nennen wir Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern, kurz RKHS. Natiirlich sind wir an solchen RKHS interessiert, die als
Unterrdume von Cp,; erkannt werden.

Ein Untervektorraum H C Cy, ist genau dann ein periodischer RKHS, wenn es zu jedem
x € R eine Konstante K, > 0 gibt, so dass

u(x)] < Ko [fulls, weH
Wir fithren den Satz von Fréchet-Riesz nochmals auf.

Satz 6.5.1 (Darstellungssatz von Frechét-Riesz fiir H)
Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es einen isometrischen Isomorphismus G : H — H*, d.h zu
jedem G € H* existiert genau ein vg € H mit der Vorschrift

G(u) = (u,vg), u€eH

Isometrie:
1G]] = [lvg]l2

Hilbertraume werden also auf kanonische Weise mit ihrem Dualraum identifiziert.

Beweis.

VORAUSSETZUNGEN

Nach Satz (6.2.9) existiert zu jedem Hilbertraum eine Orthonormalbasis { f; } mit der Re-
lation

(fr fi) = Oki

Das heifit, der Abschlufi des Erzeugendensystems bildet eine Basis

<{fx:k>1}>=H
Insbesondere kann kein weiterer Vektor senkrecht zu den Basisvektoren stehen, daher
() =0=u=0 VkeNN
Wir nutzen die Parsevalsche Gleichung

[lul? =3 1(u, e)?
k
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und die Minimaleigenschaft (6.3)
[lu—T| <e furTe<{fy:1<k<N}>
Nach Satz (6.2.9), Eigenschaft i) + ii) lasst sich T schreiben als

T=)Y 7f
(k)

Auflerdem sei das H!-Skalarprodukt zur Verfiigung gestellt,

(u,0)pn = (u,e0) (v,e0) + Y K (u,e) 1 (0, k)
|k|>0

Speziell erhdlt man hieraus

1, k=0

(eirex)m = i -y und  (ex, e) = {kZ, k#0

Dann kann mit dem Gram-Schmidt Verfahren die Orthonormalbasis explizit berechnet
werden. Wir erhalten als Basisvektoren

€k

fk:m

Somit konnen beliebige Vektoren als Linearkombinationen angegeben werden:

[ee]

=Y (u, f) fi

k=1

BEWEIS.
Da G nach Voraussetzung ein stetiges lineares Funktional darstellt, definieren wir unter
Ausnutzung der Linearitdtseigenschaften

k=1
sowie den Vektor o
ve ==Y G(fx) fi (6.19)
k=1
Zu zeigen ist die Beschrankheit von
Z (f)l> < o0 (6.20)

Daraus folgt dann die tatsdchliche Existenz des Elements v € H. Wir wenden G auf
(6.19) an:

(Zcfk ) Z|Gfk
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Und konnen abschéitzen

< |[G]]-

G <i G(fk)fk>
k=1

i@fk
k=1

Also ist

1
2

(;ercm)rZ) el

— lla|l- (Z \c<fk>|2>
k=1

offensichtlich beschrankt im Sinne der L2-Norm und (6.20) bestitigt. Damit existiert das

Element vg € H = Hy,; mit

UG = ;Tfk)’fk

Wir zeigen noch

G(u) = (u,vc) = ) (u,e) - G(fe)

k

Dazu nehmen wir die bekannte Aussage

(ve, fr) = G(fx)

Dann sieht man leicht

G(u) =Y _(u,e) (vg,ex) = (u,06)

k

O

Bemerkung 6.5.2 Die Funktion vg € H wird Repriisentant des stetigen Funktionals G ge-

nannt.

Der reproduzierende Kern ist eine Funktion der Bauart

G(u) =u(x) = (u,R(-,x)) = (u(y),R(y,x)), VxeR,uecH

Dabei nennt man R(-, x) reproduzierenden Kern von H.

Die Menge M aller endlichen Linearkombinationen werden zusammengefasst,

n
M =<{R(:,x)|x e R} >= {Elka(',xk) |xy € Rap € R,m € IN} CH
k=1

Damit lasst sich eine beliebige Funktion w € M schreiben als

w(y) = kika(y, %)
=1

Hinweis am Rande: Green’sche Funktion.
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Lemma 6.5.3 Der Abschluf$ von M ist H. D.h.

M=<{R(,x)[xeR}>=H
Manchmal findet man auch die Bezeichnung
M=c < {R(-,x)|[x e R} >=H

wobei ‘cl’ fiir closed (abgeschlossen) steht.

Beweis.
Zunichst sei
N=d < {R(-,x)|x e R} >

Zu zeigen ist, dass zu gegebenem u € H ein w € M existiert, so dass

inf [lu—wl[=0 <« 3wy): |[u—wul] =04 (4 —o0)

In Worten: Es gibt eine Folge (w),) in M, die gegen ein Grenzelement aus H konvergiert.
Dazu erinnern wir an das orthogonale Komplement einer Menge

N+ = {u € H|(u,w) =0 Yw € N}

Insbesondere ist dieser Raum endlichdimensional. Dann gilt der Projektionssatz und des-
sen Aussage tiber direkte Summen

H=N@N*t

Wichtig ist, dass im endlichen Fall stets N = N gilt! Diese Aussage kann im Unendlichen
im Allg. nicht gelten. Es gilt aber immer:

NL =N+

Idee.

Aufgrund der Definition sind in der Menge N+ nur Elemente enthalten deren Skalarpro-
dukt verschwindet. Da das Skalarprodukt aber eine stetige Abbildung ist, gilt die obige
Aussage. Aufierdem gilt in allen Dimensionen

(NH)F =N
Wir kehren zum eigentlichen Beweis zuriick. Nach Definition des orthogonalen Komple-

ments N+ gilt also
ue Nt & (u,w)=0 YweN

Insbesondere dann auch fiir w = R(-, x). D.h. fiir u € N-+:
u(x) = (u,R(-,x)) =0 VxeR
Das ist aber nun dquivalent zu
u=0 < N'={0} & H=N=M
O

Man kann die Aussage etwas entschérfen, indem man mit den dyadischen Zahlen argu-
mentiert. Wir geben deren Definition

S:{Zﬂ-k,k:O,...,Z”—l,nzO}
21’!

und
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Lemma 6.5.4 Es gilt
cd{< R(,x)|x, €S>} =H

Beweis.
Kurz
u(x,) =0 Vx, €8
mit S = [0,27]. Dann folgt u = 0.
O

Wir wollen unter bekannten Voraussetzungen den reproduzierenden Kern R(-, x) explizit
berechnen.

Satz 6.5.5 Essei {fi : k € IN} eine ONB von H. Insbesondere ist ( fx, fi) = 0. Dann lisst sich
R(-, x) schreiben als

R(y,x) = ;fk(y) - filx)

Beweis.
Wir sammeln bekannte Identitdaten
G(u) = ;w,fk) - G(fi) (6.21)
und u(x) = (u,R(-,x))
Waéhle nun u geschickt:

u=R(-,x"), bzw. u(x) = R(x,x")

Einsetzen in (6.21) zeigt

Zusammengefasst

R(x,x") =Y fi(x) - fi(x') (6.22)

Beispiel.
Es sei der Raum H} _betrachtet, mit dem zugehérigen Skalarprodukt

(M,U)l = (1/[,60) W"‘Zkz (u,ek)m
k
= (u,e9) (v,e9) + (Du, Dv)

Weiterhin erhalten wir durch Normierung die orthonormalen Einheitsvektoren

1
fo=-e, fi= mek, firk #0
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Mit (6.22) gilt

R(y,x) =Y fi(y) - fi(x)

k

:1+ZM

k#0 k?
=1+ Z w (absolut konvergent)
k#0 k
1 .
=1+ ) cos(k(y—x))+isin(k(y —x))
k0 k

21
= 1+2};Pcos(k(y— x))

EINSCHUB

An dieser Stelle schreiben wir um

3x2 — 67x + 2772 © 1
—Pz(x)z( c )zzzf

Es gilt also
R(y,x) =1~ Py —x)
Womit wir erste Ansdtze zu den Bernoulli-Funktionen kennen gelernt haben.

Mit t = y — x folgt:

Dabei erkennt man an der letzten Darstellung, dass g(t) eine ungerade Funktion ist, die
man wie folgt skizzieren kann.

NN
N\

Abbildung 6.8: Die Funktion g(t)
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Zum spéateren Aufstellen der (formalen) Fourierreihe werden nun die Fourierkoeffizien-
ten berechnet. Dazu

o LT —t) T

g(t)—ﬂ/o 7 [e }dt
1 27 T—t —Mt

_E/o 2 D[—zk} at

1 [t T /2” 1 LN ik gy
2| 2 —ik|,, 2nmlo 2 —ik

Dabei verschwindet der zweite Term aus Orthogonalitdtsgriinden. Es folgt

1 —(2m) -0 1
g<t)_2n( 2 2 > ik
1 7T
-5 (23) =&
1 1
—E““”:%
_ 1
= 2k

Einsetzen der Fourierkoeffizienten bringt

D~ D0l = L g ) —ee(t) = 1

k0 k=1

sin kt

==

Wir présentieren das vorldufige Ergebnis

TSy Lsinke
k;éo
Formale Integration beider Seiten fiihrt zu weiteren Erkenntnissen.

[rta=

LINKE SEITE

RECHTE SEITE

/Z —sinkt = Z 7 cos kt

k>1 k>1

Im néchsten Schritt soll die Integrationskonstante C explizit bestimmt werden. Da die
Funktion g(t) ungerade ist, mufl das Integral {iber das Intervall [0, 277] verschwinden

1 27/ (mr—t)? _
E/o (— - +C>dt—0

Dann schlief3t man
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6.6 Periodische Hilbertraume H;

Mitentwickler dieser Theorie ist der tschechische Mathematiker Basbuska.

In diesem Abschnitt soll das Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten untersucht wer-
den. Dazu sei die positive symmetrische Folge (d;) € I*(Z) vorgelegt, mit den Eigen-
schaften

i)dy=d >0, keZ
ii) dy > dyy1, k>0 (Monotonie)
i) do =1,

iv) Liez ldi| < oo
Wir formulieren die erste Aussage.

Lemma 6.6.1 Falls (a;) € IY(Z) mit

keZ

so konvergiert die nachfolgende Reihe absolut

glx) =Y ar e € Ay
keZ

Die ay entsprechen den Fourierkoeffizienten.

Beweis.
Wir beginnen mit

Damit
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Um weitere Ergebnisse zu erreichen, ersetzen wir nun a; durch die Fourierkoeffizienten
(u, e) einer Funktion u. Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit Hy:

k=—c0

) 2
HdI:{M€C27T| E M;Z(”<m}

Nachster Schritt ist die Konstruktion des Skalarprodukts und der damit verbundenen
Vollstandigkeit von Hj.

Satz 6.6.2 (Skalarprodukt und Vollstindigkeit von Hy)
Man setze

(M,U)d = i (u/@kzik(vzek)

k=—c0

Damit wird Hy zu einem periodischen Hilbertraum.

Beweis.
VOLLSTANDIGKEIT DES [%(Z)

Wir zeigen zunidchst einen anderen Vollstandigkeitsbeweis. Im Prinzip umfasst der Raum
H, die quadratisch summierbaren Fourierkoeffizienten. Damit ist der Raum /%(Z) isome-
trisch isomoprph zu H,. Deshalb wird zuerst die Vollstandigkeit des I>(Z) nachgewiesen.

Dazu sei (A,) Cauchy-Folge in I?> mit A, = (ag,?))mez fir n € IN. Die Norm wird so
definiert:
(@15 = ) lael?
k

Es gilt fiir alle A = (a,,) € I (gliedweise) und alle m € Z die Ungleichung

1
2
|am| < [[All2 = ( ). Iam|2>

Daher sind bei beliebigem m die (ag,? ))neN Cauchy-Folgen in IR. Insbesondere ist der
Raum R vollstindig. Demnach ldsst sich das Grenzelement wie folgt setzen

ay = lim a" (6.23)
n—oo
Es bleibt A € 2 und die Normkonvergenz || A, — Al|2 zu zeigen. Aufgrund der Cauchy-
Eigenschaft der Folge (A,) € I?> kann zu jedem ¢ > 0 ein Index N := N, € IN gewihlt
werden, mit
[|Ay — Alll2 <e Vn,l>N

Wir betrachten zunéchst fiir endliche Summen und gehen anschlieffend zum Supremum
tiber. Fiir alle R € IN gilt

1

1 1
( Z ]a,(qf)—a,(,mz) < ||A, — Al = (Z\a,(;f)—a,(é)ﬁ) <e Vn,Il>N
m

|m|<R
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Mit Ubergang | — oo gilt (6.23) und wir fithren weiter aus, dass

1
2
<E |a,(1?)—am|2> <e VYn>N

Im|<R

Diese Abschédtzung gilt fiir alle R. Insbesondere

1
2
(Z |a,(,f)—am\2> <e VYn>N

meZ

Die Differenz A — A, liegt demnach in /2. Aufgrund der Vektorraumstruktur des Raumes
17 schreiben wir

Also liegt das eigentliche Element A = (a,,) selbst in /2. Der Beweis ist abgehandelt,
da gleichzeitig die Normkonvergenz nachgewiesen wurde. Damit kann der zweite Teil
gezeigt werden.

VOLLSTANDIGKEIT DES H,
Sei (u,) Cauchy-Folge in H;. D.h.

|luy —uy||lg <e furr, ] — oo
Mathematisch korrekter wire

||y — ||y <e, inf(r,1) — oo

Aus der Cauchy-Eigenschaft folgt die Umrechnung

(1, 0)
i — ] f = 3
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Da der Raum /2 ein Banachraum ist, existiert ein Grenzelement, etwa

lim b\ =: b € 12

r—00

Also

(r)
tim P = tim b — b= LT it = o= ()

Somit kann nun die Grenzfunktion u konstruiert werden:

u(x) =), [bk\/?k] ex(x),  bpv/di = (u,ex)

keZ

Es ist

Z|bk\/7| Z‘b |2<oo

k

Also liegt u in H; und konvergiert im Sinne der zugehorigen Norm, sprich ||u, — u||; —
0,7 — oo.

O

Die Menge der trigonometrischen Polynome 7 liegt in H;. Dazu sei eine Funktion T € T
genommen. Betrachte diese in der || - ||;-Norm

(T, ex) T,e)|?
HTHd_Z| k _Z|( k)| < 00
G

Daraus folgt T C Hy. Definition der Funktion g € Hy:

Z di Eikx € Hy

k=—o0

Die Wohldefiniertheit folgt aus
i

2 (8, eI V.
= —_—_— = —_— = d
lalfy = S8k = 2B - e Y e

k

Wir formulieren die Translation von ¢
T.(g)(x) =g(x —a) €e Hy furaeR

Das auch die Translation Sinn macht, untersuchen wir im folgenden. Dazu schreiben wir
¢(x — a) ausfiihrlich

[ee]

gr—a)= Y (dee ™) e

k=—o0

Damit stellen wir die Endlichkeit der Norm fest

d.e —ika|2
()13 =y e 0
k

de<00

und haben gleichzeitig die Isometrie ||7,(g)||s = ||2]|s gezeigt. Die Ergebnisse fassen wir
zusammen
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Satz 6.6.3 Fiir eine Funktion u € Hy liegt auch die Translation t,(u) in H; und wir stellen die
Isometrie ||t,(u)||g = ||u||4 fest. Damit ist T, ein isometrischer Isomorphismus. Speziell gilt

i) T, ist linear

Die mit der definierenden Folge (di) € I} (Z) konstruierte Funktion § = g4, wird erzeu-
gende Funktion von H; genannt. Die Menge der erzeugenden Funktionen liegt dicht in
H,.

Lemma 6.6.4 (ONB von H,)
fr = Vdkex ist ONBvon Hy

Beweis.
Das Skalarprodukt zeigt

(fo f)a = Ve Vi (ex,e1)a = @2(;2 = O

O
Satz 6.6.5 Es sei die Fourier-Partialsumme
Su(u) =Y (u,ex) e
|k|<n
vorgelegt. Dann konvergiert diese monoton in der || - ||;-Norm gegen u,
|| — Snullg — 0 (n— oo)
Beweis.
Wir setzen v,, = u — S,u und erhalten die Eigenschaften
0 (|k| < n)
(0n, €x) = -
! (uex) (lk[ >n)
Dann erhilt man sofort
2
u,e
lonl = lhu =S = 3 95 g (0 o)
[k|>n k
O

Auflerdem erhalten wir den Orthogonalprojektor P, und die nachfolgende Beziehung
des d-Skalarprodukts mit dem gewdohnlichen Skalarprodukt:

Po(u) = Y (u, fi)a fx

k| <n
= Y (u, fi)a Ve
|k|<n

-y (u, ex) (e;k\/@ek) N

|k|<n

= Z (ur ek)ek

|k|<n
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Wir halten fest: H; ist ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern. Wir geben zwei Bei-
spiele fiir mogliche Folgen (dy).

Beispiel 1.
1
dk = ﬁr re N/ dO =1
Fiir r = 1 erhalten wir den Raum Hy; = H} . Siehe Abschnitt (6.4).
Beispiel 2.
dp = eib"k‘

Wobei b gewissermafsen der Breite entspricht.

In beiden Beispielen werden die drei Eigenschaften der definierenden Folge (dy) erfiillt.
Weitere Beziehungen:

i) Hyc G5!,
i) D'u € 12_(R),
iii) H; C Hol, , mit u(z) holomorph, |Imz| < b

Es lasst sich schreiben

Wir wiederholen. Fiir eine Funktion u € H; gilt
2
g leel
k di
Auflerdem gelten die Inklusionen und Ungleichungen
Ha C Ao C Corr, [ulleo < [ufla < [lula

Es folgt

Satz 6.6.6 (H, ist RKHS)
Der periodische Hilbertraum Hy ist ein RKHS mit reproduzierdem Kern

Ra(y,x) = galy — )
wobei g4 in Ay liegt und sich schreiben lisst als
ga(x) =Y dpe™

k=—c0

Beweis.
Wir wihlen zunichst die Folge (di) aus Beispiel 1. Desweiteren benutzen wir die Defini-
tion des Skalarprodukts auf Hy,

(u, v)d — Z (u/ek) (’U,Ek)

kez dy



6.6 Periodische Hilbertraume Hy 97

und

wobei

Z‘(u/ek)‘ <
k

Also ist Hy C A, und es gilt weiter die Identitat
2 [(u, e0)]?
ulls=>y —————
i = 25

Diese impliziert nun

[lulla < +/8a(0) - [|ulla, < Hy

Wegen der bereits bekannten Abschétzung ||u||« < ||u||, gilt

()] < [lulleo < 4/8a(0) - [[ulla, u € Hg x €R

Also ist der Raum Hj ein periodischer RKHS. Nun muss noch der Kern R; bestimmt
werden. Sei dazu f; eine ONB von H; und setze R; = R, dann erhalten wir

Ri(y,x) = i fi(y) fi(x)

k=—0o0

— Z @eiky @e—ikx

k=—c0

— i dk eik(yfx)

k=—00

= ga(y — x)

Weiter sei v = R(-, x). Explizit

[oe]

oy) = Y {dkefikx} oiky

k=—oc0

Wir bilden des Skalarprodukt (v, e;) = dre~'**, um die letzte Aussage zu machen. Es gilt
zum Abschluf3

e —_— U e eikx
(u,0)g = (u,R(,x))g = ;(,kzlk(,k) - ;(,k;kdk
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6.7 Bernoullipolynome/-funktionen in H)

Die Bernoulli-Polynome konnen spéter als reproduzierende Kerne aufgefasst werden
und bilden eine Erweiterung der bereits bekannten Funktion P (x).

Zur Wiederholung: Wir kennen den Raum H}_ mit der Folge (dy) mit

do=1, d=>

o k=12

Aufderdem erinnern wir an die Norm

[l = |(we0)* + 3 K[ (e
|k|>0

Der reproduzierende Kern g, ldsst sich so schreiben:
_ elkx _ _ 1 ) )
ga(x) =1+ ) = = 1-hx) = 1+8(3x — 67Tx + 271%)
|k|>0
wobei wir P, (x) eingefiihrt haben als quadratisches Polynom auf [0, 27] mit

Py(x) = Y (ik) 2™ (6.24)
k0

Allgemeiner lassen sich die Bernoulli-Polynome nach dem gleichen Prinzip periodisie-
ren. Wir ersetzen in (6.24) die 2 durch g:

Py(x) =Y (ik)"7e™, g€eN,q>2 (6.25)
k0

Der Fall 4 = 1 wurde in den vorherigen Kapiteln bereits behandelt.

Wir zeigen einige Eigenschaften der Bernoulli-Polynome.

Satz 6.7.1 (Die Bernoulli-Polynome B;)
Es existiert ein eindeutiges Polynom B, € m, in (0,271) mit den Eigenschaften

i) DB;(x) = B,_1(x),
ii) fom By(x)dx =0,

iii) By(x) = —x.

Beweis.
Sei g = 2. Wir setzen By(x) = P»(x) in (0,27), und stellen fest

DBy(x) = By(x) = m— x = Py(x)

Fiir ¢ > 2 erhalten wir mit (6.25) absolut konvergente Reihen und die Eigenschaften i) +
ii) sind erfullt

27
DP;(x) = P;_1(x) und /0 Py(x)dx =0
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Die Funktionen P, lassen sich wie folgt in Integralform darstellen
X
P,(x) = P,(0) +/0 Pa(f)dt, 0<x<2m
Auf dem Intervall (0,27) ist P; ein Polynom vom Grad g. Sauber aufgeschrieben

By(x) = Py(x)| (g0 € 7

Damit ist die Existenz gezeigt.
EINDEUTIGKEIT

Es sei C; € 71, ein weiteres Polynom, welches die drei Eigenschaften in Satz (6.7.1) erfiillt.
Wir schreiben C; = B; + 7,4, analog wie oben P, als Integral

27

Cy(x) = ; Cy—1(t) dt + C4(0)

Auflerdem muf} C; die Bedingung

27
0:/0 Cy(x)dx (6.26)

erfiillen. Es gilt C; = B; und mit der Bedingung (6.26) zeigen wir, dass 7, verschwindet
und damit die Gleichheit C; = B,. Dazu

21 21
O:/ Cy(x)dx :/ By(x)dx + 27 - 4
0 0

Da die B, der zweiten Eigenschaft gentigen und damit

27
/ By(x)dx =0
0

folgt
0=2m-v; = 14=0

Bernoulli-Zahlen

Setzen wir (6.25) fiir x = 0, so erhalten wir die harmonische Reihe

1 1 1
1(0) k;) (k)1 i k;) ki

Damit lassen sich die sehr bekannten Bernoulli-Zahlen herleiten
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Bemerkung 6.7.2 Die Funktion By(x) kann Funktional in L definiert werden, mit der Vor-

schrift

Ly, (1) = % /O () By (x) dx

AN AN
NN

Abbildung 6.9: Skizze von B (x)

Dazu die Skizze

A

\ 4

2D

Die Bernoulli-Polynome sind linear unabhiangig und bilden eine Basis im Vektorraum
der Polynome.

Satz 6.7.3 (Basis)
Der Vektorraum 7 wird durch die Menge < {Bg|q > 0} > aufgespannt.

Beweis.
Wir schreiben B; als Linearkombination der Monome {x7}:

By(x) = ayzxT + aq,lxq’l +..., a3 #0
Wegen B;(x) = 7 — x folgt
Bl(x) ] = —1

B, schreiben wir in Integralform
* 2
Bzz/o Bi(t)dt+(...) =ax"+ ...

Dann folgt hieraus die Rekursion der Koeffizienten mit

1 az
azzz,agzg,...

Betrachte das Tableau
1 x x?
BQ ap 0 0 0

B1 * 0 0

Bz * * A 0
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Aufgrund des Dreieckschemas sieht man leicht, dass die B; eine Basis bilden. Genauer
gilt
< Bo,Bl,...,Bq >= T,
O

Die Bernoulli-Polynome finden spater Anwendung beim Studium der Spline-Funktionen.

Setzt man u = x — 7, so gelten die Symmetrien:

T

By(x) = ba(u) = —%+?
TEE &
B3(X> = b3(u) = _j — 7'1/[

Damit lafst sich die allgemeine Aussage iiber die Symmetrie machen.

Lemma 6.7.4 (Symmetrie der By,)
Die geraden Bernoulli-Polynome sind symmetrisch zur Stelle 7t

By, (x+ ) = Byy(m—x), x € (0,2m)

Anschaulich

Abbildung 6.10: Symmetrie der geraden By,

Beweis.
Fourier-Darstellung der By, in [0, 277] bringt

1
(ik)Zr

, © 1
Bo(y) = Y, ety = (—1)7-2Z@cosky, y=m+x
k£0 k=1
Anwenden des Additionstheorems zeigt sofort die Behauptung

cos(k(7r + x)) = cos(kmr) cos(kx) = cos(k(r — x))

Lemma 6.7.5 (Antisymmetrie der By, 1)
Die ungeraden Bernoulli-Polynome sind im Intervall (0,27t) antisymmetrisch:

Boyi1(x+ 1) = —=Byyp1(m—x), x € (0,27)
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Beweis.
Wir arbeiten wie im vorherigen Beweis mit der Fourier-Darstellung

1
B r = €
2r+1 (y) ];) (lk)2r+1

(=1 1
- Z g2+t ey
k20

iky

= (_1)1’ -2 Z W Slnky
k=1
Anwenden des Additionstheorems fiir den Sinus ergibt

Byrii(m+x):  sin(k(rt+ x)) = cos(kmr) - sin(kx)
Byyi1(m—x):  sin(k(mr — x)) = cos(kr) - sin(—kx)

Damit gilt By,+1 (7T + x) = —Boy41 (71 — x).

Lemma 6.7.6 (Nullstellen der By, 1)
Die Bernoulli-Polynome haben die drei Nullstellen

By 41(0) = Byy1(m) = Byr1(2) =0

und sind ungleich Null in (0 < x < 71) und (7 < x < 271).

Beweis. (Indirekt)
Zunichst

. ad 1
B21’+1 (x) = Z(ik)72r+1elkx == (_1)1’ N 2 Z W Sinkx, X = O, 7-[, 27-[
k£0 k=1

r=1: Bs(x)€ms — Aussage wahr
SATZ VON ROLLE

Betrachten wir r = 2. Dann ist B5(x) € 5. Wir nehmen an, es gibe es zu den drei
tatsdchlichen Nullstellen zwei weitere (ein Polynom fiinften Grades hat maximal funf
Nullstellen).

H PN |
A >4 A "4

l l
I | |
0 T 27

Abbildung 6.11: Annahme, dass zwei zusitzliche Nullstellen existieren

Per Satz (6.7.1) Eigenschaft i) gilt DBs(x) = Bs(x) € 74, mit den vier Nullstellen
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0 T 27

Abbildung 6.12: Satz von Rolle liefert vier Nullstellen fiir By

Wir bilden die zweite Ableitung D?Bs(x) = B3(x) und erhalten den Widerspruch.

| H PN |
I A >4 A "4

I .
0 T 27

Abbildung 6.13: B3 wiirde fiinf Nullstellen besitzen

Denn dann lagen wieder fiinf Nullstellen im Intervall [0,277] was dem Fundamentalsatz
der Algebra widerspricht, dass ein Polynom dritten Grades maximal drei Nullstellen be-
sitzt. Demnach wurde die Aussage des Satzes bewiesen.

O

Lemma 6.7.7 (Nullstellen der By,)
Das Polynom By, hat zwei Nullstellen im offenen Intervall (0,27t) und es gilt auflerdem

BZV(O) 7&0 und Bzy(TC) 750

Beweis.
Wir schreiben By, ausfiihrlich in der Fourier-Darstellung.

1 1
BZr(x) = ZWEM = (—1)r‘2Z@COSkX
k40 k=1
Wir setzen x = 0:
© 1
By, (0) = (—1)" -2}(21 i

bzw. x = m:
|
By () = (1) 21 g (1)
Der weitere Beweis verlduft analog zum vorherigen fiir die ungeraden Bernoulli-Polynome
By,+1. Wir beweisen indirekt. Zunéchst stellen wir fest, dass fiir By € 714 alles klar geht.

Denn

X1
S
w

| |
I |
0 T 27

Abbildung 6.14: B4 habe die Nullstellen x; und x,
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Dann hat die Ableitung DB, (x) = Bs(x) die bereits bekannten drei Nullstellen in 0, 7t
und 277. Siehe vorheriger Beweis. Dementsprechend besitzt B, wieder zwei Nullstellen.

—o ¢ B
0 T 27
X1 Xs
¥ Y B
—o I 0 I 2
0 T 27

Abbildung 6.15: Nullstellen von Bz und B,

Betrachten wir nun aber das Bernoulli-Polynom Bs &€ 5. Laut Lemma (6.7.6) finden
wir die drei Nullstellen in 0, 71, 27t. Dann nehmen wir an, dass By vier Nullstellen besitzt.
Dies fiihrt aber zu dem Widerspruch, dass dann Bz wiederum fiinf Nullstellen vorweisen
wiirde. Das kann nicht sein.

—to0—o0—+o0—o—}— B

——0—¢—o0—¢—

0 T 27

Abbildung 6.16: Nullstellenargumentation von B4 und B3

Damit ist der Widerspruch herbeigefiihrt. Man beachte, dass die komplette Argumenta-
tion auf dem Satz von Rolle beruht.

O
Beispiel.

Veranschaulichung von Bj (x) und By(x).

N
N

Abbildung 6.17: Stiickweise lineares Polynom By (x)

A\ 4

Integration liefert den periodisch fortgesetzten Mono-Spline By. Dieser ist ein sttickwei-
ses quadratisches Polynom.
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A

Abbildung 6.18: Stiickweise quadratisches Polynom B, (x)

Lemma 6.7.8 (Periodische Taylor-Formel)
Gegeben sei ein Polynom P € 1t,,. Dieses lisst sich wie folgt periodisieren und darstellen:
n
P(x) = Y —(D"P,e0)By(x), fiir0<x<2m
k=0

An dieser Stelle lohnt sich der Vergleich mit der algebraischen Definition der Taylor-
Formel am Entwicklungspunkt ¢ = 0:

L DP(0) i
Px)=y 2F

k=0 :
Wir beweisen das Lemma.
Beweis.
Wir schreiben das Skalarprodukt ausfiihrlich,

1 2 1
_(Dk - = k _ - k—1 k-1
(D'Pe) = —5 | DP(x)dx = 5 (D P(0)—D P(27r)>

Wobei der letzte Term an die Schreibweise fiir dividierte Differenzen erinnert.

Damit erhalten wir die periodische Taylor-Formel mit Restglied

P(x) = i;ﬂ

D*1p(0) — D*1p(271)) - By(x) — — zan dx
L5, (PP0) @) B(¥) = 5 [ P()

27
Diese Darstellung ermoglicht eine Fourierreihenentwicklung wegen der Bi(x). Somit
konnen wir eine Fourierreihendarstellung fiir Polynome angeben.

Es sei an dieser Stelle gesagt, dass Polynome grundsitzlich keine periodische Funkti-
on sein konnen. Bis auf die Ausnahme des konstanten Polynoms aus 7. Mit Hilfe der
Spline-Theorie konnen aber Polynome periodisch fortgesetzt werden.

Wir fithren den Beweis zu Ende. Dazu wird mit der Dual-Basis gearbeitet. Setze P(x) =
B,(x) € m, fiir 0 < r < n. Wir wissen aus einem vorherigen Satz, dass die Bernoulli-
Polynome eine Basis 71, =< By(x),...,B,(x) > bilden.

Damit ist dies eine Dualbasis beziiglich der Funktionale ¢; € 7, = L(7,, C) mit der
expliziten Darstellung

¢s(P) = — (D°P,eg), bzw. @s(B,) = — (D*B,, ep)
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Fallunterscheidung liefert:

e s>r: ¢sB)=0,

e s<r: ¢s(B)

— (D®B,,e0) = —(By—s,€9) = 0, wobeir —s > 1,

e s —7: (PS(BI’) = _(80160) = 1, dabei gllt By = —eo = —1.

Wir erhalten schlussendlich ¢s(B;) = J,s und somit das behauptete Ergebnis
n n

P(x) = Y ¢(P(x)) - Be(x) = Y —(D*P,eq) - Bi(x)

k=0

k=0

Damit ist der komplette Beweis gefiihrt.

Wir geben zur Vertiefung nochmal die Definition der Bernoulli-Funktionen
Pr(x) = Z ! et
2 (ik)"
und erhalten mit Faltung eine neue Darstellung fiir eine r-mal stetig differenzierbare

Funktion u.

Lemma 6.7.9 Fiir eine Funktion u € C}__ erhilt man die Darstellung

u=(u,e)+P*xD'u, ueccCy,

Beweris.
Wir nutzen die Definition der Faltung fiir periodische Funktionen f, g € Ca:

[ee]

frglx) = ;T/()Zﬂf(y)g(x—y) dy= 3 (fre)(gen) e (6:27)

k=—c0

Fiir g(x — y) erhdlt man folgende Darstellung der Fourierreihe

[ele]

gx—y) =Y (ge)e ¥
k=—c0

Einsetzen in (6.27) bringt

1 2 ik(x—y) 7. _ (L ol . ik
2y W) Llge) ™ dy =] (ge) (27‘[ | rw kydy) ‘

27 Jo p
= Xk:(g/ ex) (f, e)e™

Kurz
(f*&ex) = (fre) (8 ex)
Die zugehorige Fourier-Partialsumme schreibt sich

Su(f*g)(x) = Y, (8ex)(frex) e

lk|<n
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mit der Eigenschaft (S,f * g) = (f, Sng). Falls die Fourierreihe des Faltungsprodukts
absolut konvergiert, sprich f x ¢ € Aj,, dann erhalten wir die Konvergenz mit Cauchy-
Schwarz

1 1
2

;I(f*gfek)! Z;!(f/ek)\-\(gmk)! < (;I(ﬂemZ) : (;\(gmk)lz) <o

Wir bekommen
1 .
(P, « D'u,e) = (Pr,ex) - (D'u,er) = W (k)" - (u,er) = (u,ex)

Dieses Ergebnis gilt insbesondere auch fiir k = 0 und erhalten die Behauptung.

Setzen wir r = 1, so gilt P, € WY _ mit der expliziten Darstellung

Pi(x)=m—x, fir0<x<2m

mit den Fourierkoeffizienten (Py, ¢;) = 7.

Konstruktion von Hj

Die Bernoulli-Funktionen bilden die Grundlage fiir periodische Sobolev-Rdume vom Typ
Hj_,r € IN. In diesem Kontext entsprechen diese dann den reproduzierenden Kernen.
Dazu wird die definierende Folge (dy) modifiziert:

do =1, dy — —

@ ke N

Desweiteren erfiillt (dy) die vier oben genannten Eigenschaften. Satz (6.6.2) liefert fiir

Hj

Y |(ue)* K < o0

k#0
Der erste Satz stellt die Verbindung zwischen den Bernoulli-Funktionen und den repro-
duzierenden Kernen her:

Satz 6.7.10 Hj _,r € IN, ist ein RKHS mit reproduzierendem Kern
R(y,x) = Re(y,x) =1+ (=1)"- Py (y — x)

Beweis.
VORAUSSETZUNGEN.
Bevor wir den Beweis angehen, stellen wir einige, uns schon bekannte, Tools zusammen.
Bekannt sind
[(u,e) 2
u(x) = (u,R(-—x))g und (u,u)y = ZT
k
Zur Erklarung des zweiten Terms: Die Fourierkoeffizienten miissen geniigend schnell
abfallen, damit die Reihe noch konvergiert. Desweiteren kennen wir die Darstellung mit
orthonormierten Basisvektoren f; = \/dyex, definieren

R(y,x) = ;fk(lﬁm
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und das innere Produkt

3 (frej)(fre) y Vi (e, ¢) - Vdi(er ¢))

(fk/fl)d = = Oy
j dj j dj
Wir kommen nun zum Beweis und zeigen, dass die Aussage gilt.
BEWEIS.
Es ist
R(y,x) = Y Vde™ /e ™ = Y dpetv= = Y~ %eik(yfx) +1

k k iZok

Auflerdem . .
_ ik(y— o ik (y—
PZr(]/ - X) - Z (ik)2rel =) - (_1>r Z ﬁel =)

kA0

Somit erhalten wir insgesamt
1 .
R(y,x) =14} ﬁelk(ﬁ) =1+ (=1)" Px(y —x)
k#0

Was zu zeigen war.

Das nichste Lemma stellt eine Verbindung zu den schwachen Ableitungen her:

Lemma 6.7.11 Der Raum Hj_,r € IN, ist der lineare Unterraum von Funktionen u € ngl mit
der Eigenschaft, dass D"~ 'u eine schwache Ableitung D"u € L besitzt.

Beweis.
Bekannt ist die Relation
ik(u,ex) = (Du,ey)
Die Behauptung wird bestatigt, durch Dfu e H.2F,0 < k < r,und

2 7

D'u=D(D" 'u) € L = HY,

Beispiel.
Die peridischen Funktionen P, konnen den Rdumen H)_ zugeordnet werden:

P, € H..,...,P, € H),

Lemma 6.7.12 (Inneres Produkt auf Hj )
Zu zwei Funktionen u,v € Hj_,r € IN, definiert man das innere Produkt

(u,v)y = (u,e0)(v,e0) + (D'u, D'v)

mit

27
(D'u, D'v) = / D'u(y)Dro(y) dy.
27 Jo
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Beweis.
Folgt aus Satz (6.6.2) und Lemma (6.7.11).

Beispiel.

Wir erweitern die Aussage von Lemma (6.7.9) von C; _auf Hj,_,r €

o(y) = Re(y —x) = (=1)"- Pur(y —x) +1

€ IN.

und berechnen u(x). Wobei fiir den Differenzialoperator gilt D = %. Also

u(x) = (u,e0) + (D"u, D"(=1)" Py (- — x))
= (u,e9) + (D'u, D" Py (x — +))
= (u,e9) + (D'u, P,(x —-))
— (u,¢0) + (P, (x — ), D')

Wenn wir den Platzhalter - mit y belegen, folgt
DyPor(y — x) = (=1)"DyPar(x —y)

Es soll nun die Periodisierung eines Polynoms bzw. einer stetigen Funktion angegeben
werden. Mit den bisherigen Ergebnissen kann eine explizite Formel hergeleitet werden.

Satz 6.7.13 (Euler-Maclaurin Theorem)
Die Funktion u € C"[0,27t] kann wir folgt periodisiert werden:

u(x) = L /2” u(y) dy + ri 1 [Dku(o) - Dku(zn)} By (x) + E(x) (6.28)
=0 27T

27T Jo

wobei das Restglied E(x) gegeben ist durch

1

Ex) =27 /0271 P.(x —y) - D'u(y) dy

Der gesamte Ausdruck firmiert auch unter dem Namen Periodische Taylorformel mit Restglied.

Beweis.

Wir entwickeln ein Polynom in eine Fourierreihe. Der erste Term in (6.28) der das Integral
enthilt, leistet keinen interessanten Beitrag beim Beweis, und mufS daher nicht bertick-
sichtigt werden. Wir setzen

r—1
o(x 2 Zi [Dk Dku(27r)] Bra(x) fur0<x <27 (6.29)

Fiir das erste Bernoulli-Polynom By (x) gilt gerade die Differenz
Bi(0) — Bi(2m) =21 & Pi(04) — P1(0—) =27

Der Leser moge sich das an der Skizze von B; klarmachen!
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Aufierdem wurde bereits

D/Biy1(0) — D'Byq(271) =0 farj # k
gezeigt und somit folgt

D*v(0) — Dfv(2mr) =0, 0<k<r—1

Seinun v € Hj, mit

D'v =D"u— (D"u,ep) (6.30)
Stelle (6.29) nach u(x) um:
= v L[ 0) — D*u(2m)| - B
u(x) = ol + Y7 | D*u(0) — D*u(27) | - Besa (x)
r—1
= (v,¢0) + (Py(x — ), D'v) + k:ZO o [Dku(()) - Dku(27r)] Biiq(x)
r—1 T
= (u,e9) + k;:) % [Dku(O) - Dku(Zn)} - By (x) + % 02 P.(x —y)D"u(y) dy

Wobei in der letzten Gleichheit das letzte Integral mit (6.30) hergeleitet wird. Damit ist
der Beweis geliefert.

O

Bemerkung 6.7.14 (Zum Euler-Maclaurin Theorem)

i) Die Euler-Maclaurin Formel gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

ii) Der mittlere Term der k-ten Ableitungen korrigiert die Spriinge bei der Periodisierung,
damit die Funktion glatt fortgesetzt werden kann.

Analogon der herkdmmlichen Taylor-Entwicklung, der Funktion u im Punkt xy = 0:

_ v D*u(0) -yt
u(x) = k;o Z xk+/0 WD u(y) dy

Falls das Restglied im Intervall [0, 27t] ausgerechnet wird, spricht man von den Green’schen

Funktionen: -
'« D*u(0 m (x—y)
u(x) = k;) k!( )xk +/0 7< C _yi)! D"u(y)dy

Aus der Euler-Maclaurin Formel lassen sich numerische Quadraturformeln wie Trapez-
regel und Mittelpunktregel sofort erschlieflen.



6.8 Euler-Polynome 111

Korollar 6.7.15 (Trapezregel)
Aus (6.28) sieht man

u(0)+u(2r) 1 27 i1 25-1,, 251
O L [T v+ Yo [P0 - D )] - Ba(0) + E)
mit Restglied
1 27 , J
E(x) = E/O Pr(27f—y)D u(y) y

Sowie

Korollar 6.7.16 (Mittelpunktregel)
Aus (6.28) sieht man

1

u(m) = 5— /zn“(]/) dy +§217T {Dzsflu(o) - D2S*1u(27r)] - Bas(7r) + E(x)

27T Jo

mit Restglied

1

27
57 | Bm—y)D'u(y)dy

E(x) =

In beiden Korollaren gilt noch die Beziehung

Bau() = Ba(0) - (14 s )

6.8 Euler-Polynome

Die Euler-Polynome werden {iiber die Bernoulli-Funktionen definiert und haben sehr
dhnliche Eigenschaften. Lediglich die Eigenschaften werden in diesem Abschnitt ndher
beleuchtet.

Sei die Definition der Euler-Polynome gegeben durch

E;1(x) := 5 [By(x) — By(x + 71)]

wobei die B, (x) die Bernoulli-Polynome sind. Diese erfiillen folgende Eigenschaften:
i) By(x) € myund By(x) € Cg;z mit By(x) = =1, By(x) =T —x, ...,
if) DBq(x) = By_1(x),
iii) By(x) = Yppo(ik) ek
Zu zeigen ist nun, dass
i) Ejq1(x) € my1 fur0 < x <,
ii) DE;(x) = E;—1(x), wobei Eg(x) = 7,

iii) E,(x) € I
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Beweis.
Es ist

1 q . q k
=5 Lo - L z(
k=0 k=0 =0
1
=5 [aqx“raq x4 +ag — (Iquq+lquxq Y+ +aq7r‘7>
- (ﬂ T S Y (7 D Py SO S 1) — —ﬂo}
1 q—1¢_ g—2 [ _ q 2
xX17(— ag gm) +x ag m—a, 1(qg—1)
2 —~— q—2
£0
+(—mm—am? — ... —ant)] €My V

Desweiteren gilt mit den Eigenschaften der Bernoulli-Polynome

DEy(x) = D ( 5 [By1(x) ~ Bpeal+ 7))

%[DBqH( )~ DBy (x + )]
= % [By(x) = Bg(x + )] = Eg1 v
Fo(x) = 3 [B1(x) = Bi(x + )
:%[n—x—(n—x—n)] :g v
E,(x+27) = % By (x +277) — Byya(x + 70+ 277)]
= 2 By () ~ By (x + )]
= Eq(x)
Eq(x) = 5 [Bya (1) — By (x+ )] € Cl', daBya(x) € Cly!



7 Quantitative Abschatzungen

In allen bisherigen Uberlegungen zu Konvergenzaussagen ging es ausschlieflich um die
reine Existenz. In welchen Féllen liegt tiberhaupt Konvergenz vor. Das fasst man unter
den qualitativen Aussagen zusammen.

In den quantitativen Betrachtungen wollen wir nun die Geschwindigkeit der Konvergenz
naher beleuchten. Das wird unsere Aufgabe in diesem Kapitel sein.

7.1 Das Landau-Symbol o

Die Landau-Symbole O und o beschreiben einerseits den Rechenaufwand bei implemen-
tierten Algorithmen. Auf der anderen Seite werden in der Mathematik dadurch Funktio-
nen charakterisiert, die ,von derselben Ordnung”sind. Das heifst, man vergleicht zwei
Funktionen, und untersucht diese in der Nahe der kritischen Stelle.

In unserem Zusammenhang bendtigen wir nur o.

Definition 7.1.1 Es seien zwei Funktionen f, g in der Umgebung des Punktes xq definiert. Dann
steht
f(x) =o0(g(x)) im Limes x — xo

fﬁr limxg,x() (7 =

Zur Illustration zeigen wir

Beispiele.
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7.2 Quantitative Fourier-Approximation in H;

Bevor wir zu den ersten Sdtzen kommen, stellen wir grundlegende Werkzeuge bereit. Das
sind bereits bekannte Funktionen und Rdume, die in den vorherigen Kapiteln hergleitet
worden sind.

Es sei nochmals der Raum Hj erlidutert,

2
Hd:{ueC2n:2W<oo}
k

k

mit der charakterisierenden Folge (dy).

Wir definieren den beschrénkten Operator A; : Hy — £ = Ly(Car, C) mit
U—Adu—z uekek, u € Hy

Wir listen weitere Eigenschaften auf. Zunéchst ist

1
(Ufek) = 7(1/[/61()
Vi
und
e} o0 1
v e)|* = |(u, e)|* < oo
k:gw |( k:z—oo (\/d>k)2
Zweitens gilt die Isometrie
[1Aa()]] = [[ulla

Kommen wir zur ersten Aussage:

Satz 7.2.1 (Quantitative Fehlerabschiitzung in der L>-Norm fiir Hy)
Sei u € Hy, so gilt

[l = Su(u)ll2 < Vdul|Aa(u) = Su(Aa(u))] |2
mit der Konvergenzordnung
1
= Suw)]l2 = o (d)

Beweis.
Die Bessel-Gleichung liefert

| = Su(w)|l3 =} |(w,e)?

|k|>n

Weiterhin nutzen wir die Eigenschaft des Raumes H; aus,

1
ueH; < Zd— (u,e1)|* < o0
r Yk
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Damit kann nun, unter Ausnutzung der Monotonie der Folge (dy), wie folgt geschlossen
werden:

uek
L
|k|>n
\uek
<d,- )
k| >n di

= dy - || Aa(u) — Su(Aa(u))][3

Eine analoge Abschitzung fiir den Raum Hj_,r € IN, zeigt:

Satz 7.2.2 (Quantitativer Fehler in der L>-Norm fiir Hj_)

Seinun u € Hj_. Es folgt
1
=Sl =o ;)
In Worte gekleidet heifit das, je mehr Glitte, desto besser die Konvergenz.

Beweis.
Wie bereits angedeutet, muss lediglich die Folge (dx) modifiziert werden. Also

1 ~— 1
dozl,dk:@ = dn:;

Damit sieht man mit vorherigem Beweis leicht

|l — Su(u)]|2 = o(\/dy) = 0 <1>

O

Der néchste Satz erweitert die beiden bisherigen Aussagen auf den Fall der gleichmaf3i-
gen Konvergenz in der || - ||c-Norm.

Satz 7.2.3 Seiu € Hj_ ,dann

1

]' ri% 2 : r r
=Sl < (5)  |55| IDu=Su(D'w)lL

n

und

= Su(w)l]2 < (1) 1D — $,(D"w)

Konvergenz in der Supremumsnorm ist besser als L>-Konvergenz.
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Beweis.
Einfaches Rechnen zeigt

|k|>n
1
< Y lwe)| - 7 - kI
k|
|k|>n
: :
cs. © q
< (2- » kzr> -<2 |<u,ek>|2-|k|2f>
k=n+1 |k|>n
1
1 2
=\f2'< k,) || Agu — Su(Aqu)||2
k>n

Wir untersuchen den ersten Term genauer. Zur Abschitzung von

Lz

wird das Integralkriterium herangezogen. Zum Einstieg sei die graphische Wirkung skiz-
ziert:

Nl—=

>
n n+l n+2
Abbildung 7.1: Integralkriterium
Wir setzen f(x) = % Dann kann so geschlossen werden:
Y fOlk+1) -k =} f(k
k=n+1 k=n+1
< / f(x)dx = / X~ dx
n n
_ 1 1 1
 =2r+1 . 2r—1n2-1
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ALTERNATIV

Ein andere Option mit funktionalanalytischen Methoden konnen wir an dieser Stelle ein-
tigen. Einflieflen wird der Satz von Riesz. Sei

Die Norm der Funktionale geben den gesuchten Fehler an. Betragliche Abschatzung lie-
fert

() = S () ()| < [[ulla - [I7e(8) = Su(T(g))la
= [|ulla - |17(8 = Snlg))la
= [lulla - 11g = Sn(g)la

Die beiden letzten Gleichheiten diirfen vorgenommen werden, da

i) SnTx - szn ’
ii) [ (v)|la = [[0]la

Wir erhalten schlieSlich mit g(x) = Y dxex(x) die Gleichheit

Is—sisli= ¥ 8O v g

|k|>n |k|>n

Womit der alternative Beweis hiermit abgeschlossen ist. Zur Abwechslung wollen wir
ein Beispiel rechnen.

Beispiel.

Die vorangegangenen Fehler-Approximationen sollen auf die Bernoulli-Funktionen tiber-
tragen werden. Dazu die Definition

Pq = Z (lk) _qek
k#0

Wir untersuchen als Erstes fiir welche g die Funktion P, in Hj  liegt. Wahle dazu die
Folge (dy) mit dy = k=?". Die Bedingung an die Fourierkoeffizienten im Allgemeinen
lautet

2
Z ’(u,dik)’ <o, uc Hgn

Fiir die Bernoulli-Funktionen folgert man damit

(P .
E Z|k|2q—k2 1) < firg>r+1

Damit gilt mit D" P, = Pi:
P € Hy, € G5
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Anwendung des vorherigen Satzes (7.2.3) zeigt

1 _
HPrJrl_Sn(PrJrl)HOO: Z WZO(I’I r)

|k|>n

Diese Abschdtzung ist scharf und gilt von oben und von unten.

Wir geben nun eine Fehlerabschdtzung fiir Funktionen der Wiener Algebra As;. Zum
besseren Vergleich notieren wir A; : Hy — £ mit

Hy={u € Cyr: Ayu € L}
und fithren den Unterraum A,; C H; ein,
Ad = {M c Cz;-( : Adu - Azn}

mit den Funktionen

(ulek)
Agu = e
’ Zk: N

deren Fourierreihe absolut konvergiert.

Satz 7.2.4 (Fehler in Supremumsnorm fiir Aay)
Falls u € Ay, so gilt die Abschitzung

llu — Snutlloo < Vdu||Agu — Sp(Aqu)lla

Beweis.
Wir rechnen

[l = Suulleo < 3 [(,e0))|

|k|>n

_ |(u, )|
- gn@ Vi

= Y Vdl(Agu,e)]

|k|>n
< Vi Y Vi (A e
|k|>n

=V dn‘ ’Ad” - Sn<Ad”)Ha

Wir fordern hohere Differenzierbarkeit und erhalten

Korollar 7.2.5 Sei u € A}y mit dy = k=", wobei r den Grad der Glattheit angibt. Dann gilt

1 1
= Sl < - llAdgs = Su (Al =o ()

ni’
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Im nédchsten Schritt beschaftigen wir uns mit Fehlerabschédtzungen fiir holomorphe Funk-
tionen. Wir setzen
de=e 2K p>0

und bezeichnen zur besseren Unterscheidung den zugehorigen Raum mit Hy =: H :
H) = {u € Cor: Z:|(u,ek)|2 PR < oo}
k

Satz 7.2.6 Fiir eine Funktion u € H5_ hat man die Darstellung

u(z) =Y, (u,ep)e™ mitz e C

k=—o0

Dann ist u analytisch im Streifen —b < Im(z) < b.

Beweis.
Wir wéhlen 0 < ¢ < b und benutzen die Darstellung komplexer Zahlen z = x + iy mit
der Bedingung |y| < c. So folgt

ikz

‘e k<ol kez

Diese Umformung impliziert

Zuek
k

cs. 3 3
< (Z |26|k|2b> _ <>:e—z(b—c)k>
k k

< 0

=51
R

Somit ist die GleichméBigkeitin [Im(z)| < cfiiralle c € (0,b) gegeben. Damit konvergiert
die Reihe

[ole]

Z (u’ ek)eikz’

k=—c0

bestehend aus analytischen Funktionen, auf jeder abgeschlossenen und beschrankten of-
fenen Menge des Streifens [Im(z)| < b. Daher ist die Reihe selbst analytisch.

O
Satz 7.2.7 (H}_ ist RKHS)

Der Raum HY _ist ein RKHS mit reproduzierendem Kern

_ sinh(2b)
8(x) = cosh(2b) — cos(x)
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Der Kern g(x) besitzt Pole bei x = 2ib. Diese Tatsache driickt sich in der Fehlerabschit-
zung aus.

Satz 7.2.8 (Quantitativer Fehler in H5, )
Fiir u € H5__ gilt die Fehlerabschiitzung

| — Spu||z < e ™||Aqu — Sp(Aqu)||2 = o(e™™)  fiirn — oo

Vergleiche dieses Resultat mit der Abschédtzung fiir reelle Funktionen
||u— Syullp =o0(n™") firu € Hy,

Beweis.
Mit Satz (7.2.1) und /d, = Ve 20 = ¢~ erhalten wir die Aussage sofort.

O

Im letzten Resultat dieses Kapitels geben wir die Fehlerabschdtzung in der Supremums-
norm an.

Satz 7.2.9 Seiu € A . Dann
[l = Sutt||eo < e[| Agtt — Su(Aqu)]|a

Beweis.
Anwendung von Satz (7.2.4).



8 Interpolation in speziellen Raumen

8.1 Interpolation mit < g(x — xp),...,g(x —xn) >

Im letzten Kapitel werden einige Aspekte der Interpolation in periodischen Riumen né-
her beleuchtet.

Es seien die Stiitzstellen
0<xy<...<xny <271

vorgelegt. Desweiteren sei die schon bekannte Funktion
s0)= Y de
k=—o0
mit der definierenden Folge (dy) gegeben. Speziell ist
g(0) = ki dp < o0

Sei nun u € H; eine Funktion mit dem reproduzierenden Kern u(x) = (u, g(- — x))4. Wir
wiederholen die Eigenschaften

u,e, 2
i) (1,10)g = L 5 < oo

Lemma 8.1.1 (Basis)
Der Raum Vy wird aufgespannt durch

Vn(g) =< g(x —xp),...,8(x —xn) > (8.1)

Die Dimension ist dimVy(g) = N + 1.

Beweis.
Wir beweisen mit trigonometrischer Interpolation. Es sei N < 2m und T; eine trigonome-
trische Funktion
Ti€tn=<e_m...,em>
mit der Interpolationsbedingung T;(xx) = Jj.

LINEARE UNABHANGIGKEIT
N
!
2 %g(x—xj) =0
=0
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Bei linearer Unabhéangigkeit miissen alle &; verschwinden. Dazu schreiben wir

N N
0= <Tk,N, szjg(- — xj)> = lej(Tk,Nfg(' - xj)>d
j=0 a =0
N

= 20‘ka,N(xj)

j=0
= D(]'(S]',k

Daraus folgt, dass ay = O fiirallek =0,...,N.

Wir kommen nun zur Interpolation einer beliebigen Funktion.

Satz 8.1.2 (Eindeutige Interpolation)
Es existiert genau ein Qn (1) € Vn(g) mit der Interpolationseigenschaft

On(u)(xj) = u(x;), j=0,...,N

dabei ist Qn(u) gegeben durch
N
Qn(u) = ) wjg(- — xj)
j=0

Beweis.
Fiir fiihren die Betrachtung auf ein lineares Gleichungssystem zuriick und zeigen, dass
dieses eindeutig losbar ist. Bzw. die Gram-Matrix ist semi-positiv-definit, also regular.

Wir schreiben die reproduzierenden Kerne in die Matrix A

[g(xr —xj)] = A

Diese hat die Eigenschaften A = A* = AT. Weiter

u(x) = (u,8(- = x))a

und setzen u = g(- — x;) und x = x,. Dann folgt

u(x) = (u,8(- —x))a = g(- — xj) lx=x, = g(xr — x;)
Nochmal
g(xr —xj) = (8(- — %), 8(- — x¢))a

Wie angekiindigt werden diese Ausdriicke in eine Matrix A geschrieben,

A=[(g(-—xj),8(- —x1))d]

Aufgrund der linearen Unabhédngigkeit, schaue Lemma (8.1.1), ist A stets positiv, damit
auch det(A) > 0. Also ist A reguldr, und die Interpolation ist tatsdchlich moglich.

O
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Satz 8.1.3 (Beste Approximation)
Es gilt

[l = Qn(w)lla < (8.2)

N
u—) ag(-—x)
=0

d

Dann ist Qn(u) die beste Approximation im Raum Vyn(g) und wird durch Interpolation be-
stimmt, Satz (8.1.2).

Beweis.
Es gilt die Charakterisierung (Satz des Pythagoras)

(u—Qn(u),g(- —xx))a = u(xx) — Qn(u)(xx) =0, k=0,...,N

Damit ist Qn (1) beste Approximierende und (8.2) ist giiltig.

Bemerkung 8.1.4 Desweiteren gelten fiir Qn die Eigenschaften der Projektion

i) Q% =0Qn,
i) Q% = Qn.

Wir kommen nun zur Spline-Interpolation.

Satz 8.1.5 (Minimum-Norm-Interpolation)
Es sei v eine Funktion, die die Interpolationsbedingung

v(xg) =u(xg), k=0,...,N
erfiillt. Desweiteren werde u selbst durch Qn(u) interpoliert mit den IP-Bedingungen

On(u)(xx) = u(xy), k=0,...,N

Dann gilt die Abschitzung
QN ()[la < l[ol]4 (8.3)

bzw.
[1Qn(u)||lg = min{|[v||s : v(xj) = u(x;),j=0,...,N}

Beweis.
Da Qn (1) beste Approximierende ist, gilt der Pythagoras und wir konnen schreiben

[1ull = 11Qn ()13 + [lu — Qu(w)[3
Man sieht leicht
1l > [1Qn ()13
Wir haben nun zu zeigen
lollz > llQn ()13

Wegen der Gleichheit in den Stiitzstellen u(x;) = v(xy) folgt, dass Qn(v) = Qn(u#) und
somit gilt (8.3). Also ist die Minimumeigenschaft erfiillt. Bleibt zu zeigen:
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EINDEUTIGKEIT

Sei w = u — v gesetzt. Dann ist die Interpolierende Qn(w), wegen Qn(u) = Qn(v)
identisch Null.

Der Pythagoras liefert aufierdem
[[o]17 = 11Qn ()[I7 + v — Qn ()] [3

Allerdings ist |[v — Qn(u)||3 = 0 und es folgt

o113 = [1Qn ()17

Damit wegen der Norm-Bedingung v — Qn(#) = 0. Was zu zeigen war.

8.2 Interpolation in Hf

Wir wollen uns nun weiter spezialisieren und betrachten auf der Grundlage des Raums
H, den Teilraum der anti-periodischen Funktionen

H} C Hy mitu(x+m) = —u(x)

Wie iiblich untersuchen wir zuerst die Vollstandigkeit. Zu zeigen ist lediglich die Ab-
geschlossenheit von HJ. Dieses Argument haben wir schon oft benutzt! Gegeben sei
u(x) = (u,g(- — x))4. Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung gilt

()] < llulla-\/g(0) mitg(y) = L

Damit konvergieren alle Cauchy-Folgen in HY gegen ein Grenzelement aus H. Also ist
H} abgeschlossen, insbesondere vollstandig.

Unser Ziel besteht darin, alle vorher gemachten Uberlegungen fiir Vy(g) auf den Raum
H’f zu {ibertragen. Zu diesem Zweck miissen als Erstes die passenden Basisfunktionen
konstruiert werden. Definition des Projektors Q:

Q) = 50(x) = -+ 7)) = (3 3 lg(c =) = (- = (x-+ )

d

Man setzt

Dann formulieren wir
Qr(u) = (u,h(- —x))a

und eine beliebige Funktion u € HJ lasst sich durch den reproduzierenden Kern u(x) =
(u,h(- — x)), darstellen. Als ndchstes weisen wir die Basiseigenschaft nach.
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Lemma 8.2.1 (Basis in H})
Gegeben seien die Stiitzstellen 0 < xo < x1 < ... < x5-1 < 7. Dann sind die Kerne h(- —
x0), .-, h(- — x4-1) linear unabhingig, oder anders ausgedriickt

dim < h(-—xq),...,h(- —x4-1) >=¢q

Beweis.
Wir arbeiten mit der anti-periodischen trigonometrischen Interpolation. Zu den gegebe-
nen Stiitzstellen 0 < xg < x1 < ... < Xg1 < T fiigen wir q weitere hinzu, gemaf3

TS Xg < X1 < ... <Xpg-1 < Xy <27
mit
Xg =TT+ X0, Xg41 =TT+ X1, ..., Xoqg-1 =TT+ X5
Wir nehmen ein T; €< e_g, ..., e; > mit den Interpolationsbedingungen
T]'(Xk) =0k fir 0 < ] < Zq
Man definiere nun die trigonometrische Funktion S; € HJ fiirj =0,...,q — 1 gemifs
Si(y) = Tj(y) = Tjy + )

Die Funktion S i entsteht demnach durch Aufstellen der Grundfunktionen und dann Be-
trachtung des anti-periodischen Anteils. Speziell gilt

i) Set, C HiNHf (Verschiebungsinvarianz der Trigonometrischen Polynome),
ii) Sj(y+ ) = —S;(y) (Antiperiodizitat)
Zur weiteren Beweisfithrung betrachten wir die Knoten x;, 0 <k < g —1:

Si(xe) = Tj(xx) = Tj (x + 1) = Gjk = Ojksq = ik
~—— ~——
=Xk+q =0 fir j<g

Die lineare Unabhéngigkeit erhalten wir nun auf die iibliche Art und Weise:
q—1
0= Z Dé]h( — X])
j=0

Weiter fiir 0 < k < g:

q—1 q—1 q—1
0= (Sk, 2 oc]h( — x])> = ZE(Sk,h( — x]-))d = ZDTJS]{(X]) = LT]‘(SJ',k
j=0 a =0 j=0

Damit sind alle Koeffzienten ay (k = 0, ..., — 1) zu Null diskutiert und die lineare Un-
abhingigkeit bewiesen.

U
Fiir das nichste Resultat bendtigen wir den Kern h(y) = 3[g(y) — g(y — 7)] und eine
anti-periodische Funktion u € H mit der Darstellung u(x) = (u, h(- — x))g4.

Der Satz zeigt die Existenz einer Interpolierenden fiir 7r-antiperiodische Funktionen.
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Satz 8.2.2 (Eindeutige Interpolation)
Die Interpolierende gestattet die Darstellung

Z ajh(- — x]
mit der Interpolationseigenschaft
Ry(u)(xj) = u(x;), j=0,...,q-1

Beweis.
Der Beweis wird analog zu (8.1.2) gefiihrt. Es sei u(x) = (u, h(- — x))4, daraus folgend

Xg) = Zajh(xk—xj), mitk=0,...,9—1

Dann konnen wir die Gram-Matrix aufstellen durch

h(xe —xj) = (h(- = x;), h(- —=x¢))a (;k=0,...,4=1)

Wie im analogen Beweis ist die Gram-Matrix reguldr und die Aussagen sind bewiesen.
O

Satz 8.2.3 (Beste Approximation)
Seiu € HJ. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte beste Approximierende R, (u), mit der Eigen-
schaft

u—zuc] )

[l = Ry(u)lla <

Beweis.
Analog zu (8.1.3)! Konstruktion des Unterraums W, C HJf mit

W =< h( — XQ),. . .,h(- — xq_l) >
Wir nutzen die Charakterisierung (Pythagoras)
(4 —Ry(u),v)g =0 YoeW,

furv = h(- — xx).

An dieser Stelle sollte die Analogie zu den Finiten Elementen und der Galerkin-Orthogonalitit
erwahnt werden: Der Fehler steht senkrecht zu den Elementen.

Einsetzen von v = h(- — x;) zeigt weiter

(u—Rq(u),h(- —x¢)) =0 < u(xx) — Rg(u)(xx) =0

Damit ist R;(u) die beste Approximierende.
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Satz 8.2.4 (Minimum-Norm-Interpolation)
Es gilt
|Rq(1)||¢ = min {||v||4 : v € H},v(xj) = u(xj),j =0,...,4—1}

Insbesondere ist die Darstellung eindeutig!

Beweis.
Analog zu (8.1.5). Sei nach Voraussetzung u(x;) = v(xx). D.h.

(u—v,h(-—x¢))s=0=u—ve qu
Nutze Charakterisierung (vorheriges Lemma)
(1R ()[3 = [l 17 = [l = Ry ()17
und
IR ()17 = 110117 = Il — Ry ()3
Wegen den Ubereinstimmungen in den Stiitzstellen u(x;) = v(x;) gilt die Identitit der

Interpolationspolynome
Rq(u) = Rq(v),

welche durch die Gramsche Matrix eindeutig bestimmt sind. Nun kénnen wir folgern,
dass

IRy )[7 = 1Ry (@) |[7 = |21 — llo = Ry()I[3
Also
[1Rg ()17 < I[o113
Gleichheit gilt fiir v = R;(u) = Ry(v).
O

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse nutzen, um auf den folgenden Seiten zun&chst
einen graphischen Eindruck der Grundfunktionen zu vermitteln und anschliefSend einen
Konvergenzsatz bereit zu stellen.

Wir definieren ¢(y) = 1 — P»(y). Wobei P,(y) das fortgesetzte Bernoulli-Polynom dar-
stellt mit den Eigenschaften

i) DP(y) =m—x,

i) fo" Pa(y)dy =0

Diese werden nun genutzt, um die reproduzierenden Kerne /(y) ndher zu bestimmen.
Konkret

h(y) = 5(8() — 8(y+ 7)) = (Paly + ) — Pay)) fir0 < x < 2m

Mit dieser Konstruktion stellt der Kern /() eine stiickweise lineare Funktion in den In-
tervallen (0, 7r) und (7t,277) dar.

Wir erweitern diese Uberlegung auf nicht-dquidistante Stiitztellen fiir die Anzahl von g
Kernen

h(-—x0),....h(- —x4-1)
Diese sind linear in den Intervallen

(0,x0), (x0,%1), ..., (Xg-1,77)
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Beispiel.
Fiir g = 2 erhalten wir u(7r) = —u(0) und die Darstellung

Abbildung 8.1: Grundfunktion fiir g = 2

Fiir
R3(u)(xx) = u(xx), k=0,1,2

zeichnen wir die ersten Grundfunktionen Ag(x), A1(x), A2(x).

Abbildung 8.2: Grundfunktion Ag(x)
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—_
[
T

Abbildung 8.4: Grundfunktion A;(x)

Damit das Thema der Grundfunktionen geschlossen werden. Wir wollen an dieser Stelle
erwihnen, dass die bisherigen Uberlegungen des Kapitels auf weitere spezielle Riume
tibertragen werden konnen. Beispielsweise definiere man den Raum

H; mitu(—x)= —u(x)und u(2r —x) = —u(x)

Wie sieht nun H; aus? Stichwort zur Konstruktion seien die Kerne geméfs der Definition
u(x) = (u,g(- — x))4. Der Leser moge sich selbst mit diesen Uberlegungen weiterbilden.
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8.3 Konvergenzsatz

Wir besprechen nun den Hauptsatz des Kapitels. Dazu seien die nicht geordneten und
paarweise verschiedenen Knoten x; € [0,277) im halboffenen Intervall gegeben. Dabei
seien hinreichend viele Knoten vorgelegt, so dass diese dicht in [0, 277 liegen:

{xy:keZi}=]0,2nm]
Wir nutzen die bekannten Darstellungen
gr(x) =g(x—x) € Hy und  u(x) = (u,8(- = x))4

Der Raum W =< {gx : k > 0} > liegt dicht in H;. Konstruktion einer Funktion v € W
erfolgt gemafs

M
0= ) wgk
r=1

Im folgenden widmen wir uns dem orthogonalen Komplement:
Wt = {w' € Hy: (w',0) =0Vv € W}

Das orthogonale Komplement W+ ist ein Untervektorraum von H; und wegen der Ste-
tigkeit des Skalarprodukts stets abgeschlossen. Es gilt

WaoW- = Hy

Rechnung.
Essei w' € Wt mit (w/, g¢)s = 0. Damit gilt dann

w'(xx) =0, k>0

Desweiteren liegt w’ in Cp,. Die Menge {xy : k > 0} liegt dicht in [0, 27r]. D.h. @’ ist iden-
tisch Null. Demnach besteht W+ nur aus dem Nullvektor und Hj lisst sich als direkte
Summe schreiben:

Hy=Wao W, mitW! = {0}

O

Wir bemiihen nun Satz (8.1.5) der Minimum-Norm-Interpolation fiir das ndchste Resul-
tat,

Satz 8.3.1 (Konvergenz in der Energie-Norm)
Es gilt die monotone Konvergenz

[ = Qn(u)[la O (N — o)
Insbesondere liegt dann wegen ||u||e < \/g(0) - ||u||s auch gleichmiflige Konvergenz vor:

[l = Qn(u)[le = 0 (N — o)
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Beweis.
Es existiert eine Folge (w,) aus W mit ||u — w,|| — 0,7 — oco. Wir nutzen im weite-
ren Verlauf die Figenschaft der besten Approximierenden. Zundchst gilt die Cauchy-
Eigenschaft,

Ve>03dN, e N: |[|[u—w,|lg<e (r>Np)

Dabei ist w, ein Element aus dem Span < g1,...,gm, > mit M,_1; < M,. Wegen bester
Approximations-Eigenschaft kann man wie folgt abschétzen

llu—On,(u)||la < |lu—w,|| <€ 7>N; (8.4)
Wahle nun eine Teilfolge Qs (1), so dass
[l = Qs(u)lla < |Ju — Qum,y (W)lla, s> My, 70 = Ne+1
Wegen (8.4) schliefsen wir
llu—Qs(u)||ls <e s> M,

Was zu zeigen war.

8.4 Trigonometrische Interpolation in Hy

Zur weiteren Vertiefung wiederholen wir:

i) Fourier-Partialsummen
m

Smu =Y (u, er)e’™ e 1,

k=—m

ii) Approximation durch orthogonale Entwicklung mit Fehler

|lu — Spu||lp =0(m™"), u€ H),

iii) Skalarprodukt
1o ~ikx g
(uex) = 27r/ u(x)e X

Nun wollen wir einige interessante Fragestellungen der trigonometrischen Interpolation
erarbeiten. Dazu seien die dquidistanten Stiitzstellen

x]"n::x]‘:7]’, 0<]<7’l

vorgegeben. Desweiteren fithren wir fiir zwei komplexe Funktionen u,v € Cy, das dis-
krete Skalarprodukt ein:

1
<M,U>n— -
n

i) u(xj,.) (8.5)
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Fiir v = 1 erhalten wir die Rechteckregel:
1’ (21 1 2
A>,==) —j) = = d
Sz nj_ou(n]> 271/0 u(x)dx

Dabei kann man mittels Auswertungen der Funktion u an den Knoten 27” j den Vorgang
als Folge sehen. Sei (1) jcz mit der Vorschrift

_ 27, .
u]‘ =Uu 7] , l/l]'+n = u]‘

Die grundlegende Formel der trigonometrischen Interpolation wird durch
en(x) —1=(e1(x) —1)(1+e1(x)+...+e,-1(x))
gegeben. Damit konnen die Grundfunktionen aufgestellt werden. Vergleiche kurz mit

z" —1

=1+4z+...42"1
z—1

Satz 8.4.1 (Aliasing)
Sei u € Ay, eine Funktion der Wiener Algebra. Die Aliasing-Formel wird durch folgende Bezie-
hungen erreicht:

i)
(o]
< U, >p= Z (u/ er-i—sn)
s=—00
ii)
<u,er >p —(ue,) = Y (U,erisn)
|s|=0
Beweis.

Wir geben als Erstes die Fourierreihe der Funktion u,

(e 0]

u(x) =Y (u,e)er(x)

k=—o0

Diese ist absolut und gleichméfiig konvergent. Wir nutzen das diskrete Skalarprodukt
(8.5). Setzen anschliefiend fiir u die Fourierreihe ein, und nutzen die gleichméfiige Kon-
vergenz zum Vertauschen der Summen,

1
< u, ei’ >1’l = — Z u(x]',n)efr(xj,n)
0<j<n

Z Z(”/ ek)ek(xj,n)efr(x]’,n)

0<j<n k

:Z(”fek)1 Y er(xjn)e—r(xjn)

k 0<j<n

1
n
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Damit konnen wir den hinteren Teil wieder zum diskreten Skalarprodukt zusammenfas-
sen und die Orthogonalitdt der Grundfunktionen ausnutzen,

1
- Z ek(xj,n)efr(xj,n) =< €, >p= 5k,r =
0<j<n

0 furk #r—+sn
1 firk=r—+sn

und bekommen

[ee]

< u, er >n — Z (u/ei’+5n)

s=—00
]

Im néchsten Schritt sei § € Aj, eine reelle Funktion. Der Vektorraum der Translate be-
ziiglich ¢ und Parameter n wird aufgespannt durch

Vi(g) =< 8(- —xon), -, 8- = Xn—1,1) >

. 27T,
=< {g( - x],n)|0 S] < 7’1} >, xj,n = ?]

Es ist klar, dass Funktionen der Form
1 n—1 .
bin(x) =< g(x—-),ef >, = - Yo glx—xpu)e P, jez
k=0

Elemente von V,,(g) sind.

Lemma 8.4.2 (Fourierentwicklung der Grundfunktionen bj )
Man erhiilt fiir b; ,, die Darstellung

[ee]

bf/”(x) = ej(x) Z (g/ej+sn)esn(x), jEZ

S=—00

mit der absolut summierbaren Reihe g(x) = Y drer(x).

Beweis.
Wir definieren

u(x) =gx—t) = deeikxe’ikt, mit dy = (g, ex)
k

Daraus sieht man
(u,er) = (g, e—r)e_x(x)
Wir nutzen Satz (8.4.1) mit
bjn (x) =<u, ej >n = Z(”r ej+sn)

S
und schlieflen wie folgt:

bin(x) =<ue_j>y=Y (U6 o)

S

= Z(g/ejfsn)ejfsn(x) = Z(g/ejJrsn)eHsn(x)

S

Womit die Behauptung gezeigt ist.
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Satz 8.4.3 (Basis)
Fiir
bjn(0) #0, (0<j<n) (8.6)

formen die Funktionen b; , eine Basis des V;,(g). Speziell hat dieser Raum dann die Dimension n.

Beweis.
Wir setzen d; s, = (g, €j1sn) und benutzen

b]',n (x) = 3]'<x> Zdj—i-snesn(x)

Insbesondere gelten dann

bjn(0) =) dizsn #0 n.V. (8.7)

2
bjn(Xin) = €j(xkn)bjn(0),  Xiw = —k (8.8)

Die beiden Gleichungen (8.6) und (8.8) implizieren die lineare Unabhéngikeit der Funk-
tionen b;,,0 < j < n, da die Ausdriicke ¢;(xy,) als Eintrdge der Vandermonde Matrix
aufgefasst werden und diese regulér ist. Wir beschreiben diese Argumentation ausfiihr-
licher, wenn wir die Exponential-Basis des V,(g) einfiihren:

bjn(x)
B, (x) = -2~
],n( ) b]',n (O)
Hieraus erhalten wir mit x; , = Z%k
Bju(xkn) = ej(xpn) = 77K, (0 <jk<n) (8.9)

Ansatz zur Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit
n—1
Y ¢iBjn(xn) =0
j=0

liefert durch blofles Einsetzen )
n_
Y cjell Tk =0
j=0

Wie oben angedeutet kénnen die e’/ Tk als Eintrdge der Vandermonde-Matrix aufgefasst
werden, deren Determinante nicht verschwindet.

O

Satz 8.4.4 (Interpolation)
Zu einer Funktion u € Cy, existiert eine eindeutig bestimmte Funktion Q,(u) € V,(g), die den
Interpolationsbedingungen

Qu(u)(xkn) = u(xkn), 0<k<n
geniigt, mit der expliziten Darstellung

n—1

Qu(u) = Z <u,ej >, Bj,
=0
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Beweis.
Wir bezeichnen den Operator der diskreten Fourier-Transformation mit

n—1
Tu(u)(x) = Y <u,ef > ej(x)
j=0
Mit (8.9) folgt die Interpolationsbedingung

Qn(”)(xk,n) = Tn(u)(xk,n), 0<k<n

DENN:

Bereits bekannt ist
Tu(u)(xn) = u(xgy,), k=0,...,n—1

Zu zeigen bleibt
n—1
Qn(u)(xk,n) = Z < u,e; >n Bj,n(xk,n) = Tn(u)(xk,n) = u(xk,n)

:e]'(xk,n)

O

Die Herangehensweise der Bestimmung des Interpolationspolynoms in Satz (8.4.4) er-
laubt eine weitere Verallgemeinerung. Diese Methode ist namlich Translationsinvariant
unter Beachtung der Schrittweite , := h = 2Z.

n
Wir schauen uns den Operator T, ndher an, indem wir sein Bild bestimmen und anschlie-
Bend eine Interpolationsformel angeben. Das Bild von T}, ist gegeben durch

R(T,) =rg(T,) =<eq,...,en_1 >
Wir definieren

einx -1
er —1

1 , ,
Lo(x) = E(l e DY) =

Durch Einsetzen sieht man
Lo (n' ) =1 und Ly <2:k> =0 (1<k<n-1)

Wegen der passenden Wahl der Lo(xy,) konnen wir nachfolgende Interpolation errei-

chen
n—1

271
Ta(u)(x) = ) u(xen)Lo(x = Xin),  Xiw = =k
k=0
Aufgrund der Allgemeinheit der bisherigen Uberlegungen haben wir uns eine gute Aus-
gangsposition geschaffen, speziellere Resultate zu erschliefSen. Bisher haben wir die Funk-
tion g € Ay ganz allgemein benutzt. In zwei Beispielen geben wir ¢ nun explizit an.
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Beispiel 1.
Im Raum H; verwenden wir tiblicherweise

gx)= Y. die™
k=—o0

mit der Folge (di) und deren gewohnten Eigenschaften. Dann gilt die Minimum-Norm-
Interpolation (8.1.5). Aufierdem erhalten wir das Interpolationspolynom durch
n—1
Qn(”) = Z <u,er >y Br,n
r=0

Beispiel 2.
Sei der Index n = 2m + 1 gegeben. Wir setzen weiterhin

1, |r|<m
d, =
0, |r|>m

Dann erhalten wir
m

gx)= Y & =1+2Y coskx
k=1

k=—m

Zusitzlich bendtigen wir die Formel fiir die b; ,, welche der diskreten Poisson’schen Sum-
menformel entspricht,

bin(x) = €(x) Y djysnesn(x),  diron = (8, €j4sn)
S

Das impliziert die Identitaten
ba(x) = ei(x), (0<j<m)
und b,_j,(x) =e_j(x), (

Wir erhalten bei x = 0

bf/"(o): Z dj+sn:2m+1:1’l, 0<j<n

S§=—00

Spiegelung zeigt dann noch

b"‘jr”(o) = Z d(nfj)jtsn = d—j-i—sn/ 0< ] <n

S=—00 s=0

Wir leiten im folgenden den Operator der klassischen trigonometrischen Interpolation
her. Dazu verwenden wir die Aliasing Formel aus Satz (8.4.1) mit

< u,ek+n >n =< u,ex >n

Der Operator ist fiir n = 2m + 1 gegeben durch

m
Qome1(u) = Y < u,ex >omy1 ek (8.10)

k=—m
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und approximiert die Fourier-Partialsummen

mit der Eigenschaft
[l = Spit||e — 0 (M — ), u € Axy

Diese Approximationseigenschaft wird ebenfalls von Q1 erfiillt:
llu — Qomy1tt]leo — 0 (m — 00), u € Agy

Der Fehler wird im wesentlichen bestimmt durch

e
agk

< U, >om+1 _(u/ 8]) = (u, ej+s(2m+l)) + (u/ ej—s(2m+1))

s=1 s=1

Es gelten aufierdem die Relationen

1) $mQoms1 = Qomt1,
Rechnung.
Bekannt sind

S2 =S, R(Su) =Tt

Qi1 = Qams1, R(Qomi1) = T
Sei u € T, ein trigonometrisches Polynom, dann gilt
Sm(u) =u € 1y
also u € R(S;,). Damit erhalten auch die Beziehung
U= Qopt1(u) €

Letztendlich
Sm(t) = Su(Qam+1(1)) = Qomi1(u)

11) Q2m+1sm = Sm ,
Rechnung analog zu oben.

Es folgen einige Stabilitdtsaussagen.

Satz 8.4.5 (Stabilitit der Interpolation)
Es sei u € Ay eine Funktion der Wiener Algebra, die durch Qyy,41(u) interpoliert wird. Dann
gilt

1Qams1 ()lleo < ) |(w,e)| = [[ulla

k=—o0
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Beweis.
Wir rechnen in einer Zeile

m
|Qamy1(u)(x)| = Z < U, ek >om+1 el < Z |< u,ex >omi1]
k=—m |k|<m

und spezifizieren den inneren Teil durch Anwenden der Aliasing-Formel

< U, e Zomy1 = Z(M, ek+s(2m+1))

S

so dass,

| Qa1 (1) (x)] < ||Z Yo eersomany) | = Y [(wer) | = [fulla
k|<m s

r

Wir schwéchen die Voraussetzung an die Funktion # nun ab.

Satz 8.4.6 (Stabilitit der Interpolation)
Sei nun u € Cyy, deren Fourierreihe nicht notwendigerweise absolut konvergieren muss, dann
erhiilt man

[1Qam+1 () [[2 < (|1l

Beweis.
Konstruktion des trigonometrischen Polynoms

2m
T(x) = |Qam41(1) (0)1> = Qam1 (1) (¥)Qamy1 (u) (x) = ) ager(x)

k=—2m
unter Ausnutzung der Aliasing-Formel, zeigt
1Qam+1(w)[5 = (T e0)
=<T,e0 >2m+1
93
= T(xk,Zerl)
2m+1 /=,
1 ZX’"; >
= | Qa1 (1) (X 2m+1))
2m+1 /=,
1 ZZ*”; 2
= |1 (X 2m+1)]
2m+1 =,
< [[ull%
wie gehabt mit xj 5,11 = 5, +1k

O

An dieser Stelle erkennen wir einen Zusammenhang mit der Gaufi-Quadratur. Zunichst
sei die Relation zwischen den diskreten und den kontinuierlichen Fourierkoeffizienten
nochmals geschrieben:

< f,er >n= Z(fr erisn)

S
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Hieraus folgt
< f,e0 >p=< f,e0 >omi1= Z(f, €o+s(2m+1))
S
und
1 2m 1 2
< f,e0 >n= mlgf(xkgmﬂ) = 27 Jo f(x)dx

fiir eine Funktion f € 1. Fir |s| > 1 gilt stets

(fl es(Zm—l—l)) =0, f € Tom

Nach den Bemerkungen und Stabiltdtsaussagen der Interpolation, besprechen wir einige
Aspekte der Approximation.

Satz 8.4.7 (GleichmiifSige Approximation mit Qpy41 (1))
Falls u € Ay, eine Funktion mit absolut konvergenter Fourierreihe ist, so kann diese mit dem
Operator Qoy+1(u) gleichmiiflig approximiert werden, d.h.

||u_Q2m+1(U)||oo —0 filrm — 00

Beweis.
Aus fritheren Uberlegungen bekannt:

[[ulleo < [lul]a

Das heisst, Konvergenz in der || - ||,-Norm impliziert gleichméfige Konvergenz. Wir
tibertragen diese Tatsache auf die Approximation mit Fourier-Partialsummen:

[t — Smut]|oo < [Jut = Spt||la — 0 (m — o0)
Damit kann der eigentliche Beweis gefiihrt werden:

1= Qa1 (1) eo = [ = St + St = Qi ()] o
< |u = Sm||oo + [|Qam+1 (4 — Smt) oo
< ||u = Spulls-2

—0

Zur Erldauterung sei angemerkt, dass in der ersten Zeile zundchst mit S,,u kiinstlich er-
weitert wurde. AnschlieSend mit Dreiecksungleichung und der Identitét S, 1t = Qopy1(Smit)
die zweite Zeile begriindet wird. Und die dritte Zeile durch Anwenden von Satz (8.4.5)
erreicht wird, der dann die Konvergenz sichert.

Kurz: Die Normbeschrankheit liefert die Konvergenz.

Satz 8.4.8 (Approximation im quadratischen Mittel mit Q41 (1))
Sei u € Cyy eine 2rt-periodische Funktion. Dann kann diese in der L2-Norm mit Qomr1(u)
approximiert werden, so dass

[l — Qoms1(u)|[2 — 0 (m — o0)
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Beweis.
Wir fithren zunéchst einen weiteren Operator ein

Ky (u)(x) = % /Oznu(t)(pm(x —t)dt

dabei sei ¢, € T, gegeben durch

om(x) = cm(1+cosx)”, mitc, = % /02n om(t)dt =1
Dann gilt auf jeden Fall der Satz von Weierstraf3
|[u = Kintt||oo — 0 (m — o0)
Mit der Beziehung Qo +1(Kpu) = Kyyu schliefen wir

llu — Qomy1tt]]2 = || — Kyt — Qo1 (u — Kitt) |2
< ||u — K| |2 + ||Q2ms1 (1 — Kyt |2
< 2|[u = K] |oo

Die Argumentation verlduft im Prinzip analog zum Beweis des Satzes (8.4.7). Im letzten

Schritt wird Satz (8.4.6) herangezogen.

O

Die vorherigen beiden Sétze liefern die qualitativen Resultate, unter welchen Vorausset-
zungen approximiert werden kann. Wir untersuchen nun die Fragestellung der Konver-
genzgeschwindigkeit, sprich die Approximationsgiite. Dazu sei u € H; durch den trigo-
nometrischen Operator im quadratischen Mittel approximiert. Zur Wiederholung stellen

wir kurz zusammen, dass H; ein linearer Unterraum von C,; ist, mit

i | (e, e)|?

i =:(u,u)y

k=—00

Die definierende Folge (di) gentigt den Eigenschaften

Ay >diy, dxy=dy>0, dy=1, de<oo

k=—0c0

Um das Mafs der Approximationgiite zu bestimmen, definiere man
[o0]
Dy, = Z dkm
k=1

Dazu existiere eine Konstante &, so dass
Dy < ady

Wir brauchen desweiteren die hergeleiteten Resultate von S;;:

[|u—Smulla < Vdul|Ag(u —Snu)|l2 = Vdwl|u — Swullq

(8.11)

(8.12)



8.4 Trigonometrische Interpolation in Hy

wobei fiir den Operator A; : Hy — L gilt

Wir formulieren den ersten Satz zur quantitativen Approximation.

Satz 8.4.9 (Quantitative Fehlerabschiitzung in der L>-Norm)
Sei die Funktion u € Hy gegeben. Dann gilt die Abschitzung

Qa1 (1 = Swut)|l2 < Var/dun|[u — S| |4

Beweis.
Wir setzen v := u — S,,u, so dass

m
HQ2m+1UH% = Z ’ < U,ek >oun+1 |2
k=—m

Die Aliasing-Formel in Kombination mit der Dreiecksungleichung liefert zunachst

m 2
Z 2(v’ek+r(2m+1))

k=—m |r#0

2

i 1

= Y | ————0 e mi1)\/rrams)
k=—m |r#0 dk+r(2m+1)

B Z Zdi‘(v’eknLr(quLl))‘ deJrs(Zerl)
k=—mr#£0 “k+r(2m+1) s#0

Weiter folgt mit (8.11) in der letzten Summe

m 2
Z Z(U/ ek+r(2m+l))
k=—m |r#0
m 1 [ee) o
< Z di | (U/ ek+r(2m+1)) |2 (Z dk+s(2m+1) + Z dks(2m+1)>
k=—mr#£0 k+r(2m+1) s=1 s=1
m 1 [ee) [ee)
= Z Z di‘(vf ek+r(2m+l)> ‘2 (Z dk+s(2m+1) + Z dk+s(2m+1)>
k=—mr#£0 “k+r(2m+1) s=1 s=1
m 1 [ee) [ee]
<Y ) 7 | (0, s r2m1)) | (Z ds.om + Zd—m+s(2m+l)>
k=—mr#£0 “k+r(2m+1) s=1 s=1
m 1 by o] oo
< Z Z d |(U, ek+r(2m+l))| Z dsom + Z d—m+s-2m
k=—mr#£0 “k+r(2m+1) s=1 s=1

[1e
S
g

‘(U, €k+r(2m+1)> ‘2

=
I
|
3
~
IS
o
[
~
+
~
N
3
+
=
)
Il
—_

= Dy - || Aa(u = Suu)| |3

141
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Also mit (8.12)

2
= Dm‘HAd(“_Smu)H% < “dm'HAd(”_Smu)H%

m

D

k=—m

Z (o, Ck+r(2m+1) )
r#0

Was zu zeigen war.

O
Satz 8.4.10 (Fehlerordnung in der L2-Norm)
Sei u € Hy. Es gilt die Approximationsgiite
[ = Qomrrull2 < (1 +a)V/d - [|u— Smul|a
Beweis.
Wir nutzen das Resultat von Satz (8.4.9) und zeigen
[lu — Qomy1ull2 < [|u — Swul|2 + |[Smtt — Qomr1ul]2
= |Ju = Smu| |2 + || Q2m+1(u = Smu)| |2
< Vdw - Ju— Spullg+ a/dy - ||u— Spuulla
O

Wie schon so oft, werden die bisherigen Ergebnisse nun auf einen spezielleren Raum
tibertragen. Wir errinnern uns gerne an Hj . Dieser ist charakterisiert durch die Folge
(dk) mit

di = max{1,|k[}*, (k€ Z,rcN)

und erfiillt (8.12):
D,, = stm:m ZVZS 2r:(_1)r 21’2( )m 2r
s=1 s=1
Wir haben
D, =ad, mita= (_1),Bzr2(0) und d,, = m™%

Eine Anwendung von Satz (8.4.10) ist

Korollar 8.4.11 Sei u € Hj_ ein Element des periodischen Sobolev-Raumes. Dann erhiilt man
die Fehlerabschitzung

By(0)
2

[ — Qomaull2 < <1+(—1)r > -m~"||D"u — S (D"u)||2

Die Aussage kann bei hoherer Differenzierbarkeit noch verschérft werden. Vorher aber

eine niitzliche Abschatzung:

Lemma 8.4.12 Es sei die schwache Ableitung ¢ = D"u € L vorgegeben. Diese sei stiickweise
stetig differenzierbar. So gilt

(g ex)| < BIKIT, fiir k| — oo
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Beweis.
Die Aussage erhidlt man durch partielle Integration

;ﬂ/ﬂbg(t)ek(t) dt = 27;.,( /abg(t)Dek(t) at

1

- ([g(t)e_k(t)]{; - / b Dg(t)e_k(t)dt>

fir0 <a < b <2m.

Somit erhalten wir die angekiindigte Verscharfung:

Satz 8.4.13 Falls u € Hj _gegeben und die schwache Ableitung ¢ = D"u € L stiickweise stetig
differenzierbar ist, so gilt mit einer Konstanten y:

1
[l — Qomprtt]]p < y-m™"72

Beweis.
Wir nutzen Lemma (8.4.12) und rechnen

ID'u—Su(DW)|3 = ¥ (ge)? < B Y k™2 < pum™!

|k|>m |k|>m
Dann
By, (0 _
= Qunsanlly < (14 (17 2252 ) o | [D = S, (D)
B
< <1+ (-1)" 2’2(0)> T (Bym)
:')/m*r*%

Womit die Behauptung gezeigt ist.
O

Fiir Vollstandigkeitsuntersuchungen benétigen wir Abschidtzungen in der Supremums-
norm. Zum besseren Vergleich wiederholen wir an dieser Stelle das entsprechende Re-
sultat fiir den Fourier-Partialsummen Operator, siehe Satz (7.2.3).

Sei u € Hj_ eine Funktion. Dann existiert eine Konstante c,, so dass
[l — Smt]leo < |Ju— Sput]]a < cm T ||D"u — S,y (D"u)l|2 (8.13)
Falls zusétzlich die schwache Ableitung ¢ = D"u € L stetig differenzierbar ist, dann gilt

Lemma (8.4.12). Damit existiert ein konstantes b,, so dass

Der letzte Satz der Vorlesung erldutert eine vergleichbare Aussage fiir den Operator
Qom+1:
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Satz 8.4.14 Konvergenzordnung fiir gleichmiiflige Approximation in Hj )
Es sei die Funktion u € Hj, mit der stetig differenzierbaren schwachen Ableitung ¢ = D'u € L
gegeben. Dann gibt es eine Konstante b, mit der quantitativen Fehlerabschitzung

U — Qoms1tt]]eo < 2b,m™"

Beweis.
Es soll (8.4.7) angewendet werden. Dort wurde gezeigt, dass

llu — Qomi1tt]]eo <2 ||t = Spuut||a
Mit der Beziehung (8.13) rechnen wir aus:
1
[t — Qomr1]loo < 2¢,m ™2 - ||D"tt — S, (Dut) |2

Mit Lemma (8.4.12) wird die Behauptung endgitiltig bestétigt.



9 Kardinale Approximation in
harmonischen Hilbertraumen

In diesem Kapitel werden die Konzepte der trigonometrischen Interpolation in periodi-
schen Hilbertraumen auf harmonische Hilbertraume ausgedehnt. Speziell werden Feh-
lerabschdtzungen in der L,-Norm fiir kardinale Interpolation angegangen.

9.1 Trigonometrische Approximation in periodischen
Hilbertraumen

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Resultate zusammen gefasst, die fiir die neue
Theorie des harmonischen Hilbertraums von Interesse sind.

Der periodische Hilbertraum basiert auf der Zahlenfolge
d = (di)kez € L(2Z)
Diese soll die folgende Eigenschaft besitzen:
di > diy1, furk >0
Die Basisfunktionen sind gegeben durch
ck(t) = exp(ikt), ke Z
Somit kann der Raum H; definiert werden gemaf

Hy= {fe 3,0 3 Ul oo}

k=—c0

Das zugehorige Skalarprodukt wird dann wie folgt konstruiert:

Fga= Y Srolws)

k=—0c0 dk
wobei
1 21 _
(F.9) =5 [ fOR@ar

Die endliche Fouriertransformation von f ist ebenfalls bekannt und schreibt sich

1

(f,ex) = o Ohf(t) exp(—ikt) dt
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Aufbauend auf diesen einleitenden Bemerkungen werden drei allgemeine Raumtypen
definiert. Diese stellen die Grundlage fiir alle weiteren Uberlegungen. Zunichst bezeich-
ne Cp; die Banach-Algebra aller stetigen komplexwertigen periodischen Funktionen,
ausgestattet mit der Maximumsnorm

[ flleo = max{|f(t)] : 0 <t < 27}

Der zweite Raum, die Wiener Algebra A, enthilt alle Funktionen aus C,,, deren Fourier-
Reihe absolut konvergiert. Beztiglich der Norm

= Y 1(F,e0)

k=—c0

wird Ay, zu einer Banach-Algebra. Es gelten

Az C Cony I flleo < [If1]a

Die ndchsten Beziehungen sind von grundlegender Bedeutung;:

o 1/2
Hy C Aar C Cap, HfHooSHfHaSHfHd< Y. dk) 9.1)

k=—c0
Dabei kann fiir H; eine erzeugende Funktion angegeben werden
P(t) = Y die(t) € Hy
k=—o0

Ebenso gilt (- —a) € Hy,a € R mit

Ppx—a)=)_ (dke_ik”) ek

k

Jeder periodische Hilbertraum unterliegt der Translationsinvarianz

(f,8)a=(f(-—a),g(- —a))s, acR

Mit Hilfe der erzeugenden Funktion kann jede Funktion f wie folgt definiert werden

fx) = (f,9(- —a))a
Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert

FE) < Iflla- 19— a)lla
mit || (- — a)||ls = ||¢||s = /L dx. Dieses Ergebnis kennen wir bereits aus (9.1).

Zuletzt erinnern wir an den Fourier-Partialsummen Operator und dessen Eigenschaften.

Dieser ist durch
n

Su(f) =Y. (frex)ex 9.2)

k=—n
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gegeben und gentigt

154()lle < [|flla (Beschranktheit)
5:54n = Sn  (Projektor)
S, =S, (Selbst-Adjungiertheit)

Die Norm bestimmt sich mit

sl = 3 Wl < 35 1l gy

k=—n szm
Dann gilt auch
f = Su()llw < Nf = Suflla= Y [(frex)
|k|>n
Eine allgemeinere Definition von (9.2) ist
Z ¢(x)(f, ex)er(x)

k=—o00

wobei ¢(x) eine Gewichtsfunktion charakterisiert. Fiir ¢(x) = x[_,,) erhalten wir (9.2).
Dabei ist 0 < ¢(t) <1 fiir alle ¢.

Wir formulieren die ersten Resultate.

Satz 9.1.1 (Qualitativer Konvergenzsatz)
Sei f € Aoy gegeben. Dann gilt

I1f = Suflloo < |If = Suflla = 0 fiirn— oo

Ohne Beweis.

Satz 9.1.2 (Quantitative Abschiitzung)
Sei f € Hy. Dann erhilt man

o 1/2
1f = Suflleoe < If = Suflla < !2 Y dk]

k=n+1

D.h. auch
I[f = Suflla =0 (n— o0)

Ohne Beweis.
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Trigonometrische Interpolation

Es seien N = 2n + 1 paarweise verschiedene Knoten vorgelegt

. 27 .
t] = tjlzn_;,_] = ]m, ] = 0,. ..2n

Mit Hilfe dieser Stiitzstellen definieren wir das diskrete innere Produkt
2n

Y f(E)-g(t),

j=0

< f,8 >owmt1= 1

die diskrete Fourier-Transformation
2n
< f,8 >us1 ) f(t;) exp(—ikt;)
k=0

und geben die diskrete Poisson’sche Summenformel an
< f,8& >owm1= Z (f, €k+r(2n+1))rf € A

r=—oco

Der Fehler zwischen diskreten- und kontinuierlichen Fourierkoeffizienten bestimmt sich
mit
< f/ €k >2n+1 _(fl ek) = Z(fr ek+r(2n+1))
r#0

Wir kommen nun zur Approximation des Fourier-Partialsummen Operators S, (f). Diese
Approximation wird T, (f) genannt, und es gilt

Tu(f) = i < frex >aut1 €

k=—n

T}, ist ein trigonometrischer Interpolations-Projektor hinsichtlich der Stiitzstellen

.27 . 27 .
— <i<
T"<]2n+1) f<]2n—l—1>’ 0sj=2n

und den Eigenschaften

i) (|Taflleo < [[Tuflla
ii)  SyTuf = Tuf
iii) Tnsnf 7é Snf
iv) SpTn # T,S, iAllg.

Satz 9.1.3 (Erste Fehlerabschiitzung)
Es gilt
1Snf = Tuflleo < [ISnf = Tuflla < [If = Suflla
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Beweis.
Die erste Ungleichung ist klar! Die zweite zeigen wir nun. Es gilt

Hsnf_TnHu = Z ‘(f/ek)_ <frek >on+1 ’

|k|<n

Mit der Aliasing-Formel

[ee]

< f.ex >omp1= Z (f' ek+r(2n+l))

folgt
[Suf — Tuflla = Z [(frex)— < frex >ans1

k|<n

=Y. Y (f ek+r(2n+1))‘

|k|<n |r#0

< Y Y1 i)l

|k|<nr#0

= ) (f.e)l

|s|>n

= Hf_sana

Korollar 9.1.4 Fiir f € Aoy erhilt man aus dem vorherigen Satz sofort

f = Tuflla < [If = Suflla+1ISuf = Tuflle <2-|If =Suflla =0 (n— oo)
Damit erhdlt man eine quantitative Aussage fiir f € Hj.
Korollar 9.1.5 Sei f aus H;. Dann erhilt man die quantitative Fehlerabschitzung

1f = Tuflleo < |If = Tuflla <2

k=n+1

1/2
2y dk] |If = Suflla

Beweis.
Anwendung der Sétze (9.1.2), (9.1.3) und des vorigen Korollars.

O

Fiir die spezielle Folge (di) mit den Gliedern dy = k~?" und dem Startwert dy = 1 erken-
nen wir

n — oo

7

1f = Suflle =0 (n"2), r>
If = Tufllo =0 (n"2), r>

n—oo

7

N = N =

Rechung.
Wir skizzieren die Herleitung des Konvergenzfaktors nrt

i L < /001dt: #t—Zr—H 00 _ n—2r+1
W KT e —2r+1 . 2r—1
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Satz 9.1.6 Essei f € H,; gegeben. Fiir die Approximation mit S, gilt die Fehlerabschitzung
Ilf = Sufll2 < Vullf — Suflla

Beweis.
Es gilt

2
(el

If = suflB= ¥

|k|>n

Nach Voraussetzung ist die definierende Folge (dy) eine monoton fallende Folge mit d, >
dx+1 > 0. Somit ist

2
7€k
I - s <de ¥ B a5,
k| >n k
Was zu zeigen war.
O
Fiir die Abschdtzung der Approximations-Operatoren T,, und S, erhalten wir
Satz 9.1.7 Sei f € Hj eine Funktion. Dann gilt
HTnf_SanZ < \/22“f_5nfud
s=1
Beweis.
Wir haben
ITef = Sufll3 = Y | < frex >an1 —(f a0l
[k|<n
2 . /d
k+r(2n+1)
= 2 | L (frlrirenin)|
lk|<n |r#0 Aiyr(2n+1)
|(f ekrsiznr))|
<) (Z dk+r(2n+1)> (Z i doad
[k|<n \r#0 s#0 k+s(2n+1)
Genauere Untersuchung des zweiten Terms liefert
Y diirnit) <2 dor1)n <2 dm
r#0 r=1 r=1
Einsetzen ergibt die Behauptung.
O

Die beiden vorangegangenen Sdtzen ermdglichen eine Fehlerabschatzung zwischen Ori-
ginalfunktion f und dem Approximations-Operator T;,.
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Satz 9.1.8 Sei f aus Hy, dann
If = Tufll2 <242} dsullf = Suflla
s=1

Beweis.
Wir rechnen

1 = Tuflla < [1f = Suflla+11Suf — Tuflla <2 Zi@AU—&ﬂu

Fiir die Folge (dy) mit d; = 3

iz

gilt

11 1 29
nz‘?ZsT‘i<n2‘72q—1

e

Was mit Hilfe des Cauchy-Integralkriteriums zu zeigen ist. Dann erhalten wir

Satz 9.1.9 Seinun f € Hj_. Dann gilt
- T, —o(L
1f nfll2=o0 ni

Oder die Aussage fiir komplexwertige Funktionen mit der Folge (dy) mit dj = e~ *I?:

ad 1 e b
—snb __ _ —nb
Le S e 1T o pwm <%

s=1

Satz 9.1.10 Sei f € H}_. Dann

If = Tufllo =0 ("2)

9.2 Harmonische Hilbertraume

Eine Erweiterung aller Resultate auf hohere Theorie fiihrt auf die sog. harmonischen Hil-
bertraume Hp (IR). Wichtiges Tool wird das Fourier Integral sein.

Essei D € L1(R) N Lo (R) positive und gerade Dichtefunktion von einer Distributionen-
funktion. Die Funktion wird, analog zur definierenden Folge (di) bisher, die harmoni-
schen Hilbertrdume charakterisieren. Daher legen wir fiir D die folgenden Eigenschaften
fest:

i) 1>D(~t)=D(t)>0, D(0)=1
ii) D(t) > D(t+h) >0, ht>0
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Bevor der Raum Hp definiert werden kann, miissen noch eingie Voraussetzungen ge-
schaffen werden. Es sei F € M(IR) eine messbare Funktion, mit der wir

j;ELﬂR) = FeLi(R)

erhalten. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert die Norm
F
11 < Vil || 75|
VDIl
Beispiele.

1) Sei F = D. Dann erhalten wir
L _Ubet (R)
NG) ’

2) Fiir die D konnen beispielsweise die Funktionen

1

1_}_7‘{_2 = D(t) oder D(t) = eih(t)

gewdhlt werden.

Wir definieren nun das Fourier-Integral

Fu):fw):/mFUkmdt

Dies konnen wir leicht mit der Fourier-Reihe vergleichen, die wir nochmal schreiben:

[ee]

f) = Y(fe)e™ Ak

) 1

Das Fourier-Integral f ist eine Funktion aus Cp(IR). Wir erhalten die Beschréanktheit

Fl< [ IF@)ar

o]

Die Stetigkeit folgt aus

Flx+h) — ()] = ] [ B [ - o] dt‘

‘/ zxt 1th_1) dt‘

< [CIE@] e =1y ar
00 ——

—0(h—0)
—0

Hinter dem letzten Schritt steckt der Konvergenzsatz von Lebesgue. Insgesamt haben
somit die Stetigkeit gezeigt.
Es gilt

FeLi(R) = f(x)—0 firl|x]— oo
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Rechnung.
b . ixt7b ibx iax
fy = [ ertar= |5 == 0 ()
a a

ix
Wegen [¢¢*| = 1,& = a, b streben die Terme jeweils gegen Null fiir |x| — co.
In L1 (R) liegen die Treppenfunktionen dicht. Definiere dazu

o]

£i(x) = L F (- )X (3)

[ee]

Die Dichtheit folgt dann aus der Betrachtung

/\f ¥)|dx —0 (h—0)

Rechnung.
Es sei nach Voraussetzung | f(x)| = 0 fiir |x| > R. Wir definieren die Funktion f;, gemaf

fulx) = Z f(”h+h)?([nh(n+1)h[(x)

MM§R+1

Wir zeigen die Dichheit fiir festes R mit

© R+1

[ 1@ = fwlax = [ 1) - fuw)l i
B S nh+h () ( )|d
_H_ZS/ |f(x) = fu(x)|dx

S nh+h

= % [ 1F0) — Fluh+ h/2)| d
n=—§7n

h
—0 (h—0)

An dieser Stelle sei noch ein kleiner niitzlicher Trick erwéahnt:

nh+h

/nnh+h1'|f(x) — f(nh+h/2)|dx < ha </nh

\ |f(x)—f(nh+h/2)\2dx>2

Es werden nun zwei Beispiele fiir F gegeben.

Beispiel.
i) Sei F(t) = X[_py)(t). Wir berechnen das Fourier-Integral

b .
_ [0 it sinbx sin(2bx/2)
f(x)—[b ar =2 b_Zb[be/z
Vergleiche mit $2.

—alt|

ii) Gegeben sei F(t) = e~ *'l. Dann ist das Fourier Integral wie folgt gegeben

f(t) :/ e et gy — 2/ " cos(xt) dt
_ 2a
1+ (3)°
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Der Schritt zum zweiten Integral wird mit der Laplace-Transformation gefiihrt. Hier kon-
nen wir Verbindungen zur DGL feststellen. Dazu bilden wir von f die ersten beiden An-
bleitungen,

F(x) = 2/000 e~ "sinxtdt - (x)
F(x) = 2/000 e " cos xtdt- (—xx)

Dann gilt
f'(x) + 2 f(x) =0
Wir besprechen nun weitere Analogien der Hilbertraumkonzepte. Analog zur Wiener

Algebra Ay fithren wir den Linearraum A(R) ein, der absolut integrierbare Fourier In-
tegrale beinhaltet. Wann ist eine Funktion absolut integrierbar? Falls fiir F € L;(R) gilt

/ ()| dt < oo
Als néchstes wird A(R) mit einer Metrik ausgestattet:
1lla = [ IF(t)dt

Woraus wieder die Inklusionen

A(R) C Co(R), |[flleo < Iflla

folgen. Diese Vorarbeiten erlauben uns nun eine prazise Formulierung des periodischen

Hilbertraums Hp. Dieser ist ein Unterraum von A(RR), so dass % € Lp(R) und
_[" : ~ [
f(x) = LWF(t)exp(ztx) dt, /700 D) dt < oo

Da Hp ein Hilbertraum sein soll, miissen wir die Existenz eines Skalarprodukts nachwei-
sen. Vorschlag sei
_[® F(H)G(t)

Damit zeigen wir explizit die Vollstandigkeit von H;. Vorgabe sei die Cauchy-Folge (fy).
Dann

_ 2

2

_ / ’ Fo  Enm
vD VD
Wir definieren die Folgen (u,) und (u,) aus Ly(R) mit u, = 2= und u,, = 5’”5. Wir

VD
schieben die Zwischenrechnung zum Nachweis des Grenzelements u € L,(R) ein:

Esseiu = ”\/ED = %. Daraus folgt sofort v = uv/D € L,(R). Dann gilt

—u — 0, MELQ(IR)

%
2

vD
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Nun kénnen wir weiter folgern das

2

Fy Y dt — 0

1= fullo = [ |7~

Wir setzen F(t) = v(t)y/D und erhalten

[F(H)[* [ lo@®)*D(t)
/ D(t) _/ D(H) _/|”(t)|2<°°

Woraus die Vollstandigkeit folgt. Also ist Hp ein Hilbertraum.

Desweiteren sind Funktionen aus Hp translationsinvariant, so dass

(f(-—a),8(- —a))p = (£,8) 93)

und
[1f(-=a)llp = [Ifllp

Rechnung.
Wir zeigen (9.3). Es seien h(x) := f(x —a) und k(x) := g(x — a) zwei um a verschobene
Funktionen mit

h(x) = f(x—a) = / [F(t)e’mt} et dt
und  k(x) =g(x —a) = / {G(t)eiat} e dt

Wir schreiben das Skalarprodukt (%, k) p und bekommen

(ko = / [P(t)e—fﬂ [G(f)e—1]

O]
Wir halten die wichtigen Beziehungen
2
Hoc Ac Gy Iflls < lflle < Ifllo (/ DCyat)
Rechnung.
Wir zeigen die letzte Ungleichung || f||. < C||f||p:
[E(D)]
= D(t)dt
17l = [ 75 V/PO
1 1
[E()2)*? / ’
< .
< < D) D(t)dt
O

Das Fourier Integral erlaubt die Konstruktion einer definierenden Funktion d fiir Hp:

d(x) = / D(t)e™ dt
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mitd(x —a) € Hp und der Norm

D(t)

= [ 5

dt:/D(t)dt<oo

Daraus folgern wir die Existenz des reproduzierenden Kerns

f(x) = (f,d(-—x))p

mit dem Punktfunktional f und Reprasentanten d - —x). Einmal gilt nimlich

gly)=dly—x)= / D(t)e el dt

Zum anderen rechnen wir

(= = [ FORD — [EOO e ar — i

Diese Rechnung zeigt, dass jeder harmonische Hilbertraum ein Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern ist.

Da Ly (R) im Allg. kein Unterraum von L; (R) ist, wird des folgende Lemma von Bedeu-
tung.

Lemma 9.2.1 Essei f € Hp. Dann ist f € Ly(R) und es gilt die Abschiitzung

[fll2 = v2r||F|l2 < y/27||Dl|s|| f||D
Beweis.

Nach Voraussetzung gilt F/+/D = G € Ly(R). Fiir VD € Lo (R) folgt
GVD = F € L,(R)

Weiter gilt

oo 00 2
[ irwpar= [~ PO g < pjiinp

Nach Plancherel gilt

F(t) ~ ;T/f(x)exp(—itx) dx
27r/|P(t)|2dt :/|f(x)|2dx

Was zu zeigen war.

Wir diskutieren nun konkrete Fille des Raumes Hp. Es sei

D(t) = X|-p)

Diesen Raum wollen wir mit PW, = Hp bezeichnen, genannt Paley-Wiener-Raum. Der
Parameter b bezeichne die Bandbreite. PW), entspricht im diskreten Fall dem Raum 1,
der trigonometrischen Polynome.
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Sei f eine beliebige Funktion aus PW,. Dann gelten
b
Flx) = / F(t)exp(ixt)dt, F e Ly(R), F(t) = Ofi., fiir [t| > b
~b

Das innere Produkt ist wie folgt festgelegt
b
(f.8)0 = [ F(OG(®dt

—b

und die erzeugende Funktion mit

b .
hy(x) = /_b et dt = ZSIbe

Im zweiten Fall sei
D(t) = eI (9.4)

Dann ist

hp(x) = /e’“mei"t dt

= / e~ (cos xt 4 i sin xt) dt

= / et cos xt

o0
= 2/ e ™ cos xt
0

«
) Y.
a2 4 x2
Die Funktion hp(x) ist damit holomorph fiir |x| < a.

Als drittes Beispiel besprechen wir den Poisson-Kern. Es sei

1

Plt)=11¢

Dann wird
g(x) :/ L gy

oo 1412

Fiir die weiteren Rechnungen benétigen wir den Fourier-Umkehrsatz:

_ i * —itx
F(t) = 5 /_ flxe i ax 9.5)
wobei f(x) das gewohnte Fourier Integral darstellt. Wir setzen in (9.4) « = 1 und bekom-

men
; 2
—|t] jixt dt =
/e e 1+ 2
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Mit (9.5) gilt dann

1 r 2 :
—f _ 7/ —itx g
¢ 27T 1+x2€ :

11,
:/;1+x2€ dx

_1 1 ixt
- 71/1+x28 dx

Hieraus flieft g(x) = e~ ",



10 Aufgaben

Aufgabe 10.0.1 Zu zeigen ist die Identitiit:
z n—1
¢1(z) = sin(nz) cot(i) =1+ )_ 2cos(kz) + cos(nz)
k=1
Aufgabe 10.0.2 Zu zeigen ist, dass

@(z) = sinz(nz)Dl(cot(g)) € Ty

Aufgabe 10.0.3 Zu zeigen ist, dass

23(z) = sin3(nz)D2(cot(§)) € Tz
Aufgabe 10.0.4 Zu zeigen ist: Sei u(x) gerade und v(x) ungerade = (u,v) =0

Aufgabe 10.0.5 Sei T = ({ex : k € Z}).
Bestimmen Sie tt = {T € 7: T(—x) = T(x)}, 7~ ={T € 7: T(—x) = —T(x)}, wobei fiir
alle T gilt T(x 4 2m) = T(x).

Aufgabe 10.0.6 Seien w = {T € 1: T(x+n) = T(x)} und w- = {T €t :T(x+71) =
—T(x)} gegeben. Dann gilt:

k() ik ik _ eik.x falls k gerade
—e** falls k ungerade

Aufgabe 10.0.7 Sei d,(z) := sin(nz) cot(%), weiter gilt d,(*2) = 0 firk = 1,...,2n — 1
und d, (0) = 2n. Desweiteren ist nun ein Interpolationspolynom Tp,(f)(x) gegeben durch

-1 dy(x — KT

T(f)x) = Y f(o0) 2
k=0

2n

Zu zeigen ist: Ton (f)(x) € Ty und Ton(f) () = f(2F), r=0,...,2n—1

n
Aufgabe 10.0.8 Es ist

B sin 1
Dy(x) =142 cos(kx) = W
k=1 >
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Desweiteren gilt:

27r
D = =1,...,2
”(2n+1) 0/ r 7 7 n
D,(0) =2n+1
Sei zusitzlich
2n 27tk
T n+1 T
21 (f Zf 2n+1 2n+1 €

Zu zeigen ist: TZnH(f)(zi%) = f(ﬁ’f:l), r=20,...,2n
Aufgabe 10.0.9 Sei0 < xp < x1 < ... < X2, < 271 und

sin (352 - - - sin (F52¢)
sin (211 . . . sin (¥t

Zu zeigen ist Agon(x) € T, und Aopn(xXk) = dox

)\O,Zn (X) -

Aufgabe 10.0.10 Sei P,(cot(3)) := (1,cot(3),cot?(3),...,cot1(5)), der Raum der Polyno-
me, die im cot(3) laufen, vom Gerade q.
Zu zeigen ist nun: D7(cot(5)) € Py11(cot(3))

Aufgabe 10.0.11 Gesucht ist die Potenzreihendarstellung fiir %

Aufgabe 10.0.12 Gegeben ist g(x) = cos(ax) fiir —rt < x < 7. Es sollen nun die zugehorigen
Fourierkoeffizienten c(g) und danach die Besselsche Gleichung bestimmt werden.

Aufgabe 10.0.13 Sei u € Cyy. Zeigen Sie Fpy(ex) = ik(u, ex).

Aufgabe 10.0.14 Seien :
Ti( Z by sin (kx) Z e’

To(x) = ap + Z a cos(kx) Z ce'

N N
Zeigen Sie ) et = Y cx(coskx +isin(kx))
k=—N k=—N
N
=co+ Y ek + o] cos(kx) + i [cx — c_] sin(kx)
k=1

Aufgabe 10.0.15 Gegeben ist

—-1)F . ar _,
h(z) = hop(z) = ( 2) sin? ™ (z) -0<;p WDP cot(%)

Zeigen Sie hp ,(0) = 1
Dhy,p(0) =0, fiirj=1,...,p
Dlhgp(r) =0, fiirj=0,...,p
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Aufgabe 10.0.16 Sei Q- (u) = 3 (u(x) —u(x+m)), u € Hy
Zu zeigen: Qy ist eine idempotente Linearform auf H,

Aufgabe 10.0.17 Gesucht ist die Fourierreihe von Eg(x).
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11 Losungen zu ausgewahlten Aufgaben

Losung zu (10.0.1).

sin((n + 1)z) _ sin(3) cos(nz)
) sin(3)

Hier wurde das Additionstheorem sin((1 + 1)z) = sin(nz) cos() + cos(nz)sin(3) ver-
wendet. Nun ist:

n .
= Z ¢’** (n-ter Dirichlet-Kern)
k=—n

Mit der Tatsache, dass sin(z) eine ungerade Funktion und cos(z) eine gerade Funktion
ist, gilt fiir den n-ten Dirichlet-Kern:

=) ekr = Y (cos(kz) +isin(kz))

sin((n + 1)z) noo n
) k=—n k=—n

=14 ) 2cos(kz)

k=1
Damit gilt:
sin((n+1)z)  sin(%) cos(nz
$1(2) = s<in(Z)2 - <§in(z) )
2 2
n n—1
=14 ) 2cos(kz) —cos(nz) =1+ Y 2cos(kz) + cos(nz)

k=1 k=1

Losung zu (10.0.2).
Nun gilt:

Dl(cot(g)) = D! < ,
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164
Damit folgt:
: z sin?(nz) [ cos?(3)
ga(e) = sin (D! ot (5)) = -1 S5 e
2
1 sin(nz) cos(3) .
=3 W + sin“(nz) € Ton
€T,
Losung zu (10.0.3).
Nun gilt:
) zo, o fcos(3)\ 1 cos () sin®() + cos®(%) sin(3)
D*(cot(5)) =D (sin@> =5 ey
1 [cos(3)  cos’(3)
~ 2 \sin(3) sm3(%)
Damit folgt:
:23 z 3(z
.3 2 z,, _ sin’(nz) (cos(3) cos’(3)
85(2) = sin’(n) D (cot () = ) (Sm@ + 25
3
_ sin?(nz) | sin(nz) cos(3) 1 | sin(nz) cos(3) -
= 2 sin(3) 2 sin(2) 3n
€Ty

€T,
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Losung zu (10.0.4).

Seien u gerade, d.h. u(—x) = u(x), und v(x) ungerade, d.h v(—x) = —v(x). Deswei-
teren seien u, v reellwertig. Fiir das Produkt der beiden Funktionen gilt u(—x)v(—x) =
—u(x)v(x). Die Produktfunktion ist also ungerade. Als ungerade Funktion ist u(x)v(x)
punktsymmetrisch zum Ursprung und es gilt somit #(0)v(0) = 0.

Fiir das Skalarprodukt folgt:

= (u,v) = 21”/7T u(x)v(x)dx = 1 /n u(x)o(x)dx

—TT

21T J-n
L [/0 u(x)v(x)dx%—/onu(x)v(x)dx}

:E .

Sym. 1 [— /Oﬂu(x)v(x)dx—i-/Onu(x)v(x)dx] =0

27

Fiir komplexwertige Funktionen kann durch eine seperate Betrachtung fiir Real- und
Imaginérteil das Problem auf den reellen Fall reduziert werden.

Losung zu (10.0.5).

Esist T(x) = Y_ ae™; die Forderung T(—x) = T(x)liefert:

k=—oc0
ar = a_gund T(x) =2 ) arcos(kx) 4 1. Damit ist:
k=1
T = (1,cos(x),cos(2x),...) = ({cos(kx) : k € N U {0}})

Die Forderung T(—x) = —T(x) liefert ap = —a_j und T(x) = 2i Y ;" ; ai sin(kx). Damit
ist:
T~ = (sin(x),sin(2x),...) = ({sin(kx) : k € N})

Insgesamt ist somit jedes Basiselement von T+ eine gerade Funktion und jedes Basisele-
ment von 7~ eine ungerade Funktion. Damit gilt nach Aufgabe 1:

(cos(mx),sin(nx)) = % /_7; cos(mx)sin(nx)dx =0 Vn,m e NU{0}

=Tttl 1

Losung zu (10.0.6). 4
Es liefern fiir T(x) = Y5>, axe’®™* die Forderungen:

T(x+ ) = T(x) = a; = 0 fiir k ungerade
T(x+ ) = —T(x) = a, = 0 fiir k gerade

Somit gilt fiir beliebige u € wund v € w™

[ole] [ee]

u= Y are™, v = ) bye'™

k=—oc0, r=—00,
k gerade r ungerade
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Somit folgt, dass

(o)=Y Y aby (e, e) =0, dak #.

k=—o00, r=-—o00,

k gerade r ungerade
Es folgt aufSerdem:
w = ({ex : k € Z, k gerade})
= ({ex : k € Z, kungerade})

Losung zu (10.0.7).

=l ke dn(x—%")
Tl = L SO T € T
€T,
T _krn (—k)m
dn( =) da(C) o
Es ist o = o = 0jk
Damit folgt nun insgesamt
2n—1 T krmt
k7r dn(5F = =F) r7
T 7”: —), =0,...2n—1
o (f 2 f o f( » ), 7 n
:‘5r/k
Losung zu (10.0.8).
21 m 27tk D (2271r 27tk )
T n—+1 2n+1
w5, 7 +1 Zf 2n+1 2n+ 1
27tk Dn(z’;ﬁ’;")) ., 2mr

:k;')f(2n+1 1)
= N————

:‘Sr,k
Losung zu (10.0.9).

Der Beweis lduft {iber eine vollstindige Induktion iiber die Anzahl der Interpolations-
stiitzstellen:

s (54) -sin (%)
sin (3437 sin (73

(g(’“}*l) _ e—i(%)) . <ez‘<"‘;‘2> _ e—i(%))

LA:n=1 /\Olz(x)




Induktionsvoraussetzungen: Die Behauptung gelte bis zu einem festen n-1.
. X—Xop_ . — Xy,
sin (%) -sin (X2

: X0—Xon-1\ | o3 X0—X2n
Sin ( )l ) sin ( 5 )

I.S.:n—1—mn Aolzn(x) = /\O,Zn_z(x) :

ETn—l

eTy,

el

Mit der oben an die Interpolationsknoten gestellten Bedingung, gilt fiir k # j:
L X Xk

sin > #0,da0 <
Desweiteren ergibt sich fiir k # 0
sin (H51) - - - sin (%57%) - - - sin (T

sin (—xogxl) .. sin (x[rzxzn)

sin (L;xl) ... sin (xo_zxz”)
sin (L;xl) ... sin (xo_zxz”)

= Aoon(xx) = do

x]-—xk

<7

)\O,Zn (Xk> = ) =0

=1

Aoan(x0) =

Mit den Betrachtungen ergibt sich weiter:
2 . X—Xj
[T, sin (27
2 . Xr—X;
HjZO,j#r sin (—2 ’)

ST(x) = Tou(f) (x) = kzo FAnan(x) € T,

)\r,z;q(x) - € Tn fﬁr?’zo,...,zi’l

2n
=T(x1) = Ton(f) (1) = ) f(xi) Arou(30) = f(2) fiir 0 < 1 < 2m
k=0 —

=01k
Losung zu (10.0.10).
Beweis (vollstandige Induktion):
LA.:q=0 Do(cot(g)) - cot(g) e H’l(cot(g))\/
Z 1 z z
=1 D'(cot(3)) = —3 (1—|—c0t2(§)> € Py(cot(5))V
_ 2 zZy_ 1 (7 202 z
q=2 DX(cot(3)) = 5 cot(3) (1+c0t (2)) € P3(cot(5))V

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte bis zu einem festen n.
Induktionsschritt: n — n + 1:

D”“(cot(g)) = D(D”(COt(g)))

_\’d
61Pn+1
n+1 2 n+1 (2
=D k;oak cot (E) = k;oakD (cot (§)> ,Kettenregel
n+1

= Yot 1) (=3) - (1+e0f3) € Puia

167
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11 Losungen zu ausgewdhlten Aufgaben

Losung zu (10.0.11).
Es gilt

k 2k+1 o k Zk

sm( 1 &
T x ,(:ZO 2k-|-1 ; 2k-|-1

Losung zu (10.0.12).

a#0 co(g)= % /7; cos(ax)dx = % {Sin(ax)] 7

= —(sin(an) —sin(—amn)) =
l
a= 7/ -
P 7& 0 o g / ikxdx

T2
1 _ —zkx T )
7 [ cos(ax)e ] - /_nsin(ax)eflkxdx

(= cos(arm)(—1)F + cos(arm)(—1))

- ka
a [—sin(ax)e *]" a? 7 i
~ 2k [ (z'k : ] + g | coslax)e
_a [2sin(am)(—1)F kK> —asin(am)(-1)F .
= al8) = Zm'k[ i -2~ ae_ay sk

cx(g) =0, fira € Zund a # +k

- N —ikx
a=k: c(g) = = /_ﬂcos(kx)e dx
1 [—cos(kx)e ™1™ 1 7 ik
= E |:lk:| - Tm/_ﬂsm(kx)e dx
=0
1 [—sin(kx)e ™" kg7 ik
=5 [11{] - 2—m,/_”cos(kx)e dx
=0
< ck(g) =0 analoggiltfira=—k c(g)=0

Desweiteren gilt fiir die Norm von g:

1 ax 1 /™ .
Igll> = gy / |cos(ax ))?dx = oy [COS sin } +E/nsm2(ax)dx
. _

1 [cos(an)asm ar } +1/ (1 — cos?(ax))dx

—_—

& g2 = fiira 0

{cos(an) sin(arr) +a

:1

27
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Insgesamt liefert die Besselsche Gleichung:

IslP= ¥ le(o)P

k=—c0
o b cos(an)sin(ar) +art]  sin®(amn) i % sin?(arn)
27 a - m2a? m2(k? — a2)?

Losung zu (10.0.13).

N N
‘“21"_‘

/ Je~k¥dx
<[40

27 ik 27 .
fzkx —ikx _
}o - /0 u(x)e "™dx = ik (u, ;)

Losung zu (10.0.14).

Zum Verschwinden der Cosinusterme muss gelten ¢,y = —c_; und zum Verschwinden
der Sinusterme muss gelten ¢, = c_;. Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich fiir die
Koeffizienten von T; (x) und T»(x) folgendes:

bk = iCk und bk = —b_k
ar = 2¢;, fur 1 < k < N wobei ay = ¢g

Losung zu (10.0.15).
Aus einer modifizierten Variante der Polynomdivision folgt:

5
ya ..
cot3) =7 "% 360 15120 v M0 <z <2m

=g(z) holomorph

(=D " (p=r)!

s Damit ist

Desweiteren gilt, dass D" (1) =

pr7 cot(g) = 2(_1:;2(_’1 —)! +DP7(g(2))

Zusitzlich hat T()
hat die zugehorige Laurentreihenentwicklung um 0 die Gestalt:

= Z Zp+1 k
Wir setzen ap = 1 und by = 1. Nun gilt damit:

SUUE N <2ar<—1>”‘r+”rD""rg<z>>

zPH1=r (p—r)!

a,(=1)~" (—1)Pa, sin”T1(z)DF"¢(z)
= Y e T L 200 — 1)
0<r<p Zk:o ok 0<r<p p :

in 0 eine Polstelle der Ordnung p + 1 und vom Residuum 1. Damit

sm’”+1

hO,p (Z) =

) b,
2 Yk—0 Zp7iE  0<r<p

—1, fiir z—0 —0, fiir z—0

— 1, firz —0
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Damit ist 11, (0) = 1.
Desweiteren gilt:
1) ]'+k)

k — .
DF(sin”*1(z)) = .Z(:)M(Zajk@) sin” ™17/ [cos(z)] 2
=

Dabei ist a(p) ein Polynom in p.
Weiter wissen wir:

7) D' (sin”!(z))D" ( )3 <arz(lf’:-1127r T ar(_zl(ilzp@zg(Z)))
)

EQerom (£ (525

L —1)j+! ‘ e
=) (7) y (1+(21)])aﬂ<p>sinp+1] (cos(z)] =

=0 fiir z=m

, <“r(—1)”lr(P+1—7’)"'(p+1—l—n—l—r)>
0<r<p

Zp+1l+n—I—r

#0 fir z=m

1-(-1)!

_q)it ‘
- Z (7) Z (1+(21)])a]-1(p) sinP ™1 [cos(z)] 7

=0 furz=m

. a,(—1)PDP* " g (z)
L < 2(p —r)! )

0<r<p

Damit ist D/l (1) =0, fiirj =0,...,pv.

Losung zu (10.0.16).

Beweis:

Additivitat: Seien u, v € Hy. Dann gilt mit Q := Qg:

Qu+tv) =7 ((u+0)(x) = (u+0)(x+ 7))

(u(x) —u(x+m)) + % (v(x) —v(x+ 7))
(u) +Q(v) v

0O NI =N =

Homogenitét: Seia € C

(u(x) = u(x + 7))

N =

Q(au) :%(tx-u(x)—oc-u(x+7t)) =u-
=aQ(u) v
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Idempotenz:
Q(Q(m)) = Q5 (u(x) — ulx + 7))
=2 |5 (@) — ) 2 (- 7) — u(x + 2))

NI~
N =

u(x) — %u(x + ) — %u(x + ) + %u(x +2m)
%,—/
=3u(x)

Losung zu (10.0.17).

Es gilt E4(x) := 3 [By11(x) — Bg1(x + 7)]. Aus der Vorlesung ist und die Fourierreihe
der Bernoulli-Polynome bereits bekannt:

By(x) =) (ik) e
k#0

Somit ergibt sich fiir die Fourierreihe der Eulerpolynome:

1
Eg(x) =3 [Bg1(x) = Bgya (x + 7))
= 2 | Dk Z(z‘kr(q*”e”‘(””)]
2 Lk#0 k#0
_ 1 Z(ik)—(q-i-l)ezkx _ Z(ik)_(“l)elkx etkm
2 | k#0 k0 —(C1yk

_ Z (ik)~(a+1) (12+ (_1)k+1)eikx

k0
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