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Zusammenfassung

Dieser Kurs behandelt das Losen von partiellen Differentialgleichungen mit der Methode
der finiten Elemente.
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1 Numerische Simulation

Zunichst eine Ubersicht

Realitit

Praxis Theorie

Negative Faktoren:

Praxis:

zu teuer (crash-tests),

zu gefahrlich,

* zu weit weg (Mond),

zu klein (Nano)
Theorie:

¢ Gleichungen schwer losbar

Die Beschreibung der Realitét fithrt zur Modellierung von PDGL
— Niherungslosungen des Modells, Diskretisierung u ~ uy,

— Auswertung u = uy,

— Berwertung, Einordnung von uj, bzw. u

— numerische Experimente mit akzeptierten Modell
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Abschliefiend wird die Theorie der PDGL und der numerischen Analyse zusammenge-
fasst

Theorie PDGL
— PDGL
— Diskretisierung FDM, FEM
— diskretisiertes System von Gleichungen

Numerische Analyse
— diskretisiertes System von Gleichungen

Das diskretisierte System miindet dann in
— Losung der diskreten Systeme
— Theorie der Iterationsverfahren



2 Einleitung zur FEM (1D)

2.1 Das Modell-Problem

Fast die gesamte Vorlesung basiert auf der Untersuchung der inhomogenen Laplace-
Gleichung, der sog. Poisson-Gleichung. Anhand dieser Gleichung kénnen wesentliche Aspek-
te der Finite Element Methode erarbeitet werden.

In der Praxis charakterisiert die Poisson-Gleichung im 1D-Fall beispielsweise einen ein-
gespannten elastischen Draht, auf den die Kraft f wirkt

o

Der Draht wird nach unten ausgelenkt

1 |
A
5\ u(x) /
Y

Es soll nun eine mathematische Formulierung hergeleitet werden. Dazu betrachte man

die Langendnderung
1 1
al= [\ 1+ @urdx— [ 14
; + (0yu)?dx L

Das erste Integral beschreibt die Bogenldnge und kann mit der Taylor-Entwicklung noch
vereinfacht werden. Fiir kleine Auslenkungen erhélt man

1
1+y=V1+0+-———=(y—0)+O((y—0)?
Vity=V VL A A
mit y = (dyu)? und O((y — 0)?) als Fehlerordnung. Die Naherung ergibt
1
VIty~1+3y
Fiir die Laingendnderung Al folgt damit
1 /1 5
Al ~ f/ (Oxu)“dx
2 Jo

Die elastische Energie des Drahts ist proportional zu Al:

Ug ~ Al
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Durch Einwirken der Kraft f besitzt der Draht aufferdem die potentielle Energie Uy mit

1
—/ f-udx (E=F-s bzw.:Energie = Kraft x Weg)
0

Aufgrund der Energieerhaltung werden elastische- und potentielle Energie addiert und
erhalt so

1 1
U(u):UE-i-Uf:;/O (axu)de—/O fudx

In der stabilen Gleichgewichtslage wird die Gesamtenergie minimiert, so dass man fol-
gende Aufgabe formulieren kann.

Aufgabe.
Gesuchtist u € V, so dass

U(u) <U(v) VYveV, Vistder Raum der Vergleichsfkt.

EIGENSCHAFTEN VON V

1. alle stetigen Funktionen mit ,Nullrandwerten “(Auslenkung an den Réndern ist
Null)

2. stiickweise stetige, beschrankte 1. Ableitung (, Integrale miissen Sinn machen *)

Losung der Aufgabe.
Wir nehmen an, dass Losung u gefunden ist. Dazu wird ¢ € V als ,Storung”gewahlt und

v=u+e- @, €e€R
betrachtet. Wegen Minimaleigenschaft gilt dann
U(u) < U(v) = U(u +¢p)

Die notwendige Bedingung lautet

d
0= %U(u +e9)

& 0= ;8[1/1(8(u+8g0 dx—/f u+£<p)dx}

Ketignregel 0_[ /2 (1L + €9))0x Godx_/ f (de}
e=0

o o:/ Bxuaxgodx—/ frpdx 2.1)
0 0

e=0

e=0

Man spricht bei (2.1) von der variationellen Formulierung. Hieraus kann die klassische
Formulierung hergeleitet werden:

Satz 2.1.1 Sei u(x) Losung von (2.1). Zusiitzlich existiere 92u(x) und sei stetig. Dann gilt

—u(x) = f(x) x€(0,1)
u(0) =u(l) =0 Randbedingungen
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Beweis.
Partielle Integration angewendet auf (2.1).

(Dt - ¢l /82 (x)dx—/olf(x)'q)(x)dxzo

9(0) = ¢(1) =0 = [du- 9] =0

Beachte

Also
0= [[ @)+ f() - glx)dx Vglx) € V
= 0= —22u(x)— f(x) auf(0,1)

Zusitzlich erhdlt man u(0) = u(1) =1

O
Als Kurzschreibweise wird die ndchste Formulierung oft verwendet werden
—u" = f auf(0;1)
u(0)=u(1)=0
2.2 Klassische und variationelle Formulierung
Zum klassischen Poisson-Problem betrachte man die Dirichlet-Formulierung D
_u/l — f
u(0) =u(1) =0 (2.2)
Die variationelle Formulierung V dazu lautet
ueVv: W,¢)=(f¢9) VeeV (2.3)

mit (v,w) := [;v-wdx. Der Raum V ist der Raum der Vergleichsfunktionen (auch Test-
funktionen genannt) mit den Eigenschaften

i) alle stetigen Funktionen mit Nullrandwerten und

ii) stiickweise stetige beschrankte 1. Ableitungen sind enthalten

Als dritte Formulierung sei die Minimalcharakterisierung M genannt, die in der vorhe-
rigen Sektion hergeleitet wurde

2/ dx—/f pdx VoeV (2.4)
Gesucht ist das Minimum

ueV: Uu)<U(p) VYoeV
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Es gilt

Satz 2.2.1 Damit sind dquivalent
i) Die variationelle Formulierung V (2.3),
ii) die Dirichlet-Formulierung D (2.2),

iii) die Minimumcharakterisierung M (2.4)

2.3 Diskretisierung

Vorbereitungen:

Einteilung von (0; 1) in Teilintervalle der Gréf8e & mit n inneren Punkten.
h

I <> | |

I 1 1 1 1

0 i X Xy 1

Mit der Naherung u ~ uy,. Dabei sollte u, stetig sein und stiickweise linear.

Notation: u} = uy,(x;), f' = f(x;).
Fiir die Ableitungen gilt:

. i1 i
, B Vit = % ; Up
uy(x) = , i1
= -7 auf (Xl‘_l, Xl‘)

auf (x;,x;11)

Idee: . .
) = flay - () =

Einsetzen liefert:

uitl _oyi 4ogicl '
—u"(x;) = f(x;) = —( g hzh h ) =f (2.5)
Fiir jeden Gitterpunkt erhdlt man eine Gleichung. Somit entsteht ein lineares Gleichungs-

system.
Also: Ax = bmitx,b € R", A € R"™™",

u, f! 2 -1
x=|:|,b=]:], A= -1 . C (2.6)

uj " -1 2
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In die Matrix A werden die Koeffizienten aus (2.5) eingetragen.

Bemerkung zu den Randbedingungen

Setze in den beiden Gleichungen von (2.5), die die Randwerte 0 und 1 enthalten direkt
Null ein. Denn die Randbedingung fordert #(0) = u(1) = 0. Folglich ist fiir i = 1 und
n—l:u%zOunduh =0.

Die néchsten Schritte lauten:
* Lose Ax = b und erhalte x als Losung

¢ (Graphische) Darstellung der Losung

Verallgemeinerung.
Betrachte
Lu:= —u" +b(x)u' 4+ c(x)u = f(x) (2.7)

mit x € (0;1),u(0) = u(1),u = u(x). AuBerdem c(x) > 0, welches die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung sichert.

Schon dieses Problem ist i. Allg. nicht ,exakt “l6sbar.

2.4 Differenzenverfahren

u(x)“

[
' o

i1 Xi X
Abbildung 2.1: Diskretisierung der Funktion u

Ziel soll sein, die Tangente in x; ndherungsweise zu bestimmen. Dies geschieht mit Hilfe
einer Sekante durch die Punkte x;_; und x;:

u(x;) —u(x;_q)
Xi — Xi—1

u'(x;) =

Dieses Verfahren wird analog fiir hohere Ableitungen verwendet. Zur Diskretisierung
betrachte man eine Menge von , Gitterpunkten “:

1

xi=ihi=0,..,Nh=qg

, Nist Zahl der Teilintervalle

Definiere:

wp ={x; =ihli=1,...,N—1} Menge der inneren Gitterpunkte
yn = {x0,xn} Randpunkte
wy, = wy Uy,  alle Gitterpunkte
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Eine Gitterfunktion 1, ist auf wy, definiert, also im Prinzip ein Vektor:

iy = (up(x0), un(x1), ..., up(xn))" = (uo, ..., un)"
Approximation der 1. Ableitungen:
Vorwirtsdifferenz: (D1 u)(x) := u(x+ h})l —u(x)
Riickwirtsdifferenz: (D~ u)(x) := u(x) = Z(x —h)
symm. Differenz: (D%)(x) := u(x+ h)z—hu(x —h)
Zweite Ableitung:
(D* D) (x) 1= u(x+h)— ZL;I(zx) +u(x+h)
Ansatz zur Diskretisierung:
mit (2.7):
DD u; + ;D% +cou; = f;, i=1,...,N—1 (2.8)

mit den schon oben benutzten Kurzschreibweisen: b; = b(x;),c; = c(x;), fi = f(x;).
Aus Aufstellung (2.8) folgt, dass fiir jeden Gitterpunkt eine Gleichung steht. Also ein
System von N — 1 Gleichungen mit N — 1 Unbekannten.

Beispiel.
Seien b(x) = c(x) = 0, es treten also keine 1. Ableitungen auf.

Ui+ 2u; — u;

= fi i=1..,N-1

Schreibe dieses System in eine Matrix:

2 -1 Uy fi

UN-1 fN-1

Dieses System wird auch Tridiagonales Gleichungssystem genannt. Aufgabe ist nun, die-
ses Gleichungssystem zu mit dem Losungsvektor (u1, ..., uy_1)" losen.
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Die Ndherungslosung mit Hilfe der Diskretisierung ist in folgender Skizze dargestellt.

u(X)A

[
1

Xl X2 XN X

Die nichste Frage wird sein, wie solche Ndherungslosungen weiter verbessert werden
konnen. Immerhin ist obige Losung lediglich eine Approximation. Kann evtl. durch die
Verwendung einer grofleren Anzahl von Gitterpunkten die Losung verbessert werden?

Verbesserung der Losung

Betrachtung des Drahtproblems

X,
1
| | | | |
I | I |
0 1
Untersuchung des Fehlers mit der Schreibweise u; := u(x;)

max [u; — u}|
1

Definition 2.4.1 Das Differenzenverfahren heif$st konvergent von der Ordnung k, wenn gilt
max |u; — ul| < C-H, C = const
1
Beispiel.

Fiir die vorgestellte Diskretisierung in Abschnitt (2.3) fiir —u” = fistk = 2.

Die prinzipielle Untersuchung auf Konvergenz geschieht durch die Begriffe Konsistenz
und Stabilitiit. Betrachte dazu die folgende , Fehlergleichung”.

Ly(Ryu — uy) = LyRyu — Lyuy, = LyRyu — f = LyRyu — Ry, Lu
Hier ist Ryu — uy, die i-te Zeile des Vektors x. Namlich u(x;) — ”;1-
Definition 2.4.2 Das Differenzenverfahren heif$t konsistent von der Ordnung k, falls gilt
||ILyRyu — RyLul| ,, < C-H*
= max |L,Ryu — RyLu| < C -1

Definition 2.4.3 Folgt aus Lywy, = fy, die Ungleichung

max |wy| < C-max|fy|
1 1

so heif$t das Verfahren stabil.
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BEWERTUNG IN BEZUG AUF u,

[y = || = [y — 41—y
= [w—ul[+  [Ju =]

Modellfehler  Diskretisierungsfehler

Verbesserung des Modells mit
—u'=f— —pu' =f
wobei u die Elastizitdtskonstante ist. Damit wird
—0,75u" = f

als akzeptiertes Modell angenommen.

2.5 Ndherungslésungen, Ritz-Galerkin-Verfahren

Es sollen die Vorziige der variationellen Formulierung ausgenutzt werden. Idee ist, den
Raum V durch einen endlich-dimensionalen Teilraum VN mit dim VN = N zu approxi-
mieren. Man betrachte dazu die schwache Formulierung V

(ax”N/axﬁoN) = (f, q)N) v(PN eVvN

Gesucht ist die Losung u™ € VN. Im weiteren Verlauf wird die folgende Schreibweise
verwendet
a(v,w) := (0,0, 0,w), v,weV

Also fiir unser Problem
a(uM, o) = (f, ") VoM e V¥ (2.9)

Fiir den endlichen Vektorraum VN =< ®1,..., 9N > wird eine Basis genommen und fiir
einen beliebigen Vektor ¢ € V¥ gilt dann

N
9=) 09, vER
j=1
Es gentigt

a(uN,¢)) = (f, @) Vi=1,...,N (2.10)
zu erfiillen.

Rechnung.
Umstellung von (2.9) zeigt

— N = .. | — = D
O=alu ,;UIQDZ f,;Uzqoz

210) ivi (a(uN, 9i) — (f, fPi)>

=0
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Fiir die Berechnung der Naherungslésung u™ wird
N
N — Z ujpj, uj € R
j=1

n (2.10) eingesetzt. Dann folgt
a(u®, ¢1) = (f, 1)

N
a (Z“ﬂf’fv ¢i> = (f,¢i)

j=1

N
= Z”fﬂ(%(l)i) =(f,¢i), i=1,...,N
j=1

Die Bestimmung von uN € VN wird somit auf das Losen eines linearen Gleichungssys-
tems Ax = b zurtickgefiihrt mit

= (
(bl, bN) bi = (f, ¢:)
A= a(go], ¢i), Ac€ RN*N

ERSTE FEHLERABSCHATZUNG, GALERKIN-EIGENSCHAFT
a(u, @) = (f,9) VoeV
a(uM, o) = (f,¢") Vo' e VN

Wir arbeiten mit dem konformen Ansatz. D.h. es gilt VN C V. Diese Wahl ist nahelie-
gend aber nicht zwingend. Fiir ein Element ¢V € VN und Subtraktion der beiden obigen
Gleichungen folgt

a(u—uN,pN) =0 VeN e VN

Diese Beziehung wird Galerkin-Orthogonalitit genannt. Der Fehler der Ndherungslosung
uN kann nun abgeschitzt werden.

[ —uN|[5 = a(u —uM,u— N + N —u™)
:a(u—uN,u—go )+ a(u—ul, N —ul)

=0 (wg. Galerkin-Eigenschaft)

<cflu—uMy - [lu— ¢y

Division zeigt
lu—uly <cllu—@Nlv Vo eV

Ubergang zum Infimum liefert

lu—uN|ly < = inf |ju—¢"y

C
I (pNEVN

wobei a die Elliptizidtskonstante ist.
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2.6 Einfache Finite Elemente

Nachdem wir erste Ansétze der Diskretisierung in den ersten Abschnitten kennen gelernt
haben, werden nun Finite Element Methoden eingefiihrt. Wir beginnen mit den linearen
Ansidtzen und geben am Ende der Sektion eine Idee zur Konstruktion von quadratischen
Finiten Elementen.

Die ausgefiihrten Schritte werden ausschliefslich fiir das Modell-Problem gemacht. Vor-
weg die allgemeinen Uberlegungen

# Losung u sollte gut approximierbar sein

# Leichte Berechnung der Eintrage von A, also
a(gj, ¢i) = /ax(/)j - Oy dx

# A sollte fiir die Numerik giinstige Eigenschaften haben, wie zum Beispiel moderate
Kondition, diinnbesetzt, usw.

2.6.1 Lineare Finite Elemente

Idee: VN besteht aus stiickweise linearen Funktionen, die global stetig sind.

»
>
X

Abbildung 2.2: Beispiel einer Funktion v € VN

Dazu werden die passenden Basisfunktionen ¢; € VN gewihlt, definiert durch

1, fallsj=1i
pi(x;) = /=1 (2.11)
0, fallsj#i

h=i-(@-1)
i=x

h

i-1 i i+1 X

»
>

Abbildung 2.3: Die Basisfunktionen ¢; und ¢;;1, sog. Hutfunktionen
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Eine Funktion v € VN kann somit geschrieben werden als
N
x) =Y vii(x), xe€l01], v :=0(x))
j=1

Durch die geschickte Wahl der Basisfunktionen tiberschneiden sich nur die direkten Nach-
barn. Alle weiteren schneiden sich nicht. Daher sind die gebildeten Integrale gleich Null

[ox9i1-0piadx =0 (2.12)

Die so erzeugte Matrix ist also diinnbesetzt. Es stehen lediglich in der Hauptdiagonalen
und den beiden ersten Nebendiagonalen Werte, die im folgenden berechnet werden.

Es gilt nach (2.11):
ei(xi)) =1, ¢i(xi41) =0, ¢;linear auf (x;, x; 1)
Weiter ist

0 = — auf (x;, Xj41)

1
h
Also folgt fiir die Hauptdiagonale i = j

a(pi, ¢i) Z/ax¢i'ax¢idx
212
( )/ x(Pz' x(Pidx

_2/ x(Pz x(Pz‘dx

2

Die A;; stellen die Eintrdge der Diagonalen. Bestimmen der Nebendiagonalwerte liefert

i+1
/ OxQiOxPit1dx = / OxPi0xPit1 dx
1 i

1 1

- T h = n Ajjip1 = Ai,i
Also
2 -1
-1 2 -1
1
A=_. -1
h
-1
-1 2

Berechnung der rechten Seite
b = /1 Foidx
Falls f konstant ist, folgt

i+1
bl-:f-/F1 gidx = hf;
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ALTERNATIVES VORGEHEN

Bisher wurde zum Aufstellen der Matrix A eine Schleife der Basisfunktionen gebildet.
Alternativ dazu kann zellweise vorgegangen werden. D.h. es wird erst eine Zelle kom-
plett abgearbeitet. Also der Hauptdiagonalwert und die beiden Nebendiagonalwerte be-
stimmt werden, ehe anschliefSend zur ndchsten Zelle weitergegangen wird.

1D Mehr D

h=i-(i1)
i=x

h

S X

»

Betrachten wir nun den 1D Fall, und der Einfachheit halber nur innere Punkte. Es sei die
Zelle (x;j, x;11) vorgegeben.

¢

i i+1 X
0 1

Man bilde die zugehorigen Integrale

i1 1
/ 0x @i - 0xPiy1dx = 7

i+1 i+1 1
/ 0x@i - 0x@idx = / OxPit1 - Ox@Pip1 dx = 7
i i

und stelle die Matrix auf
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Fiir die weiteren Daten wird nun die nachste Zelle betrachtet.

$

i+1 i+2 X
0 1

Folgende Eintrdge werden in Matrix A gemacht.

R
A= hl 1 hl 1
“n ohth Th
11
h h
T 1 T

i i+1 i+2

Fiir nicht dquidistante Abstdande erfolgt die Berechnung nach dem gleichem Schema.

2.6.2 Quadratische Finite Elemente

Aufgabe.
Konstruiere 3 Basisfunktionen, die jeweils durch drei Punkte gehen. Der Ansatz liegt auf
der Hand, die Losungen sind quadratische Funktionen der Bauart

ax® + bx + ¢

O
A4

A\

\

Es sei folgende Aufgabe gestellt:
Man konstruiere einen endlich-dim. Teilraum V}, C V, der aus Funktionen besteht, die
quadratisch sind auf jedem Teilintervall I; einer Zerlegung von I = (0, 1).

Die Beschreibung der Parameter der entsprechenden Funktionen geschieht durch die
Wahl der Basisfunktionen. AufSerdem formuliere man die entsprechende FE-Methode
zu

ueV: /axuaxq)dx:/f-q)dx VeV
I I

und bestimme das zugehorige Gleichungssystem im Falle einer gleichférmigen Zerle-
gung.
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Losung.
Es gilt

Ajj = a(qu, Pi) = /Iax(pjaxgoi dx

O [
A4 »

8 9 (globale Numm.)
(lokale Numm.)

W N -

1 2 3 4 5 6
1 2

Im Gegensatz zu den linearen Basisfunktionen, gehen bei einer quadratischen Annahme
durch einen Stiitzpunkt drei Basisfunktionen (bei linearen Hutfunktionen sind es zwei).

Lokale Nummerierung:
@1 bestimmt durch

@2 bestimmt durch

@1 bestimmt durch

Ansatz einer quadratischen Funktion
@i(x) = a; + bix + ¢;x?

Hier konnen aber auch die Lagrange-Polynome angesetzt werden. Diese Variante ist in
diesem Fall kiirzer.

(rox)(x-w)  (om)(rox)

X1 = x2) (21— x3)’ (x2 — x1)(x2 — x3)

§01:(
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Analog fiir ¢3. Bei einer dquidistanten Unterteilung ergeben die Integrale fiir jedes lokale
Intervall denselben Wert. Daher kénnen die Uberlegungen auf [0, 4] gemacht werden.
Also

2 3 h? 1
g01(x):hz<x2—2h-x—|—2>, E)xgo1(x):ﬁ(4x—3h)
4 4
p2(x) = —ﬁ(xz —hx), Ox2(x) = =15 (2x — )
2 hx 1
pa() = (=5 ), Bapalo) = gl )

Berechnung der Integrale

/Ohamaxqoldx - % , % _ 14.617[

/Oh OxP1Ox o dx = _% , % _ _16'617

/Ohamaxqog,dx - % , % vy %
/Oh(ax(Pz)zdx = % : % _ 3. 6171

Zur globalen Betrachtung benutze man die in der Zeichnung dargestellte globale Num-
merierung mit

/axqo]'axcpi dx = Z/ 0y @0y p; dx
I = JT

Nun kann die Matrax A aufgestellt werden

14 _ 16 2
I hrin hin
32 _ 16
a1 2" M s e e 2
- h h h h h h
6 11 11 III_iIV _ﬁ _%
h h h
I I (S
hrv hrv hrvy

g1 —
N —
N —
® —
o
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Im Mehrdimensionalen kénnen folgende Nummerierungen verwendet werden:

7 8 9

1 2 3

Beim Durchlaufen der Zellen kénnen Liicken in der Nummerierung auftreten

4
1 2

Ziel in der Praxis: Einmal berechnete Basisfunktionen (wie oben gezeigt) immer wieder
verwenden kdnnen, und nicht fiir jede Zelle neu berechnen zu miissen.
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2.6.3 Einbau von Randwerten

Kurzer Anriss: Aus

A
1 2 .

folgt fiir Randwerte

A
1 2

Wir erhalten die Matrix A

A

\ 4

A

\ 4

/A
/X

= =
—
[,

—_
L
,_\+,_\

—_

|

—_

also
1 -1
-1 2
1
h
2 -1
-1 1
Insgesamt erhdlt man so das vollstindige Gleichungssystem
1 -1 Uy h
IR . .
2 -1 :
-1 1 un fu
Weiter folgt dann
10 0\ (™ 0
2 : f2
2 -1 f10
0 0 1 0

U
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Die erste und die zweite Zeile werden also geloscht. Nur in der ersten Zeile erste Stelle
und letzte Zeile letzte Stelle wird jeweils eine 1 gesetzt. Ebenso werden f; und fi; gleich
Null gesetzt. Damit sind die Randbedingungen erfiillt.

Falls andere Randwerte, bsp. u; = a und u1; = b gefordert sind, so wird lediglich f; = a
und f1; = b gesetzt.

2.7 Fehlerbetrachtungen fiir lineare FE

In diesem Abschnitt werden Fehlerapproximationen fiir lineare FE hergeleitet. Motivati-
on sei die Abschitzung

— < i _
[19(u = )|l < inf [10x(u = @)
< [10x(u = L)

Dabei bezeichne Iju die lineare Interpolierende von u. Dementsprechend ist Iu € V,.

2.7.1 Interpolationsfehler

Zunichst wird der Interpolationsfehler hergeleitet, ehe dieser auf die Energiefehlerab-
schédtzung tibertragen werden kann. Es gilt der folgende

Satz 2.7.1 Auf einem Teilintervall T, T = (ay,az) mit lokaler Gitterweite ht = ap — ay, der
Zerlegung von I C R gilt

i) v — Lol () < ¢ h7 - 103011y

ii) [10x(v = 1i0)||ro(r) < € hir - (1030 |1

mitveV

Skizze

| b,
ay a 2

Beweis.

Es bezeichne P, (T) den Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Zunichst seien ¢1, ¢2
Basisfunktionen fiir P;(T) vorgegeben. Allgemein sei eine Funktion w € P;(T) bestimmt
durch ,
w(x) =Y w(a)gi(x), xeT
=1

1
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Also )
Lo(x) = zv(ai) pi(x), xeT (2.13)

Man betrachte als ndchstes
1
v(a;) = v(x) + 0yv(x)(a; — x) + Eaiv(éi)(ai —x)? (2.14)

Einsetzen von (2.14) in (2.13) liefert

2

hotx) = 35 (o660 + 250000 — ) + 2@ @27 ) - i)

i=1
Umsortieren

2 2
L 91+ L0000 =) i) + L p70@) @~ 0 9i(x) @15

i=1 i=

MN

Io(x) = v(x) -

Wir zeigen spéter die Beziehungen

2
;axv(x)(a" —x) gi(x) =0

Was bleibt zunachst?
21, 2
[Lo(x) —o(x)] = |) Eaxv(gi)(ai —x)° - @i(x)
i=1
Wegen ¢;(x) < 1und |(a; — x)| < hr folgt

[T (x) = (x)] < max |030(8)] -

Es bleibt zu zeigen
2
Y gi(x) =1
i=1

Rechnung dazu. Betrachte v(x) = 1, dann ist

0,v(x) = 22v(x) =0
Die erste und die zweite Ableitung fallen also weg, speziell ist
Liv(x) =1
Einsetzen in (2.15):

2
Lo=1=1-) ¢i(x)
i—1

1
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Es bleibt noch zu zeigen, dass

Eaxv ) @i(x) =0

Rechnung. Sei v € V gegeben. Fiir festes X € T wird
d = 9,v(X)
gesetzt. Ansatz,
w(x) =d-x (Gerade mit Steigung d)

Die folgenden Relationen gelten dann wegen linearer Interpolation einer linearen Funk-
tion w(x).

Lw=w
oyw =d
2w =0
Einsetzen in (2.15) zeigt
2

ho(x) = w(x) = w(x) -1+ Y d- (4~ x) - 9i(x)
Dann folgt letztendlich

::idfm—@'@&) O (Teil 1)

i=1

Beweis (Teil 2).
Zu zeigen ist
1020 = 1) |11y < €+ iy |[030] |

Wir betrachten
dxIyv(x Z v(a;)0y@;(x

Einsetzen der Entwicklung fiir v(a;) liefert die Gleichung

0 IhZ) Z axQOZ

Y 2s0(a) o X)) + 1 3780(E) 0~ X

Nun gilt
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Damit folgt
2
Eax(Pi(x) =0
i=1
Weiterhin
2
Zaxv(x)(a )0x@i(x)
i=1
1 1
=0,0(x) (a1 — x) < h> +9xv(x)(ap — x) - .
T T
=0,0(x) (a2 = @)
hrt
= 0,0(x)
Damit gilt

2
0uli0(x) — 90(x)] = | 12 3930(6) (0 — 120,91 (x)
i=1

<max|82 (@] ﬁ
¢eT hT

Somit ist der zweite Teil gezeigt und insbesondere der vollstindige Beweis gefiihrt.
O

Der néchste Satz behandelt den Interpolationsfehler auf dem Gesamtintervall .

Satz 2.7.2 (Interpolationsfehler auf I)

Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in Teilintervalle T C I mit maximaler GrofSe h; also
diam(T) < h:
194 (0 — L) || 2y < ¢+ B2 [[020]| oy, i=0,1

Man bemerke, dass die Zerlegung nicht notwendigerweise dquidistant sein muf3. Weiter

sei angemerkt, dass die L2-Norm auf der linken Seite mit der Supremumsnorm auf der
rechten Seite abgeschétzt wird.

Beweis.

19%(0 — o) |2 =Z/ (30— 112)) " i
T

;/ (0202, ) d

IN

< T R0l [ 1dx
T
< 2P |[020] 20 - (D)
~—~—
Maf3

In der letzten Ungleichung wurde mit der grofiten Schrittweite & tiber das gesamte Inter-
vall abgeschatzt.
O
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2.7.2 Energiefehler
Hier wird der Hauptsatz des Abschnitts gezeigt und bewiesen.

Satz 2.7.3 (Energiefehler)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlequng T C I mit maximaler Grifie h

110 (1 = up)| |12y < ¢ B [|93ul|1=(r)

Beweis.

[0 (= up)|[ 120y < (Plgﬁh [[0x (1 — @)|[ 1201

< [0y (u — Inu)|[ 12y
< C'h||a§”’|m(1)

Es handelt sich hier um eine a priori-Abschitzung (wegen u). Dagegen spricht man von
einer a posteriori-Abschéatzung fiir uy,.

2.8 Variationsungleichungen
2.8.1 Minimumsuche in 1D

f(x) A

\ 4

a b by X

Abbildung 2.4: Absolutes Minimum in [a, b] und relatives Minimum in [b, b1 |

Voraussetzung an die Funktion f ist die Differenzierbarkeit. Es folgt eine Fallunterschei-
dung, auch fiir Minima am Rand.

fla) < fx) ¥xelabl — f(a)=0
f0) < f(x) Vxelab] — fi(b)<0
fx) < f(x) Vxelabl — fi(x)=0

Kompakte Version der Fallunterscheidung
f/(xo) “(x—2x0) >0 Vx € [a,b]

Dies kann als erste Variationsungleichung bezeichnet werden.
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2.8.2 Minimierung auf konvexer Menge K C R"
Wir betrachten die Funktion f : K — RR. Gesucht ist
xo € K:  f(x) < f(x) VxeK
Ein Weg in K wird durch die folgende Gleichung beschrieben
F(§) = f(xo+&(x—x0) mit¢ € [0;1]
Nun wird die notwendige Bedingung diskutiert. Aus dem 1D-Fall folgt
d

—F@| - ¢ =0 v¢elo1]
dé’ =0 S~

— " —(x-3)(1D)

< f'(x0)(1D)

Mit Kettenregel rechnet man aus

V f(x0) (x — x0) -
< Vi(xo)(x —xo

~— RV

2.8.3 Elliptische VU 1. Art

Die vorherigen Tatsachen werden nun auf das Drahtproblem mit Tisch als Hinderniss
angewendet. Daher auch die Bezeichnung Hindernissproblem.

A

Abbildung 2.5: Hindernissproblem, mit g als Tisch

Ausgangsgleichung soll die Minimalcharakterisierung sein

U(v) = ;/I(axv)zdx - /If-vdx
Definition der konvexen Menge K
K={veV:=HI)|v>g}
Fiir v1,0; € K, a € (0,1) rechnet man nach
ann+(1-a)vy>a-g+(1—na)-g=¢

Formuliere zu diesem Problem wieder den Weg und wende darauf die notwendige Be-
dingung an

F(&) = U(u+¢(o—u))
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aus 1D ergibt sich

d

dng(C) 620 V¢el01]

‘ =0
Einsetzen liefert

0= (fautu+ o) a0 -y~ [ £ (0-wirly) VEE [0
= OSC-(/Iaxu-ax(v—u)dx—/lf-(v—u)dx) V¢ € [0,1]

= 0§/Iaxu-(ax(v—u))dx—/lf-(v—u)dx Vv e K

Zusammengefasst erhdlt man als Ergebnis den Prototypen einer elliptischen Variationsun-
gleichung 1. Art
(Oxu,0x(v—u)) > (f,ov—u) VoeKk

Die Diskretisierung von (2.8.3) mit linearen Finiten Elementen ergibt
I) a(u,o—u)>(f,g—u) Vpek
1) a(up, ¢ —uy) > (f,¢—uy) Ve eK,=V,NK, K, CK

Der nédchste Satz leitet eine Fehlerdarstellung fiir Variationsungleichungen her. Die ei-
gentliche Aussage dhnelt Satz (2.7.3).

Satz 2.8.1 (Energiefehler)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung T C I mit maximaler Grofie h die Abschitzung in der

Ableitungsnorm
[19x(u —un)[| < O(h)

Beweis.
Mit der Bezeichnung u; = Iu geht man von der folgenden Gleichung aus

a(u —up,u—uy) = a(u — up, U — u; + 1 — p)
=a(u—upu—u;)+alu—uyu —uy) (2.16)

Bei Variationsgleichungen war der zweite Term gleich Null. Hier ist das nicht der Fall. Es
gilt

a(u —up,u; —up) = (f, u; — up) — a(uy, u; — uy) (2.17)
+a(u,u;—u) — (f,u; —u)
+a(u,u—uy) — (f,u—uy) (2.18)
Es folgt
(217) <0, wegen Test mit ¢ = u; in II)
(2.18) <0, wegen Test mit ¢ = uy, inI)
Weiter ergibt sich
a(u,up —u) > (f,up —u)
< a(uuy—u)— (fup,—u) >0
< a(uu—uy) — (fu—uy) <0
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Nun weiter in (2.16):

a(u—up,u—up) =a(u— up, u—u; + u; — uy)
= a(u—uh,u—ui) —|—a(u — Up, Uj —Mh)
< [0 (u = up) || - [10x (w0 — ui) || + a(u, uj — u) = (f, ui — u)

1 1
< o 10w = )2 5 13 — )|
— [ @) —w) dx = (f,u; = w)
1 , 1 5
< 5 10w =) [|” + 5 {102 (u — ui) |
+ 1105l [ = wl |+ |1 F1] - | — i
Somit erhidlt man als Ergebnis

éllax(u—uh)ll2 < O(W) + ([[03ul] + [I£1]) - [l — ws]]
< O(h*) +O(1?)

2.9 A posteriori Fehlerschatzer

Bisher haben wir fiir lineare FE die Abschitzung
110 (1t = up)| |12y < - B [|07ul|1=(r)

mit unbekannter Losung u benutzt; siehe Satz (2.7.3). Ziel soll eine Abschdtzung sein,
deren rechte Seite komplett berechenbar ist:

10 (u = ) [ 1201y < 71(uan, )

Als Vorbereitung zum Hauptsatz dient die folgende Aussage.

Satz 2.9.1 Aufeinem Teilintervall T = (x;, xi41) gilt fiir v € V und v(x;) = 0 die Ungleichung
[olli2r) < B 11020 2() (2.19)
mith = Xit1 — X

Beweis.
Fir y € (xj, xi41) gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

v(y) = /xy 0xv(x) dx

1 1

Holder y 2 Y 2

= () (fiosre)
Xi Xi

<Vh- ||axv||L2(T)



34 2 Einleitung zur FEM (1D)

Quadrieren bringt
0*(y) < 1~ |[0x0][72ry
ombrgly
Integration

/vzdyg/h-Havazz

& ollfry < K 19x0ll )
O
Satz 2.9.2 (Stabilitit der Interpolation)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in Zellen T
HathUHLZ(T) < HavaLZ(T) (2.20)
Dabei ist wie bisher 1, der Interpolationsoperator im Raum der linearen finiten Elemente.
Beweis.
Esseiy € (xj, xi+1). Weiter folgt
3, Io(y) = v(xlﬂ) v(x;)
x1+1
ST
Holder 1 X 2 x 2
older i+1 i+1
< = </ 12 dx) (/ (0,0)? dx>
h Xi Xi
< == IIsol
— 2
Quadrieren und Integrieren
[@unmzay < [ L 10lPdy
T —Jrh
= |[0x1n0|| 121y < [10x0[12¢T)
O

Satz 2.9.3 (Energie-Fehlerschiitzer)
Auf I C R mit Zerlegung in T gilt

1
2

[[0x (u — up) HL2 (ZhTQT>

mit dem Residuum ot = 2 - ||f + 03up||2(7)
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Beweis.

Folgende Schreibweisen werden verwendet:
e=1u—uy
€ = Ihe

Dabei steht e fiir error. Es gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitit (dyu — dyuy, dxe;) = 0,
daher die erste Gleichheit in der folgenden Gleichungskette

|02 (u — ”h)H%Z(I) = (0yu — Oylly, 0xe — 0xe;), € € V)
= (f,e —e;) — (Oxuy, Oxe — 0xe;)
= (f,e—e;) — Y _(9xutp, 0xe — Oxe)7

T

part:.Int. (f,e . 61') o E (—a;zcuh/e — )T + [8 uh(@— ez)] Yit1

T

=0

Da wir das Problem im 1-dim betrachten, ist der letzte Summand gleich Null. Denn e
stimmt mit der Interpolation ¢; auf den Punkten x;;; und x; tiberein. Insgesamt folgt fiir
die lokale Betrachtung

[0 (u — uh)H%Z(I) =) (f+ At € — ei)r
T

Weiter gilt mit der Holderischen Ungleichung

(f + 03un,e — ei)7 < ||f + 0unllr2ry - lle —eil 2

2.19) ,
< |If + 9xunllr2(ry - hr [|0x(e — )] 12T

0)
< I + unlliagry - For (118sellia(ry + 195l iz
< Hf+a;2c”h||L2(T) *2-hr ||axe||L2(T)

=0T

Einsammeln der Resultate auf jeder Zelle

|10 (1 — ”h)H%Z(I) <) hrer ||0xel|2(r)
T

(ZhT QT) : (Z ||0xe] ‘%Z(T)>
T

:HaerLZ(l)

Also

1
2

|[0x (1 — up) H n= <ZhTQT> “[loxell2(r)

1
2

& []0x(u —up) HL2 < (ZhTQT>
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Algorithmus 2.9.4 (Adaptiv)
1) Gegeben sei ein Gitter Ty,
2) Berechne uy, auf Ty,
3) Berechne alle ot
4) Berechne 1 = (¥ 0% h%) 2
5) Falls 3 < TOL (Fehlertoleranz)

— fertig, sonst
6) Verfeinere Ty, und gehe zu 1)

Bemerkung zu 6). Welche Strategien gibt es zum Verfeinern? -Man strebe eine Gleichver-
teilung der lokalen Schitzerbeitrdge an. Dazu die folgende Abbildung.

grofler Fehler in Feld 1. Kleiner Fehler
in den tibrigen Feldern.

7 1

Schritt: Man teilt Zelle 1, um den Fehler zu verkleinern und den anderen Zellen anzupas-
sen (Gleichverteilung).

Dieser Schritt wird in den nachfolgenden Abbildungen exemplarisch fiir den 1-dim. Fall
gezeigt.

Die beiden hinteren Zellen mit den grofsen Fehlerwerten werden verkleinert und dann
folgt

0,5 0,5 0,8 13 3P 45

Wegen der globalen Kopplung verdandern sich bei Zellteilung der beiden hinteren Zellen
AUCH die Fehlerwerte der tibrigen Zellen.

Zusammenfassung
Der A posteriori Fehlerschitzer lasst sich darstellen als

[10x (u = ) || < 7 (un, f),

1
2

mitn(”hrf)zc'<ZQZTh2T> ,oor = |If +uyllr
T

Bei linearem Ansatz ist 1) = 0. Klar!
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2.10 Referenzelement, Gebietstransformation

Ziel: Fast alle Rechnungen auf einem Referenzelement durchzufiihren (z. B. dem Ein-
heitsintervall)

0 1

Abbildung 2.6: Skizze eines Referenzelements

Was spricht fiir die Betrachtung des Problems auf einem Referenzelement?

¢ Basisfunktionen nur einmal ausrechnen,

* numerische Integrationsformeln werden nur auf dem Referenzelement benétigt.

Wir betrachten die Funktion Tj, : x mit x € [xo, x1]

|
|
0 Xl

R ===

und transformieren diese auf das Einheitsintervall mit Ty : ¢, ¢ € [0, 1]

0 1

Vorbereitungen fiir die Substitutionsregel

Fh:T1—>Th
§r—=x=x+¢- (11— x)

Weiter

d . _ g
P 1= (x1—xp) Ir
= dx = (x1 — xp) - d¢

Dabei wird | := x; — x¢ als Flachentransformation definiert. Im 1-dim gilt | = k. Im Allg.
gilt das nicht mehr. Man konstruiere nun die Umkehrfunktion

F':T,—T
- X — Xo
e T
mit der Ableitung
d 1
Go=1E
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Eine Basisfunktion ¢! auf Tj, wird angesetzt mit

¢} (x) := @} (F,'(x)) = ¢ ()

und fiir die Ableitung folgt mit der Kettenregel

Ax gl (x) = 9z} (8) - 9xF, (%) = 90} (€) - &

mit F, ' (x) = ¢.

Beispiele.

1y

Flx) gl a2 [ F(F(E) - 9l(@) -] d @21)

T,
2)
[ 29l -ogl(x)dr = [ (9691(@) & (900](@)) oo fde 222)

Die Integrale werden mit Hilfe der numerische Integration berechnet, dazu die allgemei-
ne Formel

9
[ 8@~ Y- wg(@)
T k=1
mit Integrationsgewichten wy und Stiitzstellen .
Beispiel.
Fiir ¢ = 2 erhélt man die Trapezregel mit
1 1
_= e 1 = — i
G1=06=1 wi=5w=7

Die numerische Integration wird nun auf die beiden obigen Integrale angewendet,

(2.21)

f(x) @ (x)dx "~ ZkaFh ¢k) @i (G -]

T,

und fiir das zweite Beispiel

/ ] (%)} (x) dx ~ Iéwk (3590]1(@) 'Cx) : (aé‘q’}(gk) 'Cx> T
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2.11 Rechentechnische Betrachtungen

Hier wird kurz die Implementierung in einer beliebigen Programmiersprache gezeigt.
Dazu wird die Konstruktion der Matrix A besprochen

Aif = /Iax(Pjax(Pi dx = ; /Tax¢jax¢i dx

NICHT:

fori=1...n

forj=1...n
Ai]' = /Iaxq)]axq)l dx
PRAXIS:

forall T
fori=1...n

forj=1...n
Aij—F:/Tangjangidx

Noch besser ist die Betrachtung auf einer Zelle.

fork=1...q // iiber alle Integrationspunkte

Berechne Basisfunktionen auf T in &
fori =1...local,

forj=1...local,
At = wi -] - 9@} - Ex - 059G

mit A = Agopal(i), global(i) Wegen der Transformation. Man beachte weiterhin, dass der
Kern des Problems im Losen der Differentialgleichung

aé‘(/)]1 “Gx - aéﬁ"}éx

besteht.
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3 FEM fiir elliptische Probleme (2D)

In diesem Kapitel werden die bis hierher gemachten Uberlegungen in 2D {ibertragen.
Dazu wird die Modellgleichung in den drei bekannten Formulierungen angegeben. Im
Mehrdimensionalen spricht man von der Poisson-Gleichung. Anschliefend werden die
Sétze aus dem 1D-Fall im abstrakteren Rahmen mit Hilfe der Funktionalanalysis disku-
tiert.

3.1 Typeinteilung PDGL 2. Ordnung

Typische Vertreter von partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung sind die Laplace-
und Wellengleichung. Allerdings unterscheiden sich schon die Losungen, von dy +dy, =
0 (Laplace-Gleichung) und 9y, — 9, = 0 (Wellengleichung), grundsatzlich.

Wir betrachten die allgemeinste Darstellung einer PDGL 2. Ordnung. Der Faktor 2 bei
der gemischten Ableitung wird aus rein praktischen Griinden hinzugefiigt.

anaiu + 2a120x0yu + azzaﬁu + a10xu + azdyu + agu = 0 (3.1)

mit a;; € R, u = u(x,y).

Satz 3.1.1 Gleichung (3.1) kann durch lineare Transformation der unabhingigen Variablen x,y
auf eine der drei folgenden Formen gebracht werden.

1. Elliptisch, falls a%z < ay1a;.

llg.
— Oy + U +... =0 T Au=0

2. Hyperbolisch, falls a3, > ay1a2,.

lig.
— U —dyu+...=0 2 —Au=0

3. Parabolisch, falls a%z = ay11422.

—2u+...=0 uﬂg'atu—Au:O

Beispiel hierzu: du — 02 =0 Wiirmeleitung.

Die .. .(Piinktchen) im obigen Satz stellen Terme der Ordnung 1 und 0 dar.
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Bevor der Beweis gefiihrt wird, werden die Analogien zur analytischen Geometrie dar-
gestellt.

1. x2+ y2 =1 Kreis/ Ellipse
2. x> —y>=1 Hyperbel

3. y=x?> Parabel

Beweis. Fiir den elliptischen Fall.
Die anderen Fille werden analog gefiihrt. Es sei 0.B.d.A: a1 = 1,41 = a; = a9 = 0.
Mit quadratischer Ergdnzung erhilt man aus (3.1) folgenden Ausdruck:

0 = (9x + 3120y )*u + (ax — a%z)aﬁu

(3.2)
= (93 + 2a120;9y + a1,0; ) u + (az2 — a7,)Fu
mit Voraussetzung: a%z < ap - ax.Setze b := y/ax — “%2 > 0.
Fiihre nun eine Koordinatentransformation durch:
x=¢, Yy=ap-¢+b-n (linearin ¢ und %)
Frage: Wie transformieren sich die Ableitungen im neuen Koordinatensystem?
Man definiere nun
v(Gm) = u(x,y)
und interpretiere x und y als Funktionen:
x(8,m),y (&) — v(&,m) = u(x(&,n),y(& 1))
Man berechne (90, 9,0):
0zX  OpX
070,0,0) = (04U, dyu ¢ ’7>
1 0
= (0x1,9yu) <a12 b)
= (x4 a120,u,0 - Oxu + b - Oy u)
Damit folgt: 0z = 0y + a120, und 0, = b - dy.
Setze jetzt in (3.2) ein. Die resultierende Gleichung
2 92
dz +9; =0
ist die Laplace-Gleichung.
O

Bemerkung.
Die oben durchgefiihrten Untersuchungen konnen gleichwohl mit Hilfe der linearen Al-
gebra behandelt werden. Hier soll kurz die grobe Struktur angerissen werden.
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Fiir die einzelnen Gleichungen mit den Variablen und Koeffizienten 1aft sich ein lineares
System aufstellen. Die resultierende Koeffizientenmatrix ist symmetrisch und kann da-
her gut mit der Eigenwerttheorie angegangen werden. Symmetrische Matrizen lassen sich
in Diagonalmatrizen konvertieren. Hier stehen dann in der Diagonalen die Eigenwerte.
Anhand derer lassen sich die Eigenschaften - elliptisch, hyperbolisch, parabolisch - be-
stimmen.

Nun zwei Beispiele zur Typeinteilung PDgl 2.0rdnung.
Beispiel 1.
Klassifiziere die folgenden Gleichungen.

1. dyxtt —50yyu =0
2. 4 9yyu — 120yyu + 99y + dyu = 0
3. 4 dxxtt + 60yy1t +90yyu =0

Wie oben besprochen wird die , Diskriminante”D = a%z — aj1ap; zur Entscheidung her-
angezogen.

1. D=(-3)?-1-0=%2>0 — hyperbolisch
2.D=(-6)>—4-9=36—-36=0 — parabolisch
3.D=32-4-9=9-36=-25<0 — elliptisch.

Beispiel 2.
Bestimme Teilbereiche in der xy-Ebene, in denen die Gleichung

yaxxu — 2axyu + xayyu == O

elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist.
Zunichst gilt: D = (—=1)2 —y-x =1 —yx.

Parabolisch auf Hyperbel xy = 1. Denn 1 — 1 = 0. Die elliptischen Bereiche sind konvex:
xy > 1.Denn D = 1 —yx < 0. Im zusammenhédngenden Bereich xy < 1 ist die Gleichung
hyperbolisch.

3.2 Poisson-Problem

Die Poisson-Gleichung entspricht der inhomogenen Laplace-Gleichung.
KLASSISCHES POISSON-PROBLEM
Auch als Dirichlet-Problem D bekannt.

—Au = f auf(Q)
u = 0 aufl' =90
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MINIMALCHARAKTERISIERUNG M

Das zugrundeliegende Rechengebiet () C R sei beschrankt. Es ist

min;/Q(Vu)zdx—/Qf-udx
& min%a(u,u)—(f,u)

mit u = u(x), f = f(x),x = (x1,x2) € R> D Q. Dabei sind f, u Funktionen mit
fiu:Q—R, Vu= (0yu, o)

Gesucht ist die Losung von M in

V = {¢|g ist stetig auf O);
dx, @, 9, ¢ stiickweise stetig und beschrankt, ¢ = 0 auf 000}

Im hoherdimensionalen spielt die Green’sche Formel eine wesentliche Rolle. Diese ist
mit der partiellen Integration in 1D zu vergleichen.

Satz 3.2.1 (Green'sche Formel)
Fiir hinreichend glatte Funktionen v, w gilt

/Vvadx:—/v-Awdx—l— v-d,wdl
o) 0 20

mit A = 0% + 0%, 0,w = (Vw) - n

X2/

Beweis in der Ubung.

Satz 3.2.2 Fiir hinreichend glattes u gilt: Aus dem Dirichlet-Problem D folgt die Minimum-
Gleichung M . Die Umkehrung gilt erstmal nicht.

Beweis. Analog zum 1D Fall unter Anwendung der Green’schen Formel.
VARIATIONELLE FORMULIERUNG

Wir betrachten nun die variationelle Formulierung V

a(u,¢) = (f,¢) VeeV

mit a(v, w) := (Vo,Vw) = [, Vv - Vwdx (Integral ist Lebesgue-Integrierbar). Allgemein
ist

(v,w) := /Qv-wdx

mito, w € V.
Satz 3.2.3 Die variationelle Gleichung V gilt genau dann, wenn das Minimum-Problem M gilt.

Beweis. Analog zum 1D Fall!
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Finite Elemente
Es sei die Triangulierung T gegeben und weiter sei () polygonal.

7 8 9

1 2 3

Es sei h der Gitterparameter mit

h = max diam(T)
TeT

mit diam(T) = ,Langste Seite von T“. Desweiteren sei ein diskreter Teilraum V;, C V
gegeben mit
Vi = {¢|lp € V,¢|ristlinear fiur T € T}, }

Ansatz: a + b¢ + cy auf Ty.

1

0 1

Diskretisierung
up € Vo a(up, @) = (f,9) Veey,

Satz 3.2.4 (Galerkin-Eigenschaft)
Es gilt
alu—up, @) =0 VeV,

Diese Eigenschaft gilt ausdriicklich nur fiir Funktionen aus dem diskretisierten Teilraum V,.
Der néchste Satz gibt eine erste Fehlerabschdatzung an.

Satz 3.2.5 Es gilt die Abschiitzung
IV (u =) || < [V (4 = L]
wobei Iu definiert ist durch
ueV: LueV, und Tu(x;)=u(x;)

mit den Ecken x; aller T € T},
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Beweis.
Wir beginnen mit
IV (u = up) |1 = au — wp, v — gp + @ — up)
= a(u—up,u— @p) +a(u— wy, @y — ty)

=0 wg. Gal. Eig.

Es folgt

1V (= up) [P < [V (1 = up) [ ||V (u = @)
= V=) <[V (u =gl

mit ¢, = I,u. Dieses Ergebnis fiihrt zu dem folgenden Satz:
Satz 3.2.6 Die linke Seite des vorherigen Satzes kann mit h abgeschiitzt werden. Also
IV (= up)[| < c-h

Beweis. Nicht gefiihrt.

3.3 Natiirliche und wesentliche Randbedingungen

KLASSISCH

Das Dirichlet-Problem D
—Au+u=f aufQ (3.3)

mit Normalableitung
opu =g aufl =90

speziellist g: I — R, ¢ = ¢(x1, x2)

Definition 3.3.1 Die verschiedenen Randbedingungen dienen zur Eindeutigkeit der Losung und
erhalten spezielle Bezeichnungen

onu = g Neumann-Bedingung, auch natiirliche Randbedingung genannt

u = ug Dirichlet-Bedingung, wesentliche Randbedingung
VARIATIONELLE FORMULIERUNG V
a(u, 9) = (f, ) +/rg-(PdF Vpev (3.4)

V = {¢|g ist stetig; 9y, ¢ ist stiickweise stetig und beschriankt }. Bemerke, dass in diesem
Raum V im Gegensatz zu oben, keine Abhdngigkeit von der Randbedingung gefordert
wird.

a(u,¢) = /QVu-Vq)dx%—/Qu-godx

(f o) = /Qf-q)dx

MINIMUM-PROBLEM M

1
uev: rq{gglza(%qv)—(f,qo)—/rg-qodf (3.5)
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Satz 3.3.2 Aus der Dirichlet-Formulierung D folgt die variationelle Gleichung V. Die Umkeh-
rung gilt hier noch nicht.

Beweis.
1) —Au+4u=f (gilt punktweise)

2) (=Au, @)+ (u,¢) = (f,¢) Ve €V (gilt Integralweise). Es gilt i. Allg. Aus punkt-
weise = Integralweise.

Green’sche Formel
3) (f,9)=[oVu-Voedx— [0,u-@dl + [, u- ¢dx. Beachte im mittleren Integral die
Beziehung d,u = g

4) [ Vu-Vedx+ [qu-gdx=(f,¢)+ [,§-¢dx YpeV

O
Satz 3.3.3 Lisung u von V sei hinreichend glatt. Dann gilt V = D.
Beweis.
Wir verwenden die Green’sche Formel
() + /Fg~ pdl = a(u,¢)
= /ranu‘(pdl”%—/ﬂ(—Au—ku)-godx
& /Q(—Au—i—u—f)-(pdx—i—/r(anu—g)-(pdfzo VoeV (3.6)

Insbesondere gilt (3.6) fiir ¢ € V mit der zusatzlichen Bedingung ¢ = 0 auf I'. Also gilt

/(—Au+u—f)-¢dx:0
0
= —Au+u—f=0 auf) punktweise

Benutze dieses Resultat, um festzustellen

/(anu—g)-(de:O VoeV
r
Wiederum Variationsargument
= 0u—g=0
O]

Merke: Die klassische Bedingung taucht in der variationellen Gleichung nirgends explizit
auf.

ZUSAMMENFASSUNG
Kurz dargestellt:

Dirichlet D <= Variationell V <= Minimum M
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3.4 Sobolev-R3aume

Gegeben sei das Gebiet () C IR", offen, stiickweise glatter Rand. Wir definieren den Raum
der Quadrat-Integrablen Funktionen mit

Ly(Q) = {v|v ist definiert auf Q und / v*dx < oo}
0

Definiere Skalarprodukt

(v, w)g = (0, W), Q) = ./QU ~wdx

Damit ist L,(Q)) ein Hilbertraum mit der Norm

[ollo =/ (v,0)g
Insbesondere ist der Raum L, (Q)) mit der L,-Norm vollstandig.

Definition 3.4.1 (schwache Ableitung)
Die Funktion u € Ly(Q) besitzt in Ly(Q)) die schwache Ableitung

v=20%, fallsve L(Q) und

(9,0"0) = (9,0)g = (-1)" @ p,u)y Yo € CF(Q)
Mit Multiindex « = (a1, ..., 0,),0; € No und
la| = Y, auflerdem ist 0 = 0% - 052 - - - 0. Beachte: C3°(Q) ist der Raum der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen - mit kompakten Triger ) - und Nullrandwerten. Damit gilt
Cr(Q) C C*(O).

Beispiel.
Betrachte |a| = 1, dann folgt

(q)/ axi”) = —(axiq),u) VQD € CSO(Q)

Definition 3.4.2 (Sobolev-Réiume)
Sei m € INg vorgegeben, dann definiert

H™(Q) = {u € Ly(Q))|u besitzt schwache Ableitungen 0" u fiir alle || < m}
einen Funktionenraum, in dem durch

(u,0),,:= Y. (8"u,0"0),
la|<m

ein Skalarprodukt bestimmt wird. Mit Hilfe des Skalarprodukts werden zwei (Halb-)Normen de-
finiert durch

Norm  ||ul|m = \/ (u, tt) 1

Halbnorm  |ul, = [ Y [|0%u][3
la|=m



3.4 Sobolev-Riume 49

Bemerkung.
Mit || - || ist H"(Q) vollstandiger Hilbertraum

Satz 3.4.3 Sei m € Ny. Dann liegt
C*(Q) N H™(Q) dicht in H"(C))

bzw.
Vo € H" 3¢, € C*, sodass ||¢ — @e||lm < ¢

Das Ziel der nichsten Definition ist es, den Raum C§°(Q2) zu vervollstindigen.

Definition 3.4.4 (Verallgemeinerung von Nullrandwerten)
Die Vervollstindigung von C§°(QY) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||, wird mit H™(Q)) bezeichnet.

Beispiel 1.
Geeignete Wahl von V bei

—Au = f aufQ
u = 0 aufdQ

lautet V = H}(Q) und man hat
(Vu, Vo) = (f.9) YoeV:=HyQ)

Beispiel 2.

—Au+u = f
ot = g

— (Vu,Vg)+(u,9) = (f,9)+ [g-pdl VpeV=H(Q)
Aus den beiden Beispielen folgt somit
HY(Q) € H'(Q)

Satz 3.4.5 (Poincaré-Ungleichung)
Es gilt die Abschitzung
lollo < C- o[y mitve Hy(Q)

Beweis. Wurde in der Ubung nachgerechnet.
Zunichst gilt fiir die Norm
9]0 =1/ (v,0)0

AuBerdem ist nach Voraussetzung v € [0,1],v(0) = 0. Man schreibe die Norm als Inte-
gral

1 1
||v|\0:/ v-vdx:/ v?(x) dx
0 0
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Fiir eine Funktion u folgert man

Quadrieren zeigt

12 (x) = (/Ox u’(t)dt>2

1
< [ w3
0
= |[u'|?
Also damit

1
| ey dx < (a2
0

3.5 Abstrakte Formulierung

V sei ein Hilbertraum. Insbesondere ist V vollstindig und es ist ein Skalarprodukt defi-
niert.

e Skalarprodukt (-,-)y

* Norm [+ [lv = v/ (- )v

e Bilinearform a(-,:):VxV — R
e Linearform L(-):V — R

VARIATIONELLE FORMULIERUNG

ueV: a(u,@)=Lp) VeV (3.7)
Beispiel 1.
a(u,9) = (Vu,Vo) Ve cV:=H}Q)
Lg) = (f.9) Y€V :=H;Q)
Beispiel 2.
a(u,¢) = (Vu, Vo) +(u¢)
Llg) = (fr9)+ /rg~ @dl

mit V := H(Q).
ABSTRAKTES MINIMIERUNGSPROBLEM

F(u) < F(p) YoV mitF(p) = 2a(p,9) ~ L(g)
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Damit ergeben sich i. Allg. die folgenden Voraussetzungen

Vi) a(-,-) ist symmetrisch
Vii) a(-,-) ist stetig. Es gilt ndmlich

la(v,w)| < Cllv||v ||w|ly Yo,weV,C>0
Viii) a(-,-) ist V-Elliptisch
a||v||} <a(v,0) YoeV,a>0

Viv) L(-) ist stetig
IL(v)| < Allv|ly YoeV,A>0

Satz 3.5.1 (Existenzsatz)
Es gelten V' i) bis V iv). Dann existiert genau eine Losung u € V mit der Stabilititsbedingung

A
[fullv < —
®

Beweis.
i) Eindeutigkeit
Annahme: uq, 1, € V und uy, 1y 18sen

a(ur,9) = L(p) VeeV
a(uz, @) = L(p) VoeV

Subtrahiere:
a(ug —uy,9) =0 Vo eV

Wihle speziell ¢ = w1 — u»
a(uy — up, uy —up) =0

Benutze V iii)
0< a||u1—u2||%, <a(uy —up,u; —up) =0

Dann folgt
[lug —up|ly =0 = w3 =up

ii) Existenz
Idee: Reduziere a(u, ) = L(¢) auf ein Fixpunktproblem.

Riesz’scher Darstellungssatz (fiir Hilbertraume):
AeV: Lv) =(v)y
AuBerdemsei A € L(V,V) = L(V) (Raum der stetigen linearen Abbildungen). Dann gilt

a(u,v) = (Au,v)y
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Rechne

0=a(u,¢)—L(p) VoeV
0= (Au—1,¢)y

0= (—0(Au—1),)v V>0
0=(u—o(Au—1)—u,q)y
u=u—o(Au—1) Yo>0

L1

Betrachte nun W, : V. — V mit W,(v) = v — ¢(Av — I). Zeige, dass W, eine Kontraktion
ist, um somit auf einen Fixpunkt zu schliefSen.

|[Wo(v1) = Wo(2)|[
o1 — @(Avy — 1) — 02 + o(Av2 = D)|[};
= (v1 — 0Av] — (V2 — 0AVy),v1 — V2 — 0(Av] — Avy) )y
= (01— 02,01 — )y —20(A(vy — 1), 01 — v2)v + 0°(A(v1 — v2), A(v1 — 02))y
= o1 — 02| [§ — 20a(v1 — 02,01 — v2) + % [|A(v1 — V2 [,
"C o1 = valfy — 200 llor — 02l + AN [lor — all}
= (1—20a+@*||A[]?) - |1 — 02 5

Scharfes Hinsehen liefert Kontraktion fiir (1 — 20a + ¢?||A||?) < 1. Also
—200 + 0 ||A|]> < 0
Bestimme zu dieser Gleichung die Nullstellen von ¢. Dazu die Skizze

A

| A

Es folgt

[A][>

dann ist
0<1—20a+0*<1

Damit ist ¢ so wihlbar, dass W, eine Kontraktionsabbildung ist. Es existiert also ein Fix-
punkt

= Wo(u)
= u—o(Au—1)

Dieser Fixpunkt ist Losung von

a(u,9) =L(p) VoeV



3.6 Diskretisierung 53

iii) Stabilitat

aflul[, < a(u,u) = L(u) < Allully
= lully < £

3.6 Diskretisierung

In diesem Abschnitt soll auf die Diskretisierung eingegangen werden. Wir haben wie
gewohnt

ueV: a(u,9)=Lp) VeV
up, € Vi : a(uh,q)):L(go) V(PEVhCV

Der endlich-dimensionale Raum V}, wird durch die Basisvektoren
< ¢1,..., 9N > aufgespannt. Dementsprechend lassen sich die folgenden Linearkombi-
nationen bilden

N
peEVi: ¢=) aig;, m€eR
i=1

N
u, € Vi, : uh:ijq)j, ijIR
=

In der abstrakten Schreibweise lasst sich unser Problem so formulieren

a(uy, ¢;) =L(¢;), i=1,...,N

Einsetzen der Linearkombination fiir u;, zeigt

=

a(g;, ¢;)xj=L(g;), i=1,...,N

]

Il
—

Dann lassen sich die einzelnen Komponenten des Gleichungssystems Ax = b wie folgt
darstellen

Aij = a(ej, ¢i)
b; = L(¢:)

x = (uy,...,un)t

Die diskretisierte Losung u;, geniigt den ndchsten Sitzen

Satz 3.6.1 Unter den Voraussetzungen V i) bis V iv) des vorherigen Abschnitts ist die Matrix A
symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Nicht gefiihrt.
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Satz 3.6.2 Es gelten V i) bis V iv), dann gilt die Stabilititsbedingung
llly < 5
v = —

Beweis. Ubung.

Zuletzt kann eine Approximation des Fehlers angegeben werden, der weiter unten noch
ndher bestimmt wird.

Satz 3.6.3 Fiir den Diskretisierungsfehler gilt

c
= upllv < —llu—9ollv Voe,

Beweis. Ubung.

3.7 Variationsungleichungen

Kurze Wiederholung:
elliptische Variationsungleichung 1. Art in der variationellen Formulierung

uekK: a(uv—u)>Lv—u) YoeKCV
Dabei ist der Raum K abgeschlossen und konvex, und V ein Hilbertraum.

Lemma 3.7.1 Es sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann existiert genau ein y € K fiir alle
x € V,sodass

—yl| = inf ||x —
[lx = yll = inf [lx — ol
Der Punkt y heifit Projektion von x auf die Menge K. Also gilt y = Px(x).

Beweis.
i) Es gibt ein y. Sei ¢y eine Minimalfolge, d.h.

li —x|| =d = inf ||¢p —
L[|y — x| inf |l¢ — ]|
Ausmultiplizieren liefert

1
o = il = 21[x = @l > + 2 — @l * = 4 [[x = 5 (g + ol

Bemerke

1
2 < |lx— 5 (gx+ il

Zusammengefasst

o — @il]* < 2 ||x — @i|[* +2 [|x — ¢y |> —4d?

—d? —d?
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tir k,I — oo folgt:
Jim [l — ¢i|| =0

Da V vollstandig und abgeschlossen dy € K mit
li =
S P =Y

Wegen der Stetigkeit der Norm ist letztendlich

[lx —yll = lim |]x — || = d

ii) Eindeutigkeit von y
Seien y1,y> € K mit
[I¥ =yl = [lx —y2[| = inf [[x — ¢
pekK

Durch dhnliche Rechnung wie in i) ergibt sich

1
lyr = w2l * < 2[Jx =yl + 2[|x = yal[* = 4lx = S +y2) 1P

<2d*+2d% - 4d°
=0
Daraus folgt
ly1 =y <0
O

Satz 3.7.2 Sei K abgeschlossen und konvex. Dann ist y = Px(x) genau dann eine Projektion,
wenn
(y—x,¢—-y)>0, yeKVpeK

Man beachte die Linearitit: (y, ¢ —y) > (x,¢ —y).

Beweis. = (Hinrichtung)
Seien x € V und y = Px(x) € K. Da K konvex, so kann eine Konvexkombination gebildet
werden

1-Hy+t-9g=y+t(p—y) 9K
Betrachte
p(t) =Illx—y—t(p—y)||>, te[01]

Die Funktion ¢(t) nimmt bei t = 0 das Minimum an. Das heifit
9'(0) >0 —2(x—y,9—y) >0
Denn

lx—y—tle—y)I>=((x—y)—tlp—y), (x—y) —tp—y))
=(x—yx—y) —2(x—y,9—y) + (¢ —y,9—Y)
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Ableiten nach t:
—2(x—y,o—y)+2t(¢ -y, 9 —y)
Bei t = 0 folgt die Behauptung. Letztlich ist dann
20x-ye-y) =20 (x-ye-y) <0 (y—x,9—-y) >0
<= (Riickrichtung)
0<(y—x9—x+x—y)
=y-xx—y)+{y—x¢—x)
=—[lx—ylP+y—x¢9—x)
& x—ylP<ly-xe9—x)

< [lx=ylllle — x|
& lx=yll <llx—9¢ll VpeK

Korollar 3.7.3 Sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann ist Px nicht-expansiv, d.h.

1Pk (x) = P(x)]] < [|lx = x'[| Vx,x" €K

Beweis.
Seien x, x’ € V gegeben und y = Px(x),y’ = Px(x’). Dann ist

yeK: (yo-y)=xo-y)
yekK: (V,o-y) =, 9-y)
Testen mit ¢ = y’ in 1. Ungleichung. Dementsprechend setze ¢ = y in 2. Ungleichung.
Anschliefiend addieren
12 / / / / cS. / /
ly=yIF=W-y.y-y) = x-xy—y) < |lx=x]l[ly -yl

& ly =yl < [lx = x| & [[Px(x) = Pe(x)]] < [|x — x|

Satz 3.7.4 (Existenzsatz)
Das Problem
uekK: a(u,p—u)>Llp—u), VYeeKkK

hat eine eindeutige Losung.

Beweis.
i) Eindeutigkeit

Annahme 11, up seien Losungen
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Teste mit ¢ = up bzw. ¢ = u;. Addition liefert
a(up —uy,up —uy) <0

und

, Viii

allug —uzll” < a(up —ug, up —uq)
Es folgt die Gleichheit: 11 = u5.
ii) Existenz
Benutze Riez’schen Darstellungssatz
a(u,v) = (Au,v)
L(v) = (l,0)

Es folgt
(Au, @ —u) > (L ¢ —u)

(~(Au—-1),9-u)<0 |-¢ |+u—u

=
& (u—o0(Au—1)—u,¢—u) <0 Vpek

Dies ist dquivalent zu
u="Pr(u—o0(Au—1)), 0>0
Betrachte die Abbildung W, : V' — V mit der Vorschrift

Wy(0) = Pi(v — o(Av —1))

Zu zeigen ist, dass W, eine Kontraktionsabbildung ist.

Rechnung.
Seien v1,v2 € V. Dann

|[W,(v1) = Wo(02)|* = || Pk (01 — @(Avy — 1)) — Px(v2 — @(Ava —1))| 2
nicht-expansiv

< |[(01 — o(Avy = 1)) — (v2 — 0(Ava = 1))||?
Durch Copy-Paste ergibt sich
|[Wo(01) = Wo(02)|I* < (1 — 200+ 0* [|A|]?) - [[v1 — 02 ]
Scharfes Hinsehen auf der rechten Seite zeigt, dass W, eine Kontraktion ist, falls gilt

O<Q< i
[A][>

Somit garantiert die Kontraktion die Existenz eines Fixpunktes. Dieser ist die gesuchte
Losung.

O
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3.8 Lineare Funktionale

Es seien X, Y normierte R-Vektorraume. Wir untersuchen im Folgenden lineare Operato-
ren der Form
T:X—Y, T istlinear und stetig

Weiter soll die schon vorher hdufig verwendete Supremumsnorm hier mathematisch sau-
ber aufgefiihrt werden

Definition 3.8.1 (Supremumsnorm einer Funktion)
Es sei X eine Menge und L*®(X) der Vektorraum aller beschriinkten Funktionen von X nach R.
Fiir eine Funktion v € L*(X) setze man

|[0]] L= (x) = sup |o(x)]
xeX

Lemma 3.8.2 Ist T : X — Y linear, so sind dquivalent:

1. T ist stetig
2. T ist stetig in x9, xg € X
3. SupHxHSl HTXH < 0

4. 3C >0 mit ||Tx|| < Cllx|] Vxe X

Der Raum der stetigen Abbildungen von X nach Y wird mit
L(X,Y):={T: X — Y|T istlinear und stetig}

bezeichnet.

Definition 3.8.3 (Operatornorm von T)

IT[| := sup ||Tx]|

[lx[[<1

||T|| ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

[Tl | < [IT {|x]|

Definition 3.8.4 (Dualraum, Nullraum)

i) X' := L(X,R) ist der Dualraum von X. Die Elemente x' heifen lineare Funktionale.

ii) Fiir T € L(X,Y) ist N(T) := {x € X|Tx = 0} der Nullraum von T.

Bemerkung 3.8.5 N(T) ist ein abgeschlossener Unterraum von X.
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Beweis.
i) Abgeschlossenheit

Betrachte x; — x fiir k — 0. Sei x; € N(T),x € X. Es gilt

T i
lim T =0 =° T(x) = x € N(T)

k—o0

ii) Zeige Unterraum. Seien x1, xo € N(T). Dann ist
T(x1+x2) =T(x1)+T(x2) =0=x1+x2 € N(T)
O

Satz 3.8.6 (Riez’scher Darstellungssatz)
Es sei X ein Hilbertraum. Dann definiert die lineare Abbildung | : X — X' mit der Vorschrift

(Jx)(y) = (y,x)

einen linearen isometrischen Isomorphismus.

Beweis.
i) J ist linear.

J(x1) = (y,x1), J(x2) = (y, x2)
J(x1) + J(x2) = (y,x1) + (1, x2) = (v, x1 + x2) = J(x1 + x2)

ii) J(x) € X'. Es ist

)W) = 10l = 12l Iyl — sup ()] < x|
y|I<

iii) J ist injektiv. Siehe
x x (1) |lxIP
‘< N Il Tl = s~

sup [(Jx) ()| = [[x[] = |[Jx]] = [|x]
llyll<1

Also

Das heifit x # 0, somit ist Jx nicht das Nullfunktional. Weiterhin wurde hiermit gezeigt,
dass ] isometrisch ist: ||Jx|| = ||x]|.

iv) J ist surjektiv

Vorgehensweise: Konstruiere zu gegebenen x; € X', x; # 0ein w € X mit xy(x) =
(x,w)Vx € X. P bezeichne die Projektion auf den abgeschlossenen Unterraum N (x()).
Wiéhle e € X mit x((e) = 1 und setze xy = e — Pe. Es gilt dann

xp(x0) = xp(e) —xp(Pe) =1—-0=1
Insbesondere ist xo # 0. Erinnere an die Definition der Projektion:

(Px—x,¢ —Px) >0 VgpeK
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Hier

(7 — Pe,e — Pe) <0 Vi € N(xp)
=(7 — Pe, x¢)

Seiy € N(x(), Pe € N(x{). Konstruiere

Einsetzen liefert

Damit gilt fiir alle x € X

Weiterhin

Und

D.h.

3.9 Fehlerapproximationen

Als Motivation betrachten wir die Fehlerapproximation
c
lu—wllv < Sllu=glly Vg€V

c
< —Hu — IhuHV
14

Diese wurde in Kapitel 2 fiir den 1D-Fall vollstandig diskutiert. Nun wird eine Verallge-
meinerung auf den 2D-Fall angestrebt. Zunédchst werden die Interpolationsabschatzun-
gen angegeben. Anschlieffend werden im Kapitel Adaptivitit die eigentlichen Fehlerab-
schdtzungen gezeigt.
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3.9.1 Interpolationsfehler in 2D fiir lineare Funktionen

Die folgenden Bezeichungen werden verwendet werden:

hr = diam(T)
or = Inkreisradius

h = maxhr
TET

1 a,
| h |

Wie betrachten Familien von T}, fiir die unabhéingig von h gilt

97 >8>0 vreT,

hrt
Die positive Zahl B ist demnach ein Maf3 fiir den kleinsten Winkel in T. Die Dreiecke
diirfen also nicht zu diinn werden. Bei der nachfolgend skizzierten Triangulierung gibt
es mit der Bedingung kein Problem:

Seiennuna;, i = 1,..., N die Knoten von T},. Fiir u € C°(Q) definieren wir
Ihu(ai) :u(ai), izl,...,N

und I,u sei zellweise linear.

Satz 3.9.1 Sei T € Ty, mit den Knoten a;,i = 1,2,3. Sei v € CY(T). Die Interpolierende
Iyv € Pi(T) sei definiert durch

Lio(a;)) =v(a;), i=1,23

Dann folgt
i) o= Iol|sr) < 2-hF IMIE)Z(HD(XUHL”(T)
h%—'
i1) max||D%(v — I,v)||je(m <6 —L -max||D*0||;e
) max|ID*(o = 1)l uwr) < 6+ 2T - max D] 1

Man erwihne die Analogie der beiden Abschitzungen mit dem 1D-Fall.
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Bemerkung 3.9.2 Die Bedingung Z—ZT des obigen Satzes kann noch umgeschrieben werden zu

2
1 —hTthlhT
or or P

Auflerdem ist zu bemerken, dass
zui) o - ol = O()

ZU i) ﬂaXHD“(U_IhU)HLw )y = O(hr)

Der nichtste Satz bildet den Ubergang von der Supremumsnorm zum quadratischen
Mittel.

Satz 3.9.3 Es gilt

[0 = Lnol[p2ry < c- hT|v|H2

hrt
|U—IhU|H1 <c - — hT|U|H2
or

Beweis. Nicht gefiihrt.

Der néchste Satz ersetzt T durch (). Wir leiten somit den globalen Fehlerterm her. Dazu
muf tiber alle T € T}, summiert werden. Der Ansatz dazu lautet

=) 1122

TeT),
Nun folgt
Satz 3.9.4 Unter obigen Voraussetzungen zeigt man

[lo = Lol 120 <chﬂﬂm

[0 = Iyolmq) <c- B ”U’H2

Beweis. Ubung.
Fiir hohere Polynomansétze ist nachfolgendes Resultat von Bedeutung.

Satz 3.9.5 (hohere Polynomansiitze)
Es sei P, der Raum der Polynome vom Grad < r. Weiter sei Iv € P,(T) mit r > 1. Dann gelten
die Approximationen

1) ||U—Ihl)||L2 <C hH_ |U’Hr+1 Q)
i) |o— Iolm) < c h|olgag)
Insbesondere folgt

Satz 3.9.6 (fehlende Regularitiit)
Fiir 1 <s <r+1 folgert man

i) Nl = Iwllr20) < ¢ Blolms(a
i) |o—Ivlmq) <c B 1|U|Hs

Praxis: Notwendige Bedingung ist das Wissen der Regularitit (Glattheit) der Losung v,
da die hoheren Ableitungen die Beschrankheit bestimmen.
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3.9.2 Fehlerabschitzung fiir elliptische FE
Wir erhalten den Diskretisierungsfehler fiir elliptische Finite Elemente. Ausgehend von
c
|l —uplly < —flu—gllv Vo €V,
c
< —|fu— Iyully
o

gilt mit den vorherigen Resultaten fiir den Raum V}, := H} (Q)

[ — ||y < ¢ hlulmeq)

wobei V, aus linearen Funktionen besteht. Es sei aber angemerkt, dass die Abschidtzung
mit Hilfe von Satz (3.9.5) auf beliebige Raume V), ausgeweitet werden kann.
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Der Begriff der Adaptivitat steht fiir die zusétzliche Verfeinerung bei gewissen Stellen
im Gebiet (), an denen Singularititen auftreten. Schwerpunktméafiig werden in diesem
Kapitel die Fehlerabschidtzungen vervollstandigt.

4.1 Laplace-Problem

Es sei wiederum die Poisson-Gleichung gegeben

—Au=f aufQ
u=0 aufl

Zu diesem Problem wurde eine Lésung mit linearen Ansdtzen u € V = H}(Q) gesucht,
also

ueV: (Vu,Vo)=I(f¢) VoeV
up, € Vo (Vu,, Vo) = (f,9) VeV,
Die beiden Variationsgleichungen gentigen dem folgenden Energiefehlerschatzer.
Satz 4.1.1 (Energiefehlerschiitzer)

Fiir den Diskretisierungsfehler e = u — uy, fiir die zwei obigen Gleichungen gilt die a-posteriori
Abschitzung

|| Vel]* <c- Z (h 91T+hTQzT)

TeT
mit
o1 = ||f + Auyl|r
1
= — [0 dr
02,1 /8T 5 [Onttn]yr
Beweis.
Ansatz:

| Ve||* = (Vu — Vuy, Ve)
= (Vu—Vuy, Ve —V(I,e)) Galerkin-Eig.
= (f,e—Ine) =) (Vuy, V(e — Iie))r

T

=(fre—Iwe) =) <(—Auh,e — Ie)r + / (Onuy) - (e — Ine) dF>

T

3
—Zf+Auh,e—Ihe ZZ/ [0nuy] (e — Ie) dT

T j=1
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Im letzten Gleichungsschritt wurden die Beziehungen

O i1 = Vg - nq
Onytip2 = Vupony = —Vuy,ony

ausgenutzt.

Kontinuierliches Modell

a(u, @) +s(u, @) = (f,¢) VoeV

mit dem Storungsterm

s(u, ) = ) sr(u,9)

TeT),

bzw. s, (u, @) = Z arst(u, @), o« € {0,1}
TeT),

Der Parameter a1 steuert, welche Zellen zusétzlich verfeinert werden.

\Singularit'eit

Zur weiteren Untersuchung werden zwei Rdume eingefiihrt

H:{TET},‘[XT:1}
NZ{TETh‘IXT:O}

Damit lassen sich zwei zusatzliche Storungsterme konstruieren

su(u, @) = ) sr(u, )

TeH

und sy (u, @) = Z st(un, @)
TeN
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Diskretes Modell
Folgt analog zu den obigen Uberlegungen. Gesucht ist die diskrete Losung uy, € Vj;:

a(up, @) +sp(un, @) = (f,9) Yo €V
< a(up, @) +s(un, @) = (f, @) +sy(u, @)

Kombination beider Modelle

Wir subtrahieren das diskrete von dem kontinuierlichen Modell. Dann ergibt sich

a(u —uy, @) +s(u —uy, @) + sy (uy, ¢) =0
————

Storungsterm
Mit e = u — uy, folgt

a(e,e) +s(ee)
=a(u—upe—e;)+s(u—uye—e)—sy(uye;)
= (f,e—e;) —a(uy,e—e;) —sy(uy,e—e) —sy(upe—ei)—sy(uy,e)
= (fre—ei) —auye—e) —sy(upe—e)—sn(upe)

kontinuierlich diskret

Die ersten drei Summanden entsprechen formal dem diskreten Modell.

Beispiel.

sn(upe) = Y ((u(x) —7) - Vuy, Ve);
TeN

E(Vu, Vo) + ((p(x) —#) - Vu,Ve) = (f, 9)

/

a(u,p) s(u¢)
Als betragliche Abschitzung ergibt sich

Isa(w, @)1 < ) (u(x) =) - V|| - [| Vellr
TeN

< (2 H(u(x)—w-whm) [ Vella

TeN

4.2 A posteriori Energiefehlerschatzer fiir VU

Es seien die beiden Variationsungleichungen nochmal genannt.

(Vu,V(p—u)) > (f,¢ —u) Y¢ € KCV, Kkonvex
(Vuh,V((p—uh)) > (f,gD—Llh), Ky, =KnVy,

Hierzu soll der a posteriori Energiefehlerschitzer hergeleitet werden. Fiir die eigentliche
Abschitzung ist das nachste Lemma von Interesse
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Lemma 4.2.1 Es gilt

4 Adaptivitat

(Ve,Vei) = (f,ei) = (Vup, Vei) + (Vu, V(e —e)) — (f,ei —e) + (Vu, Ve) — (f,¢)

mit
(f ei) = (Vup, Ve;) <0
(Vu,Ve)— (f,e) <0

Beweis.
zu (4.1): mite = u — uy und e; = u; — uy, folgt
(f ui —up) = (Vuy, V(u; — uy))
& (f, u; — uh) — (Vuh, Vui) + (Vuh, Vuh)
Weiter gilt nach dem Beispiel (Voraussetzung)
(Vu, V(up —u)) > (f,up —u)

Einsetzen in (4.3) zeigt
(Vup, V (u; —up)) > (f, ui — up)

zu (4.2): Z.z.

(Vu,Ve) — (f,e)

0
< (Vu,V(u—uy))— (f,u—uy) <0

<
<

Mit eingangs angefiihrtem Beispiel folgt
Vi, Vip—u)) = (fro—u)

Testen mit uy, liefert

(Vu,V(up —u)) > (f,up —u)
Gehe mit diesem Ergebnis in die Ungleichung (4.4):

(Vu,V(u—uy)) — (Vu,V(u,—u)) <0

Nun folgt die eigentliche Abschdtzung

Satz 4.2.2 Fiir Variationsungleichungen gilt die a-posteriori Fehlerabschitzung

|Ve||? = (Ve,Ve) = (Ve, V(e —e¢;)) + (Ve, Ve;)
(421

= (fre—e) = (Vuy, V(e—ei))

Der weitere Verlauf ist analog zu den Variationsgleichungen des vorherigen Abschnitts.

ABER: suboptimal in den Kontaktbereichen. Denn aus
||Auyp + f|| > 0 im Kontaktbereich

folgt
Au+f>0

< (Vi V(e — ) = (Y, V(e —e) + (T, V(e =€) - (frei—e)

(4.1)
(4.2)

(4.3)

(4.4)



4.3 Dualitdtsargument 69

4.3 Dualitatsargument

Es sei wie im vorherigen Abschnitt die Ausgangssituation

—Au=f aufQ
u=0 aufl

gegeben. Dazu wurde in Abschnitt (3.9.2) der Energiefehlerschitzer hergeleitet
[ = ||y < ¢ hlulpeq) (4.5)

In dieser Sektion soll eine vergleichbare Abschdtzung in der L,-Norm hergeleitet werden

A priori Abschitzung

Satz 4.3.1 Sei Q) ein konvexes, polygonales Gebiet. Fiir die Losung u gelten die bekannten Glei-
chungen

ueV: (Vu,Vo)=(f,¢) YoeV
u, € V. (Vuh,Vgo):(f,(p) VQDEVh

Dann existiert ein positives ¢, das unabhingig von u und h ist, so dass
2
[ —up|l 200y < ¢ h° Ju| (o)
In dem Beweis wird Stabilitdt des dualen Problems ausgenutzt. Dazu das Lemma

Lemma 4.3.2 (Stabilitit des dualen Problems)
Fiir konvexes Q2 mit dem dualen Problem —Az = e auf QY und z = 0 auf 9Q) gilt die Ungleichung

1zl r2() < s+ lellr2(q)

Der Faktor cs ist unabhingig von e.

Beweis von (4.3.1).
Wir betrachten das folgende Hilfsproblem, auch duales Problem genannt.

—Az=e:=u—u, auf()
z=0 aufod)

Hier wird also zundchst die duale Losung z gesucht. Dazu wird mit variationellen For-
mulierung gearbeitet. Hier

—(¢,82) = (p,e) Vo€V =Hy(Q)
& (Ve,Vz)=(¢pe) YoV
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Fiir die spezielle Wahl ¢ = e rechnet man nach

(e,e) = (Ve,Vz —VI;z) wg. Galerkin-Eig.
CS
< |[Vellr2q) - [IVz = VIpz|12(q)

P
< [IVelliz2q) ¢ - 1 ]2l ()

432)
< |[IVelliz@qyc - -csllell 2

= O(I?) - cs - |le] |2
Weiter folgt

llellr2) < e h-cs-[|Vellr2(q)

4§5)c-cs-h-h- Ul ()
= O(h?)
O
A posteriori Abschitung

Die a posteriori Fehlerabschitzung fiir den Diskretisierungsfehler wird mit linearen Funk-
tionalen angegangen.

Beispiel.

Mittlere Konzentration beim Durchfluss

r

Dazu die mathematische Formulierung

/ udl, &y, (u) Dirac-Distr.
r

mit dem Fehler
J(9) = /r @dl

Wir arbeiten nun wie oben mit dem dualen Problem. Die Betrachtungen werden hier
allerdings auf unterschiedlichen Gittern gemacht. Dazu wird eine weitere Gitterweite h
eingefiihrt, wobei der zugehorige Raum V;, C V wie gewohnt eine endlichdimensionale
Basis aus linearen Funktionen besitzt. Also
zeV: J(e¢)=(Ve,Vz) VeV
z€ Vi J(9) = (Ve Vz) VeV
Abschitzung

J(e) = (Ve,Vz—Vz;) + (Ve, Vz;) (4.6)

= (
< ||Vu — Vuy||-||Vz = Vz;|| +(Ve, Vzj)
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Die beiden Faktoren der ersten Summe sind aus der Energiefehlerschdtzung bekannt.
Der zweite Summand (Ve, Vz;,) wird bei gleichem Gitter von i und /1 gleich Null. Um-
schreiben des zweiten Summanden zeigt

(Ve,Vz;) = (Ve, Vzj — VIiz;)
= (Vu — Vuy, Vz; — VIzj)

= (f,f — IhZﬁ) — Z (Vuh,V(zﬁ — Ihzfl))T
TeT),

= (foz3— Inz) — Y [(—Bup, 2 — Inzj)r
TeT,

+ /aT %(8nuh) (z, — Ihzﬁ)]

1
= Z (f + Auh,zfl — IhZE)T +/ *(anuh) . (Zfz — IhZE)dr
TET or 2
h

In dem letzten Term sind alle Eintrdge bekannt. Die Methode des dualen Problems wird
auch als DWR-Zugang (engl. Dual-Weighted-Residual) bezeichnet.

Postprocessing

Gleichung (4.6) kann weiter umgeschrieben werden zu

J(u) = J(un) — (Ve,Vz;;) = (Ve,Vz — Vz;)
& J(u) = (J(up) + (f,z;) — (Vup, Vzi)) = (Ve, Vz — Vz;)

mit ] (u) — J(up) = J(e).
Primale Probleme:
a(u,¢) = (f,¢) VoeV
a(up, @) = (f,¢) Vo€V,
Duale Probleme:
a(g,z) =](¢) Vo€V
a(g,z;) =J(¢) Vo€V,
Pure:
J(u—up) = J(u) — J(up) = a(u —uy, z — z;) + a(u — up, z;)

a(u—uy,z—z;) + (f, z) — alun, z)

Postprocessing

J(un) = J(un) + (f,2) — a(up, z5)
Dann folgt fiir die betragliche Abschitzung
|7 (w) = J(un)| = lau — up,z — z5))|
S Celu—ullv - [lz = z4llv
<My 14
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5 lterative Methoden,
Minimierungsalgorithmen

Bei Anwendung der Finite Element Methode auf partielle Differentialgleichungen erhalt
man sehr grofie Gleichungssysteme der Form Ax = b. Um diese zu losen gibt es ver-
schiedene Ansitze. Zunichst einmal die direkten Methoden von Gaufs-Seidel und Choles-
ky. Diese benétigen aber bisweilen sehr lange Rechenzeiten.

Vorteilhafter bei symmetrischen und diinnbesetzten Matrizen sind iterative Verfahren.
Einige davon werden in diesem Kapitel vorgestellt. Motivation sei

Ax =0, A€ R"", symmetrisch, positiv definit
x,beR"

Wir betrachten das Minimierungsproblem

flx) = %xTAx —bTx

Die Minimalstelle ¥ von f(X) erfiillt

A¥—b=0

5.1 Positiv definite Matrizen

Es folgen einige Bemerkungen, Tatsachen und Vorziige positiv definiter Matrizen

Bemerkung 5.1.1 Sei || - || eine Norm auf C". Weiter sei A € M(n, n) := C"*". Auflerdem sei
A reguliir, dann definiert
[Ix[la = |[Ax][, xeC"

ebenfalls eine Norm.

Definition 5.1.2 Sei (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf C" . Dann heifit A € M(n,n)
positiv definit , wenn

A=A" und (Ax,x)>0 VxeC"x#0

Bemerkung 5.1.3 Es gilt A € M(n,n) mit (Ax,x) > 0,Vx € C",x # 0 genau dann, wenn
A = AH und alle Eigenwerte positiv sind. Es gibt dann die Darstellung

A=TDTH, T unitirund D diagonal
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Definition 5.1.4 Sei A? := T Dz TH , dann heisst

1 .

[Ix[la = [[A2x]l, mit [|-[l2 = /()
die Energienorm.
Bemerkung 5.1.5 Fiir das Skalarprodukt
(x,y)a:=(Ax,y), x,yeC"
gilt
[x[la = 4/ (Ax, x)

Bemerkung 5.1.6 A ist genau dann positiv definit, wenn A~ positiv definit ist.

Definition 5.1.7 Die Kondition der requliren Matrix A € M(n,n) ist gegeben durch
cond(A) = ||A]| - [[A~1]]

Bemerkung 5.1.8 Die zugrunde liegende Vektornorm sei || - ||,. Fiir eine positv definite Matrix
A € M(n,n) werde cond(A) bestimmt in der zugeordneten Matrixnorm. Dann ist

/\max

k =cond(A) = 3
min

dabei ist Ayay der grofite Eigenwert von A und dementsprechend A, der kleinste Eigenwert.

Lemma 5.1.9 Sei A eine positiv definite Matrix mit Spektralkondition k. Dann gilt fiir jeden
Vektor x # 0

S R T 5

Beweis.

Anordnung der Eigenwerte A; < Ay < ... < A,. Wie betrachten die Situation nach
unitdrer Transformation im Raum der Eigenvektoren. Dann schreibt sich die linke Seite
von (5.1) als

(D An?) (T A1)

5 (5.2)
noo.2
( =1 x]-)
Substitution
x? 1
Zi= = mit ) zi=1
Zj:l i i=1

Einsetzen in (5.2) zeigt

(Z?:l Aixiz) (2?212)\’_13(12) — (i )\izi> . (i )\i_lzi) < ﬁ =K
(Z}d:l sz) i=1 i1 M
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wegen

n n
Z)\izi < ZAnZi = )\n
i=1 i=1

n 1 no1 1
und ;Ai zigg/\—lzi:/\—l

O

Im vorherigen Lemma werden die Summen im Beweis recht grob abgeschitzt. Daher
kann die Abschdtzung noch etwas verbessert werden.

Lemma 5.1.10 Mit den gleichen Voraussetzungen wie im vorherigen Lemma gilt

(xTAx) - (xTA 1x) 1 1 —\?
< (2\/%+ 2W>

(xTx)?

Beweis. Nicht gefiihrt.

5.2 Abstiegsverfahren

Beim Abstiegsverfahren wird eine Folge
X0 — X1 —

durch eindimensionale Minimierung der Funktion f in Richtung des negativen Gradien-
ten erzeugt.

Aufgabe.
Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Gesucht ist eine Losung ¥ € R", so dass f (%) <
f(x) fur alle x € R" ist.

Lemma 5.2.1 Unter obigen Voraussetzungen sei d := —V f(x) # 0. Dann gilt
flx+td) < f(x)

fiir hinreichend kleines t > 0.

Beweris.
Man betrachte die Richtungsableitung

lim L) = F) Gt g

t—0 t

flx+1td) — f(x)

t
2 fx4td) < f(x)

< 0 fiir hinreichend kleines ¢t

Algorithmus 5.2.2 Fiirk = 0,1,2, ... und gegebenes x folgt
1. Berechne dy = —V f(xy)
2. Liniensuche: Man suche fiir f das Minimum auf der Linie {xy + t - dy.} fiir t > 0

3. Xgiq1 = X+ t-dy
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5.3 Gradientenverfahren

Spezielle Aufgabe

1
fx) = ExTAx —bTx, A positiv definit

Ein Minimum liegt vor, falls Ax — b = 0 ist. Wir benutzen Algorithmus (5.2.2). Hier gilt
speziell

i dk =b— Axk

oo dldy

1t = T (Ady)
Rechnung.

zui): Vf(x) =Ax—b

zu ii): Minimumsuche fiir quadratisches f.

min = f(xy + tdy)

S 0= if(x + tdy)
= 0= Vf(Xk + tdk) - dy
& 0= (A(xg+tdy) —b) - dy
& 0= ((Axg —b) +tAdy) - dy
h\’d
——d,
& 0= (—dk + tAdk) - dy

& t(Ady) -dp =d] -dy
_ i
—d] Ady

t

Lemma 5.3.1 Mit f(x) = 4xT Ax — bTx gilt

wobei AX = b gilt.

Beweis.
1) linke Seite:

flx)—f(x) = %xTAx —bTx — (;fTAJZ - bTJZ>

1 1
= ExTAx —bTx+ EbTJE
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2) rechte Seite:

= E(x )T (Ax —b)
_ 17 Tor, 1Tr 1.
=X Ax 5 Ax ¥ b+2xb

Vergleich beider Seiten liefert die Behauptung.

Lemma 5.3.2 Sei AX = b. Dann ist

=2
d{Aildk

mit der k-ten iterierten Losung xy und der Suchrichtung dy.

Beweis.

77

Es gilt dy = b — Ax; = A(% — x;) genau dann, wenn —A~'d; = x; — #. Man betrachte

nun

e — %[5 = (. — %)T A (x — %)
= (d{ A7) A (A dy)
=dl A td,

Division liefert die Behauptung.

Satz 5.3.3 Sei AX = b. Fiir den Iterationsfehler des Gradientenverfahrens zeigt man

(k—1)2
(K +1)2

[l — I3 < Mo — %[ -

mit k = cond(A).

Beweis.
Laut Algorithmus gelten

1) dk =b-— Axk
. _ dide
dT Ady
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Einsetzen in

Alg.
Flrenn) = F (o + tedy)
631) 1

= E(xk + tkdk)T A (Xk + tkdk) —pT (xk + tkdk)
umsortieren 1
= f(xk) + fedy (Axg — b) +*tid1{ Ady
mit £ dlde ¢ 1 (did)?  p
= -di. (—d — X~ .4, Ad
B 1 (dldy)?
= /00 =5 dT A,
Damit folgen die Aquivalenzen
_ 1 (dldy)?
f(xk+1) - f(xk) - E d,{Adk
o o 1(dfdy)?
& Sl ~ S8 = f0) 0 - 5 gt
631 1 1 e 1(dfdp)?
g EkaH_XHA—Eka_XHA_Ed{Adk :
(6.3.2) 112 a2 @ldo? e — |3
PEN X1 — X% = |l — &[5 — .
H k+1 HA H k HA dIZ“Adk d}Z’A_]dk
dard )2
=l —%|5-[1- ( k 2k
[xi = [l (d{ Ady) (df A-1dy)
Letztendlich ist
- 1 (dldy)?
(5.1.10) <112 <112 4
= X1 — X% < Hxpe — %15 [1 - ————
H k+1 HA—H k HA ( (ﬁ+m)2>
(k= 1)2
_ _ . O
||xk xHA (K+1)2

Auflerdem wurde mit dem Beweis gezeigt, dass

—1\*
e — %[ < (2 o — |4
K+

)
und (k= >:(K+1)— 2 ~ 1—g
(k+1) (k+1) x+1 K
Wie bereits oben bemerkt, dauert die Iteration umso linger, je schlechter (grofier) die
Kondition der Matrix ist.
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5.4 Beispiel
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Gegeben sei das Poisson-Problem in 2D. Es wird mit linearen Finiten Elementen diskre-

tisiert.

mit zugehoriger Matrix

-1

Der grofste und der kleinste Eigenwert sind gegeben durch

Einsetzenin 1 — %:

Amin = 8h 2 sin? (gh)

Amax = 8h 2 cos? <7;lh>
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Frage: Wie viele Gradientenschritte i sind notig, um eine Reduktion um den Faktor r zu
erreichen?

Dazu arbeitet man mit den Taylorentwicklungen

2
i) cosmh=1— " h+O(h*

2
72
ii) Inl—z=—-z-— 5 +0(z%)
Zwischen den beiden Funktionen gibt es die Beziehung
; Inr
[ 5 —
(cosmth)' =r < i= Incos h

Den Nenner der rechten Seite schidtzt man ab mit

; 2
In cos th g In (1 — % . h2>

2
Daraus folgt
2 1
i=Inr 2
1 .
=c- ok mitc >0
Also ist
|
e
Dabei steht i fiir die Anzahl der Iterationen und / wie gewohnt fiir die Gitterweite.
Verfeinerung
Bei Halbierung der Gitterweite
I h
=
2
folgt fiir die Anzahl der Iterationen
1 1

Erklirung.

Bei Halbierung der Gitterweite vervierfacht sich die Anzahl der Iterationen!

Praxis.

Dartiiberhinaus geht weitere Rechenzeit verloren, da bei halbierter Gitterweite die zuge-
horige Matrix dementsprechend grofier ist.

Konsequenz.
Einfache Halbierung ist fiir die Praxis zundchst einmal schlecht.

Bemerkung 5.4.1 Die Kondition einer Matrix ist ausschliefSlich von der Ordnung des Differen-
tialoperators abhingig. Nicht von der Dimension des betrachteten Problems.

Beispiel sei das Poisson-Problem v’ = f. Egal ob man dieses Problem im 2-dim oder 3-dim
berechnet. Fiir die Kondition gilt stets x ~ h—lz Also bei 1-mal verfeinern werden schon 4-mal
mehr Schritte gebraucht.
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5.5 Projiziertes Gradientenverfahren

Motivation sei wieder das Drahtproblem mit Hinderniss.

Lo
N

Rechnerisch erhalten wir aus der Abbildung die schon bekannte Variationsungleichung

(Vu,Vo—Vu)>(f,o—u) VpeK

Die gestellte Aufgabe lautet: Finde eine Losung u € K C R", so dass
1
min EuTAu — fTu=:J(u)
mit positiv definiter Matrix A € M(n,n) und f € R". Der Raum K ist definiert durch

K={xeR"x(i)>0,i=1,...,n}
Algorithmus 5.5.1 Es bezeichne Pk die Projektion auf K.

i) Initialisierung: Man wihle uy € K
ii) Iteration: fiirk =0,1,2,...

U1 = P (ug — o' (uy))  mit J'(u) = Au— f und a > 0

Schritt ii) zerféllt in zwei Teilschritte:
Upy1 = U+ g (f — Auy) (Gradientenschritt)
S (Y

wobei im letzten Schritt 11 (i) = max (0, u, ! (1)) gilt.

Satz 5.5.2 Zu dem obigen Algorithmus existieren , p > 0, so dass mit & < . < [ dieser gegen
die Losung u konvergiert. Die Konvergenzgeschwindigkeit wird hier nicht ermittelt.

Beweis.
i) Wir zeigen die Fixpunkteigenschaft von u, also u = Px(u — ayJ'(1)). Aus Abschnitt
(2.8) folgt

(J'(u),p—u) >0 VoeK
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Mit oy > 0 gilt weiterhin

(] (u), g —u) 20 VpeK
& (u—u+twa] (u),p—u)>0
& (u—(u—warJ'(u),p—u)>0 VpekK
< u=Px(u—wmJ (u))
Damit ist der erste Teil gezeigt.
ii) Wir rechnen
k1 — ul] = || P (ux — ax) (k) — Pc(u — ax ]’ (u))]]

nicht-expansiv

< g — u — ar (J' (i) — J'(w))]]
Quadrieren bringt
iterr — ul [ < e — uf > — 2 (uge — w, ] (i) — J () + a||J (ue) = J' ()|

Nun gilt
J' (i) = J'(u) = (Aug = f) — (Au = f) = A(u —u)

Auflerdem ist A positiv definit nach Voraussetzung

Rayleigh-Quotient
(uy —u)T A(ug —u) > Amin | [t — u] [?

Einsetzen liefert

g1 — ul]® < ||ug — u||* — 204 Amin||ug — u||* + 2| | A |ug — u|?
= [Jug — u|* - (1 — 20¢Amin + 3| [A]]?)

=:D

Ziel: Wahle ay so, dass D € (0,1) ist. Diese Uberlegung fithrt zu einer Faktordiskussion.
Soll hier nicht weiter ausgefiihrt werden, da die gleichen Uberlegungen in den Existenz-
sdtzen (3.5.1) und (3.7.4) bereits ausgearbeitet wurden.

Es folgt als Ergebnis fiir ay:

2 )\min

ar >0 N o < ———75-
[|A[2
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5.6 Konjugiertes Gradientenverfahren (cg-Verfahren)

5.6.1 Hintergrund

Das konjugierte Gradientenverfahren gehort zu den sog. Krylovraum-Methoden. Es sei
A € M(n,n) eine symmetrische positiv definite Matrix A, die der Gleichung Ax = b
gentigt.

Krylovraum-Methoden erzeugen iterativ, ausgehend von einer Naherungslosung xo €
R" mit dem zugehorigen Residuum dj := b — Axg eine Folge weiterer Ndaherungslosun-
gen xi , also

X0 — X1 — . — Xm

Bei exakter Rechnung bricht das Verfahren spétestens nach n Schritten mit der gesuchten
Losung ab. Also
xy=%:=A"', m<n

Dabei wird fiir alle k > 0
Xk € X0 + Vk(d(),A)
verlangt, mit dem Krylovraum V(dy, A) zur Matrix A und dem Startresiduum dj.

Infolge von Rundungsfehlern sind diese Verfahren aber nicht endlich und so ist das
Konvergenzverhalten von entscheidender Relevanz. Der Arbeitsaufwand wird durch die
Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor bestimmt.

Das cg-Verfahren eignet sich gut fiir sehr grofie Matrizen, die diinn und unregelmafSig
besetzt sind.

5.6.2 Das cg-Verfahren

Idee. Bisher wurde das Funktional f(x) = %xTAx — bTx betrachtet, wobei die Kompo-
nenten des Vektors x positiv sind. Hierzu wurde die Losung im 1D-Fall mit Hilfe der
Liniensuche approximiert. Also

Xit1 = X; + a;d;
f(xit1) = min f(x; +z)
zE<d;>
Fiir die lineare Hiille wird die Bezeichung
<d; >=span(d;) dim <d; >=1
verwendet.

In dieser Sektion wird nun eine Verbesserung des Verfahrens angestrebt. Dazu wird eine
2D-Minimierung, also eine Ebenensuche, verwendet.

f(xi,l) = minf(xi +z), ze< di_1,8i >
mit d;_; = x; —x;—1 (Richtung der letzten Korrektur)
und g; = Ax; — b (Gradient des Funktionals)

Zunichst werden einige Hilfssdtze bereitgestellt.
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Definition 5.6.1 Sei A € M(n,n) positiv definit. Die Vektoren x,y € R" heiflen konjugiert
oder A-orthogonal, falls
xTAy=0

Beweis. Nicht gefiihrt.

Bemerkung 5.6.2 Wenn die Vektoren x1,...,x; € R" paarweise konjugiert sind, dann sind
diese sogar linear unabhingig.

Beweis/ Rechnung.
Multiplikation der Gleichung

X = 0

N.
I >~
,_\I l

mit (Ax;)T (j =1,...,k) fithrt zu

uciijAxi =0
i=1
& wj-x] Axj=0
17 i

k

>0
= DC]':O, j:1,...,k

Das nachfolgende Lemma zeigt die Vorteile der konjugierten Richtungen.

Lemma 5.6.3 Gegeben seien die konjugierten Richtungen dy, .. .,d,_1. Weiterhinsei ¥ = A" -
b. Dann gilt

_dl'b
~ dlAd;

n—1
X = Z Dél'dl', L%
i=0
Die Losung ist also direkt hinschreibbar!

Beweis.
Wir arbeiten mit dem Ansatz

n—1
X = Z Oékdk
k=0

Dieser wird mit (Ad;)T, (i =0,...,n — 1) multipliziert. Dann gilt

n—1
leAf = Z DékdiTAdk
k=0

= Dél'dl-TAdl‘
dZ.TAJZ din
N = =
"dTAd dTAd;
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Lemma 5.6.4 Es seien die konjugierten Richtungen dy, . .., d,_1 vorgegeben. Fiir jedes xo € R"
liefert die durch

Xit1 = Xi + a;d;

mit i > 0 erzeugte Folge nach (hdchstens) n-Schritten die Losung X. Weiter wird «; berechnet
durch
_ —8&ld;
dl Ad;
und g = Ax;—b

&

Beweis.
Wir beginnen mit A(X — xp) = (b — Axp). Unter Verwendung von Lemma (5.6.3) ergibt
sich

N n-l ) le(b — Axo)
(X —x0) = Z;;)zx,'d,' mit a; = W

Es bleibt zu zeigen:
_8de1' _ d?(b — AX())
dz-TAdi dz-TAdi

Rechnung.

—dZ-T(AXO — b) —diT(Axo — Ax; + Ax; — b)

dT Ad; AT Ad;
=gi
——
& g = —diT (Axi - b) _ diT(Axo - Axi)
Y dlAd; dl Ad;
=07?

Von Interesse ist die Frage, wann der zweite Summand verschwindet. Diese Frage wird
mit dem Algorithmus néher untersucht: Multiplikation mit (Ad;)T fithrt auf das Ergebnis

j<i
diTA(xz- — xo) = Z(X]leAd]
j=0

Dabei ist d] Ad; = 0 wegen der Konjugiertheit.
O

Korollar 5.6.5 Mit den gleichen Voraussetzungen wie im vorangegangen Lemma folgt, dass x;
das Funktional f in dem Raum xo + Vi, mit Vi =< d, ..., dx_1 >, minimiert. Insbesondere gilt

dlgr =0 fiiri <k
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Beweis.
1) Es gentigt d! g = 0 fiir i < k zu zeigen. Wir beginnen mit

k—1
f(xk) = n}inf (xo —+ Z Dcidi)

i=0
& 9 f(xg) =0
aOCZ' ke

= Vf(xk)T -di =0
iS4 (Axk—b)T'diZO
<~ g{ . di =0

Die Aquivalenzkette gilt, weil f quadratisch ist.

2) Es ist 0 = d g1 zu zeigen. Also

0= d;fgkﬂ
= dl{(Akarl —b)

Id
—dl (A 2= S ) —b
k< <Xk d]]("Adk k
dl Ady
=dl (Axg—b) — L= ¢l
= d;gk — gl{dk =0

k

3) Induktion.
Zu zeigen d! g = 0 fiir i < k.
Ind.Anfang: k = 1: dl g1 = 0 (erfiillt wegen 2) )
Ind.Annahme: diTgk,l =0furi<k-—1.
Ind.Schritt: k — 1 — k.
Der Algorithmus liefert
Xk — Xp—1 = ag—1dk—1
Multiplikation mit A und anschlieffendes Einfiigen von b bringt

A(xg — x51) = a1 Ady 4
A.X'k —b— (AXk_l — b) = “k—lAdk—l
Fiir g gilt
8k = 8k—1 = k-1 Adg_y
Diese Gleichung wird mit d] multipliziert
Al (g —gx-1) =0 firi<k—1
Unter Benutzung der Induktionsannahme folgt
digkzo firi<k-—1
Fiir den Fall i = k — 1 wird 2) verwendet. Damit folgt insgesamt

d,‘gk:O furi <k
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Algorithmus 5.6.6 (cg-Verfahren)

1. Initialisierung: xo € R".
Setze dy = —go = b — Axy.

2. Iteration iiber k =0,1,2, ...

_ —8idx
d,fAdk

Xkr1 = Xg + agdy

K (Lemma (5.6.4))

Sukzessiver Aufbau der konjugierten Richtungen:

Sk+1 = 8k + axAdy
By = 81?+1Adk
$T dT Ady

i1 = —8kv1 + Prdx
Dazu die kurze Erlduterung. Der Update-Schritt ist

Xk+1 = X + apdy
= X + ap(— 8k + Br—1dk—1)

wobei gy der Gradient und dy_q die Suchrichtung ist, und alles im 2-dim. betrachtet wird.

Bemerkung.

¢ Bei der Durchfiihrung des cg-Verfahrens miissen lediglich die vier Vektoren xy, i, dy, Ady
gespeichert werden. Dabei muf nur eine einzige Matrix-Vektor-Multiplikation rea-
lisiert werden.

¢ Das cg-Verfahren wird nur bei symmetrischen Matrizen verwendet. Bei nicht sym-
metrischen Matrizen A rechnet man

AT Ax=AT b

Hier die Losung zu berechnen ist genauso aufwendig wie das Gradientenverfahren
und somit fiir die Praxis nicht interessant.

Der néchste Satz listet weitere Eigenschaften des cg-Verfahrens auf.

Satz 5.6.7 (Eigenschaften des cg-Verfahrens)
Solange g1 # 0 ist (fiir gx_1 = 0 hat man die Losung nimlich gefunden) gilt

1. deq £0

2. V=< 8o, Ago, Azgo, ceey Akilg() >
Den so konstruierten Raum nennt man Krylov-Raum.
Esist Vi =< £0,81,---,8k—1 >=< do,...,dx_1 >. Damit folgt natiirlich nicht g1 =
Ago , usw. Es sei an den Austauschsatz von Steinitz erinnert.
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3. do,...,dx_1 sind paarweise konjugiert.

4. Esist f(xx) = minyey, f(xo +2)

Beweis.
Via Induktion.
Ind.Anfang: k = 1 (alle 4 Punkte erfiillt.)
Ind.Schritt: k — k+1
Zunichst Al
e = gro1 + a1 Ady_y

Wegen

< go,Ago, .. .,Ak_lg() >=< do,. . '/dkfl >

gibt es die Darstellung
k-1

de1 =Y 1A%
=0

Also bringt Einsetzen

k

Sk =8k1+m-1Y7j-1480, &1 € Vi
i1

und damit hat man < go,...,gx >C Vi_1 gezeigt. Nach Annahme seien dy,...,d;_1
konjugiert und wegen der Optimalitdt von x; folgt

dlgr =0, i<k
Falls g; # O (fiir gx = 0 hat man die Losung gefunden) verifiziert man die Folgerungen

gk linear unabhéngig von (dy, ..., dx_1)
= S & Vk

Demnach ist < go,...,g > ein (k — 1)-dimensionaler Raum und kein echter UR von
Vip1. Also gilt

< 80, Ag0, ..., A go >=<g0,..., g >
Damit wurde aus dem Satz Punkt 2 Teil 1) bestatigt. Zeige nun Vi1 =< d,...,d; >. Mit

diesem Beweisteil werden gleichzeitig Punkt 1 und Punkt 2 Teil 2) bewiesen. Betrachten
wir dazu

Sk +dx = gk — Sk + Br—1dk—1
—d,
< gktdk = Pradk-1, dk1 € Vi
= gt+dp €V
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Dazu die erkldrende Abbildung

W

gk
Es wurde gezeigt

<80 s 8k-1,8k >=< 80, -+, 81,4k >=<do, ..., dx_1,dx >

Also Viy1 =< dy,...,dx >. Wir rechnen nun Punkt 3 des obigen Satzes nach. Zu zeigen
ist, dass dy, . . ., di paarweise konjugiert sind. Nach dem Algorithmus ist

die = —8k + Br-14k-1
Multiplikation mit (Ad;)T liefert

dl Ady = —dl Agi +Br_1d] Ady_4 (5.3)
N e’
Wann =07?
i)Falli <k—1
Nach Annahme ist ,Bk_ldiTAdk_l = 0 und weiterhin ist d; € Vi_; woraus Ad; € V folgt.
Damit bleibt die Frage, wann in der Gleichung (5.3) der Term —d! Ag; verschwindet.
Dazu
k-1
Adi = Z (sjd]
j=0
und damit

ii)Falli =k—1
Wir betrachten wieder (5.3):

TAd
dT | Adp = —dl | Agi+ -SKZL T agy
k—1410k k—1 gk+d;f_1Adk71 k—140k-1
.. . . SLAdy
Fiir den Bruch gilt laut Algorithmus di - = 0.
k—1710%k=1

Punkt 4 des Satzes:
Minimaleigenschaft. Anwendung von Korollar (5.6.5). Dort waren die Punkte 1 - 3 Vor-
aussetzungen!

O
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Satz 5.6.8 (Konvergenz des cg-Verfahrens)

Es gilt
k
g V=1 3
[l — %[|a < 2- (ﬁ—kl |x0 — %4

Beweis. Nicht gezeigt.

5.7 Vorkonditionierung

Dient der Verbesserung der Konvergenz der Iterationsverfahren.
Grundidee:
i) Transformiere Ax = bin A% = b mit cond(A) < cond(A)
ii) Lose Ax = b
iii) Ricktransformation ¥ — x

1) Transformation
Sei C symmetrisch und positiv definit. Mit Hilfe von Cholesky gilt die Zerlegung C =
H - HT. Betrachten wir nun

Ax=b < H'AH T-H'x=H1
N

=:A =X =b

und schreiben nochmal zur Verdeutlichung

A=H'AHT

¥=H'x

b=H"b
Also folgt

Ax =D

2) Lose Ax = b

Ahnlichkeitstransformation.
HTAHT = H T (H*lAH*T) HT
=C A
Somit ist A dhnlich zu C"'A. Falls C = A liegt Ahnlichkeit zu Id vor. Dies hiee, dass

cond(A) = 1, was numerisch aber zu aufwendig herbeizufiihren ist. Daher wird der
Kompromiss angestrebt, dass A in irgendeiner Beziehung zu C steht. Beispielsweise C =

diag(A).
Es wird nun der nachste Algorithmus présentiert, der die Vorkonditionierung (engl. pre-
conditional) beriicksichtigt.
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Algorithmus 5.7.1 (pcg-Verfahren)
Startwert sei xo € R". Damit folgt
g0=Axg—b,  do=—hy=—-C"'g
Es folgt somit die Iteration fiirk = 0,1,2, ...

L
© dT Ady

Xir1 = X + apdy

Berechnung der weiteren Vektoren

Sk+1 = &k + apAdy

W1 = Clgiyy  (Vorkonditionierungsschritt)

. g;+1hk+1

v = —hipr + P, mit P == —
k"k

Der Update-Schritt /i, ; = C g, 1 wird wieder durch Losen eines linearen Gleichungs-
systems bestimmt. Also

Chii1 = k1

Bemerkung.

Erweiterung der Matrix C zu einer oberen Dreiecksmatrix macht das pcg-Verfahren ka-
putt, da dann die Bedingung, C symmetrisch, nicht mehr erfiillt ist. Losungsansatz: Vorwaérts-
Riickwirtseinsetzen. Wahle C einmal als obere - und andererseits als untere Dreiecksma-
trix.

Stichwort: Unvollstindige Cholesky-Zerlegung

A=H'H+R — C=H'H
Abschliefiend gilt der Satz

Satz 5.7.2 Es gilt

k
N VE—1 N
= slla < 2- (YE7) - llso—3lla

mit k = cond(C~1A).
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5.8 Defektkorrektur

Hier wird kurz der Begriff der Defektkorrektur erldutert. Ausgehend von
Xky1 = X+ ag (b — Axy)

oder allgemeiner
X1 = X+ 0 C1 (b — Axy)
—_———
=d,
nach Umformung mit Cdy = b — Axy folgt eine Fallunterscheidung
1. Annahme C = A:
X + DckAflb — WX = (1 - zxk) Xp + ap X

2. Annahme C = diag(A):
Xiy1 = X + g - (diag(A)) - (b — Axy)

Komponentenweise Betrachtung fiihrt auf das Jacobi-Verfahren:
. , 1 N v .
e (1) = 1 (i) x| () = ) Aixi(f)
il =1

Eine Verbesserung des Verfahrens wurde nach Gauf-Seidel benannt:

i—1

Xey1 (1) = (i) + wk% <b(i) =) A (f) - iAijxk(j)>
ii j=i

j=1

Dieses Verfahren konvergiert fiir 0 < ay < 2.
Projiziertes Gauf3-Seidel Verfahren

i—1 n
X1 () = max (0, x (i) + “k% <b(i) - ZlAijkarl () — Z&jﬂ(i)))
i j= =

Konvergenz liegt wie beim vorherigen Verfahren fiir 0 < a; < 2 vor.

5.9 Vergleich der Verfahren

Dieses Kapitel wurde in einer Ubungsstunde erarbeitet und vergleicht das Gradienten-
verfahren mit dem konjugierten Gradientenverfahren (cg-Verfahren).

Gradientenverfahren
Wie bereits gezeigt, bedeutet eine Halbierung der Gitterweite /1, dass 4-mal so viele Schrit-
te bearbeitet werden miissen. Dazu die Gleichung

x—1
x+1

k y 1
lxo — X[[a, K~ 5

=l < .
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cg-Verfahren
In dem Fehlerterm des adjungierten Gradientenverfahrens erhilt man eine Wurzel in der
Kardinalitdt und somit benttigt man hier bei einer Halbierung von & nur 2-mal so viele

Schritte:
_ VeE—1
X — X <
I m_<ﬁ+

Das bedeutet eine deutliche Verbesserung!

1

k
) clbo=slla x~

In der Praxis kann es trotzdem vorkommen, dass bei Anwendung des cg-Verfahrens der
Schrittfaktor vervierfacht wird, bei Halbierung der Schrittweite. Dazu die Begriindung:

Problem: Lose Ax = b. Wobei aber A nicht symmetrisch ist. In diesem Fall ist
L(Vu, V@) + B (021, 9)
Also wird Ax = b mit AT multipliziert, um A symmetrisch zu machen:
AT Ax = ATb

Somit ist die linke Seite symmetrisch und die rechte Seite positiv definit. Allerdings wer-
denbei AT - A die Konditionszahlen ebenfalls multipliziert und die Wurzel in dem Feh-
lerterm fallt weg. Also hat man dann x ~ h]—z, was dem Faktor 4 bei halbierter Gitterweite
entspricht.

5.10 Aufwand O(-) der Verfahren

In dieser Sektion soll ein kurzer Einblick in den Rechenaufwand der einzelnen Verfahren
gegeben werden. Dazu sei folgende Situation gegeben

Problem

Lose Ax = b. Wir betrachten die Laplace-Gleichung im 2D. Die Ordnung der Ableitung
(hier 2) bestimmt die Matrix A. Weiter sei dim(A) = n. Die Eintridge pro Zeile entspre-
chen O(1).

Frage: Wie hdngt n mit der Gitterweite h zusammen? - Dazu als Erkldrung die Abbildung

Ya

h X

Demnach ist wegen x - y = h - h die Dimension n ~ % Da wir das Laplace-Problem in

2D betrachten gilt fiir die Kondtion « ~ h%

Wir versuchen nun die Zahl der Iterationen bei vorgegebener Reduktion am zu ermitteln:

<1—2> =red <1
K

= m-In (1 — i) = In(red)

Beispiel. Gradientenverfahren
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Demnach folgt
In (red)
m= 5

m ~ K

K

Aufwand pro Schritt kann aus dem Algorithmus (5.7.1) bestimmt werden:

Matrix - Vektor £ O(n?)
Vektor - Vektor = O(n)

In unserem Beispiel folgt wegen den Eintrdgen pro Zeile = O(1) dann
Matrix - Vektor = O(n)

Also ist der Aufwand pro Schritt: O(n). Demnach

mn~ K~ ~n

h2
m-n ~n> (Gradientenverfahren in 2D)

Die Zahl m z&hlt die Schritte und n gibt die Kosten an. Bemerke, dass dieses Verfahren
gegeniiber Gaufi-Seidel eine Verbesserung um eine Potenz darstellt. Denn Gauf3-Seidel

2 0(nd).
Beispiel. cg-Verfahren

1
m-n~nt? (cg-Verfahren in 2D)

Ein optimales Verfahren wiirde demnach fiir O(n!) gelten. Diese Art von Losern nennt
man Mehrgitterverfahren und werden im néachsten Kapitel vorgestellt.
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6.1 Einleitung

¢ Loser fiir lineare Gleichungssysteme bei PDGL

¢ Konvergenzrate unabhingig von der Gitterweite h, also Zahl der Iterationsschritte
konstant

* Aufwand lediglich O(n), dim(Gl.systems) = n.

Die Mehrgitterverfahren stellen eine Klasse von Algorithmen, die mehr-dimensionale
Gleichungssysteme ,,optimal“losen konnen. So konnen PDGL, wie beispielsweise die
Poisson-Gleichung, mit Rechenaufwand O(n) gelost werden, wobei n fiir die Anzahl
der Unbekannten steht.

6.2 Grundidee

Die Auflosung des Gitters wird zundchst vergrobert, um so die Problemgrofie zu reduzie-
ren. Auf dem groben Gitter werden jeweils nur Korrekturen der Fehler auf den feineren
Gitter mittels Glattern (Gaufs-Seidel) approximiert.

Hochfrequente Anteile werden so gedampft, was eine Gldattung des Fehlers nach sich
zieht. Siehe dazu die Abbildung (6.1). Niederfrequente Anteile auf dem feineren Gitter
werden daher zu hochfrequenten Anteilen auf dem groberen Gitter und konnen so be-
seitigt werden.

6.2.1 Beispiel

Zu dem bekannten Problem —u" = f gibt es die Diskretisierung A;x;, = f, mit
-1 , A € R™, xh,thIR”

Iterativer Loser, Jacobi-Verfahren
Xt = xl + D, (f — Anx}), Dy = diag(Ay)

Dazu folgende Abbildung. Diese zeigt, dass der Fehler zwar nicht unbedingt kleiner wer-
den muf in der Summe, dieser aber auf jeden Fall mit zunehmender Anzahl von Itera-
tionen glatter wird. Sprich, der Iterationsfehler ¢/ = xj, — x| wird glatt bei Anwendung
der Jacobi-Verfahrens.
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v

Fehler e™M

Abbildung 6.1: Glattung des Fehlers

6.2.2 Gittertransfer

Prolongation
p: Rz — R"!

Definition 6.2.1 Zu einer gegebenen Diskretisierung wird ein neues verfeinertes Gitter gewdihlt.
Dazu die Abbildung

(O neues Gitter
4 X altes Gitter

Restriktion
v:R"™! - R?

Dabei werden in vorangegangen Abbildung die Rollen des Kreises und der Kreuzes ge-
tauscht.

6.2.3 Grobgitter-Korrektur

Motivation ist die Fragestellung, wie man zwischen zwei verschiedenen Gittern wih-
rend der Berechnung ,wechselt “. Zu l6sen ist Ayx; = f;. Nach i Schritten des Jacobi-
Verfahrens erhdlt man ndherungsweise die Losung x;,. Wir rechnen

Ahxh — Ahx;'l = fh - Ahxz
& A (xh — x}l) = fh — Ahxz
~——— -

:3951 =:d§1

~ Ahe‘;1 = dlh
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Man beachte
xp = x + (x5 — )
=uxi +e

Also ‘ ‘ '
AhE;l = d;l — A2h32h =7T- (d;i)

In Worten. Weil der Fehler glatt ist, kann zu einem grofieren Gitter tibergegangen wer-
den. Es gehen kaum Informationen verloren und die Rechenzeit verkiirzt sich erheblich.
Dabher ist die rechte Seite der Aquivalenz ,billiger “, weil die Dimension halbiert ist.

Algorithmus 6.2.2 (Mehrgitter-Verfahren)

1. Startwert xg,o
2. fork=0,1,2,...
fori=1,...,v
R R (R

end

Agpeay =1+ (f — Akx?)  (Grobgitter)

WO o)
end (of k)

Im obigen Algorithmus steht v fiir die Anzahl der Glattungsschritte. In der Regel 3,4,5.
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6.3 Glattung

2D-Modell

Jacobi-Verfahren
2l = ¥ 4 D7I(f — Axf)
= (Id—D'A)x' + D If
Iterationsmatrix wird definiert als
C=1I1d-D'A, C¢c M(n,n)

Die Gitterweite wird beschrieben durch
1
h=—,
N+1

Eigenwerte der Matrix C

n = N? (Zahl der inneren Punkte)

pll) = % <COS L + cos

), 1<kI<N

Zugehorige Eigenvektoren seien z(*!). Schlechtes Konvergenzverhalten wird durch

1 7T T
Ly — =
U Z(COSN+1+COSN—|—1> (6.1)

Wir betrachten abschlieSend den Fehler. Dazu

¥ x = Z Ak
k=1
, N
C (xz _ x) — E Dckl],lklzkl
k=1
Hohe und niedrige Frequenzen
Eintrdge der Eigenvektoren
krti Imtj
kI . . ] ..
Zjj :smN+1 -san+1, 1<i,j<N

Ein ,schlechter “war bereits fiir k = | = 1 gefunden, siehe (6.1). Stichwort: langwelliges
EV. Fur k, I > 1 wiirde der Sinus schneller oszillieren.

Im folgenden wird die Fragestellung behandelt, wie sich das Jacobi-Verfahren auf Teil-
rdaumen mit Eigenvektoren hoherer Frequenz verhilt. Definiere

N
RN’ = R" 5 Xogc = span{z"|1 < k,I < N,max (I, k) > E}



6.3 Gldttung

Lemma 6.3.1 Fiir das Modellproblem sei x°
es gilt

[le™ ]2 < —=1le" ]2

=
V2
D.h. die Konvergenzrate ist h-unabhiingig bei Einschrinkung auf Xosc.

Beweis.
Zunichst eine Notation zur vereinfachten Schreibweise

ZZ: Z ,  mMmaX = maX

1<k<N
1sksN NoJ<N
J<iI<N 250

Darstellung von e™:
kl ki
em = E az

mit der Norm 5
lle"[3 =1 ()

Nun wird die Eigenvektor-Eigenschaft CzF = 12X ausgenutzt. Damit folgt

i) e" € Xosc

ii) Abschitzung von ||e"1||3

e g < () (a4)
(652) max (#kl)2 5 <[ch1)2

N’
=lle"|13
wegen | > & folgt cos 7% € (—1,0) und
l|e™ 1|3 < 1maxcos -|le™ |3
=2 N+1 2
1
< 21l

99

—x € Xpsc. Dann ist e™ = x™ — x € Xpgc und

(6.2)
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