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1 Numerische Simulation: Eine Ubersicht

Beispiel 1.1 Auslenkung eines Drahtes.

UR L

Abbildung 1.1: Draht der sich durch f verbiegt.

Praxis: Je griosser f, desto grisser ist die Auslenkung ug.
Theorie: Lingendnderung Al ist proportional zur “elastischen Energie”:

Al ~ %/(&EU)Q dx

Modellierung

Diskretisierung

Abbildung 1.2: Diskretisierung

Wihle n bel. Punkte x; € I, 1 =1,...,n.
Bezeichnung: u; = u(z;).

S 2, .
Approximation von O;u :

Wi—1 + 2u; + Uity
72

Man erhdlt ein System von Gleichungen

2 .
—ui_1+2ui—ui+1:hfi, @zl,...,n.



1 Numerische Simulation: Eine Ubersicht

Beachte die Randbedingungen: u(0) = u(L) = 0.
Mt den Bezeichungen: x,b € R™:

Uy h2f1
r=1|:1, b= :
Uy, hf,
AeRan
2 -1
-1 2 -1
A= .
-1 2 -1
-1 2

Lose das Gleichungssystem Ax = b.
Bestimme durch lineare Interpolation: x — wuy,.

Up

Abbildung 1.3: Interpolation
Auswertung der Rechnung: Ist ||u — uy||» klein genug?
Bewertung in Bezug auf ug:

lur —unl| = [lur —u+u—u

< Jlur—ul+ lu—
—— ——
Modellfehler  Diskretisierungsfeher

Verbesserung des Modells:
—Pu=f — —p-Pu=f, i Elastizitdtskonstante
Akzeptiertes Modell z.B.:  —0.75 - 9?u = f

Numerische Experimente:

T ¢llfl\

Abbildung 1.4: Numerische Experimente



1 Numerische Simulation: Eine Ubersicht
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2 Einleitung zur FEM (Finite
Element Methode)

2.1 Modell Beispiel

Elastischer Draht

0 K 1

Beschreibung der Auslenkung u(z):

Betrachte die Lingendnderung: Al = f V1+ (Opu)? de— [ 1 d.

1

Benutze Taylor-Entwicklung: /1 +y~ v1+0+ (y—0)

Al ~ %/(@Cu)z dx

T
Physik, Theorie: Elastische Energie ist proportional zu Al:

Ug ~ Al
Durch Einwirken der Kraft f besitzt der Draht eine potentielle Energie:

2\/—

_ / f-udr (Arbeit=Kraft - Weg)

Stabile Gleichgewichtslage ist charakterisiert dadurch, dass die Gesamtenergie
minimal wird.

Ulw) =Ug+Us == /(3u dx—/f u dx

I



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Also:

Gesucht ist u € V, so dass
U(u) < U(v) YoeV (M)
V ist der Raum der Vergleichsfunktionen, V' ist festgelegt durch:

1. Alle stetigen Funktionen mit Nullrandwerten.

2. Funktionen haben stiickweise stetige, beschrénkte 1. Ableitungen (Inte-
grale miissen Sinn machen).
2.2 Klassische und variationelle Formulierung

Variationsrechnung

Wihle ¢ € V beliebig, aber fest.
Betrachte v = u 4 ¢ fiir ¢ € R.

Aufgrund der Minimaleigenschaft
Uluw) <UWw)=U(u+ep) Ve

folgt die notwendige Bedingung:

d
%U(u +ep)le=o = 0

(@uluct o)) do = [ [ (-t o) dr] =0

e=

[2(0u + €dy0) Opp dz— [ f - da:} =0
T T e

& Joudpde— [f-pds = 0
T T
Das Funktional U(.) ist konvex und daher ist die Bedingung
/quﬁxgpdx:/fgadx YoeV (V)
T T

auch hinreichend.

Man spricht bei (V') von der variationellen (oder schwachen) Formulierung.
Obige Rechnung zeigt:



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Satz 2.1 (M) = (V).
Umgekehrt gilt:
Satz 2.2 (V) = (M).

Beweis: Schreibweise: (v, w) = [ v(z)w(z) dx fiir stiickweise stetige beschrank-
T
te Funktionen.

1. w sei Losung von (V).
2. Wiahle v € V und setze w = v — u.

3. Somit gilt: v =w + v und w € V.

U(v) = Ulu+w) = %(dcu + Oy, Dyt + Dyw) — (f,u+ w)

1
5Oz, 0t) = (f,u) + (Gru, Qow) — (f,w) +
0 (wegen) (V)

+ = (0w, Oyw)

V
N | —
—
2
RS

2
£
|

(=
=

Also gilt:

Satz 2.3 (Klassische Formulierung)
Sei u Losung von (V). Zusitzlich existiere 0u und sei stetig. Dann gilt:

~Pu=f u0)=u(l)=0 (D)

Beweis:
1

1
/@;u@zvd:t—/f-vdx:() YVveV
0 0

Partielle Integration liefert:

1
[@Cu-v]é—/aiu-vdz—/f-vdx:O
0



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Beachte v(0) = v(1) = 0:
1
/ ~2u—flvde=0 VYveV
0

= —J%u=f auf0,1]
O
Verwende gleiche Rechentechnik (also partielle Integration) um zu zeigen:

Satz 2.4 (D)= (V).

Zusammenfassung:
(D) = (V) & (M)

2.3 Nadherungslosung, Ritz-Galerkin-Verfahren

Idee: Approximation des Raumes V' durch einen endlich dimensionalen Teil-
raum V mit dim VY = N.

Betrachte die schwache Formulierung (V)

/azuN&,;goNdx:/f-gdex VoeVh

Schreibweise:

a(v,w) = (0,v, O,w)

Also gilt kompakt:
a(u™, ") = (f.¢")

Wihle Basis fiir V:
VN =< Dly -y PN >

Darstellung fiir ¢ € V¥ :
Y = Z VP55 v; €R

Es gniigt
a(uN,go,») =(f,p;) Vi=1,...,N (2.1)

zu erfiillen:

a <UN,iUz‘%> - (ﬂiw%) = ivz’ <G(UN>%) (f %)) = (2-2)

N

'

=0

Wie berechnet man ™Y ?

Einsetzen von uV = >_ujpj, u; € Rin (2.1):
i



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

a(u®, ;) = (f, 1)

And CL(ZUjSDjaSDi = (fa(pz)
Ang Zuj CL((,OJ',QOZ-) = (fa 901)
J

Die Bestimmung v € V¥ wird somit auf das Losen eines linearen Gleichungs-
systems zuriickgefiihrt:

Ar=1b
MitajT:(ul,...,uN), bT:(bl,...,bN), blszﬁpl dx
1
Ajj = [Oppj Oppi dz, A € RNV,
T

2.3.1 Erste Fehlerabschatzung, Galerkin-Eigenschaft

(Opu, 0up) = (f,¢9) VpeV
(0,uN,0:0) = (f, ) Vo e VN

Weitere Voraussetzung: VN C V
Fiir ein p € VY gilt:

(Oeu, Oep) = (f, )
_<amuN7 ax@) = (fa 90)
(Opu — OpuN 0,0) = 0 Galerkin-Eigenschaft

Abschétzung des Fehlers:

10,u — Opu||? = (Opu — Ot Optt — Dpp + Opp — D)
= (Opu — 0™, Optt — 0p) + (O — O™, Opip — Opu’™)
——— ——

evN
Falls ¢ € V¥, dann verschwindet der 2. Term. Es bleibt:
1050 — By [1* < (| 0w — Qu™ || (|00 — Dutp|

Nach Division:
105t — O™ < [|Opu — Dy

Gehe iiber zu:
10,u — O,ul || < inf ||0,u — Op¢||
peV N

10



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

2.4 Einfache Finite Elemente
Allgemeine Uberlegung:
e Losung u sollte gut approximierbar sein.
e Leichte Berechnung der Eintrage von A.

e A sollte fiir die Numerik gute Eigenschaften haben. z.B. diinnbesetzt,
moderate Kondition.

2.4.1 Lineare Finite Elemente

Idee: V'V besteht aus stiickweise linearen Funktionen die global stetig sind.
Berechnung von A:

Basiswahl:

Abbildung 2.1: Basisfunktionen

Basisfunktionen ¢;:
vi(x;) =1, pi(zi41) =0, @; linear auf (z;, x;11)

1
81901 = —g auf (Q?Z’,.Z'i+1>

Ti41
/éwi Oppi dx = /3:[:%' Oz dx
1 Ti_1

Tit+1

T

1 2
= Qﬁ(xzdrl — 1) = 7 = Ay
Tit1

/ax%; Oppiv1 dov = / Oppi Optpigy d
I

Ty

1 1 1
= (g1 — ;) (_E) (E) == Aiiv1 = Aiy1

11



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Rechte Seite: b; = ff(,oz dx
I

Tit1
Falls f konstant ist: b; = f [ ¢; de = hf;

Ti—1
2.4.2 Interpolationsfehler
Motivation:

10z — up)|| < inf [[0x(u — @)[| < [|0x(u — Tru)]
PEV,

I, u bezeichne die lineare Interpolierende von wu.

Satz 2.5 Auf einem Teilintervall T, T = (a1, az2), hy = as —ay der Zerlequng
des Rechengebietes I C R gilt:

v = Lol Loy < chi [|02v] Loy (2.3)
102(v — Inv) || Loy < chr [|020] 1) (2.4)
¥1 P2

Abbildung 2.2: Skizze

Beweis: Vorbereitungen:

Die “Hutfunktionen” ¢4, @9 bestimmen die Basis fiir P, (7). Allgemein gilt fiir

w e P (T):
2

w(z) = Zw(ai)cpi(x), reT

=1

12



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Also

2

Iy(z) = Zv(ai)gpi(:v), xel. (2.5)

i=1

Betrachte die Taylor-Entwicklung von v um z in a;:
1
v(a;) = v(x) + Opv(z) (a; —x) + 5 O*v(&) (a; — x)? (2.6)

Zu zeigen ist (2.3). Einsetzen von (2.6) in (2.5):

Boe) = 3 (v(e) + 0.0 (a — ) + 5 B0(€) (0~ 2)?) ou(x)

=1

Umsortieren ergibt:

Iw(z) = v(z) Z:: pi(r) + ZZ::(%U(:U) (a; — ) pi() + (2.7)
+Z - B0(E) (0~ 2)? (o)
Wir zeigen spiiter: )
i%@) =1, Zijaxv(x) (ai — ) pulx) = 0.

Was bleibt zunéachst?

2

Tw(e) = o) = | >

i=1

83@(@-) (a; — 37)2 wi(z)

N | =

Wegen ¢;(x) <1 und (a; — z) < hy gilt:

[1v(@) = o()| < max|920(9)] - b

2

Bleibt zu zeigen: > p;(z) = 1:
i=1

Betrachte fiir v(xz) = 1

= Ou(z) = 02v(r) =0
Iwv = 1. Einsetzen in (2.7):

2
Ly=1=1-) gi(x)
i=1

13



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

2
Bleibt zu zeigen: Y d,v(x)(a; — z)p;(z) = 0.

i=1

Sei v gegeben. Setze fiir festes z: d = 0,v(x).

Ansatz:
w(x) d-z
Lw = w
o,w = d
Pw = 0

Einsetzen in (2.7):

w:w-1+Zd-(ai—x) wi(x) +0

Zu zeigen (2.4):
102(v — 1n0) | Loy < chr (1020 Lo ()
Betrachte:

dpIyv(z) = Z v(a;) Opp()

Einsetzen der Taylor-Entwicklung fir v(a;):

2

O pv(z) = v(x) Z - 0i(T Z@ v  — 1) Oppi(T)

=1

+Z 020(&) (a; — x)? Oppi(x)

. 1 1
Nun gilt: 0,91 = e Oppo = .
Damit )
i=1
Weiterhin:

2

3" 0(@) (a5 — ) Bupilz) = Bov(2) (@ — ) (_E) N

i=1

14



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Es bleibt also:

000 = 00(@)| = |30 5 %20(E) (i —2)” Dupila)

1
< 2 h2 .
marc[020(6)| B o

2.4.3 Energiefehler-Abschatzung
0w — O Ipul|F = Z/(&Eu—&lhu)2 dx
T 7
> / W 2u()
T
< S R [ 100

I
S hmam ||a£u<x)”Loo(I) lu(]>

IN

mit u(I) = [ 1 dz. D.h es gilt:
T

1051 — DIt r < Chunas 102u(2) |2 (1)
Wir hatten:
180t — Dyun| < (|00t — Bplpte]| < hman 10%u(@)]| 1w

Satz 2.6 (Interpolationsfehler auf I.)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in T C I mit maximaler Grésse h:

& (v — Iy)|| < ch* " |0l ),  i=0,1
Beweis:

H@;(v—j’hv)HQ = U—Ihv dx

2—
=0 1820]2 7

IN

> [
T 7
> [
T 7
< z:ch;@_Z ||6§v||Lw(T)/1 dx

T T
< ek 207 gy p(T)

15



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Satz 2.7 (Energiefehler)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in Teilintervalle T mit mazimaler
Grosse h:

10z (w = un )| < ch |03ull iy

Beweis: Beachte:

102 (v = )| inf {|0,(u = )|

<
PEVL

< 0x(u = Thu)||
<

ch ||03ull Lo n)

2.5 Variationsungleichungen

2.5.1 Minimumsuche 1D

f(x)

Abbildung 2.3: Fallunterscheidung

Weitere Voraussetzung: f stetig differenzierbar.
Fallunterscheidung auch fiir Minima am Rand:

fla) < f(z) Vo — [ffa) = 0
f) < flx) Yo —  [f(b) < 0
fle) < flz) Yo — [flz) = 0

Kompakte Darstellung der notwendigen Bedingung fiir eine Minimalstelle z:

f'(xo) - (x —20) >0 Vax

16



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

2.5.2 Minimierung auf konvexer Menge K C RV
Fir f: K — R. Gesucht ist z:
flxo) < f(x) VzekK

Betrachte F(e) = f(xo + e(z — x0))
Aus dem 1-dimensionalen Fall ist bekannt:

d

CFEme 20 Ye20
= Vf(zg) (x—x0)-¢6 > 0 Ve>0
= Vf(xo) - (x — xp) > 0 VzeK

2.5.3 Minimierung auf K C V
K={veV|v>g}

AN

Abbildung 2.4: Skizze

Bemerkung 2.1 K ist konvex: v, vy € K, a € (0,1).
avi+(1—a)y>ag+(1—a)g=g
Welches Funktional wird minimiert?
Uv) = %/(va)z dx — /fv dx
T T

Betrachte: F(¢) = U(u +e(v — u)).
Aus dem 1-dimensionalen Fall:
d
d_eF(€)|5:0 e>0

Ausrechnen liefert:

17



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

f@m(u—l—e(v—u)) Op(v — ) dx—lff(v—u) dx|e—g-¢ > 0

1

N ({axuax<v_u>dm_{f(v_u> da:)-s

V
(e
<
™

V
@]

Zusammengefasst:

<8wu,81(v—u)>2(f,v—u) VoveK

Bemerkung 2.2 (&cu, (v — u)> > (f,v —u) ist der Prototyp einer ellipti-
schen Variationsungleichung 1. Art.

Die Diskretisierung mit linearen Finiten Elementen
alu,p—u) = (fio—u) VpeK
a(un, o —up) > (fio—un) Vo€ Kp=V,NK (2.9)
Insbesondere gilt: K; C K.

Satz 2.8 (Energiefehler)
Voraussetzungen wie in Satz 2.7. Dann gilt:

10x(u = up)|| < O(h)
Beweis: Bezeichnung u; = [,u. Ausgangspunkt:
alu —up,u—up) = alu—up,u—u; +u; — up) (2.10)
= a(u—up,u—w;)+ alu— up,u; — up)
Bei Variationsgleichungen war der 2. Term 0. Hier:

a(u — Up, U; — Uh) = (f7 Ui — Uh) - a(uh, Ui — uh) Term 1
ta(u, u; —u) — (f, u; — u)
+a(u,uw —up) — (f,u —wup) Term 2

Term 1 < 0 wegen Test mit ¢ = w; in (2.9).
Term 2 < 0 wegen Test mit ¢ = uy, in (2.8).

a(u, up — u) > (fyup —u)
< a(u,up —u) — (fyup—u) > 0
< alu,u—up) — (fu—up) < 0

Nun weiter in (2.10):

< 10a(u = wn)l |0 (u = w)| + a(u, w; —u) = (f,w; —u)
1 1
< 3 ||3x(u—Uh)||2+§ 102 (u — uy)|® —/(@fU)(Uz‘ —u) dx—(f, u; —u)
1
1 1
< 5 10w = un)ll” + 5 10 (u = w) P + 107wl flu = wll + 1 flu = w

18



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

= %H@x(u—uh)l\Z < O?) + (19zull + I£11) [l — wi]
O(h?) + O(h?)

IN

2.6 A posteriori Fehlerschatzer

Bisher:
100 (u — up)|| < ch |02ul| L. 1)

mit unbekannter Losung u.

Ziel:
102 (w — up)|| < nlun, f).

Satz 2.9 Auf einem Intervall T = (x;,x;41) gilt fir v € V und v(x;) = 0:
[ollz2ry < b [|0zv]lz2my

Beweis: y € (z;, xi41]

v(y) = /yamv(x) dx

y 1/2 y 1/2

/ 12 dx - / (0,v)* dz

Ly L

§ \/ﬁ HaxUHLQ(T)

IN

Quadrieren liefert:
v*(y) < h [|0w]|72r)

/v2 dr < /h 0,v]1 dy
T

T
< W [0

Intergrieren liefert:

Satz 2.10 (Stabilitat der Interpolation)
Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in Zellen T ':

10: 10| 21y < 1|02v]|L2(7)

19



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Beweis: y € (z;, x11)

aylhv(y> - h
Tit1
= L[ g d
= 7 Lo(x) dr
z Tit1 12 /ais 1/2
1
< 7 /12 dx /(&Cv)2 dx
1
< —= |0xv|| 2y

Quadrieren und Integrieren liefert:

1
[ototy? dy< [ 5 10.0]? dy

T

102 Inv| L2y < [|020]| L2(1)

O
Satz 2.11 (Energiefehlerschitzer)
Auf dem Rechengebiet I mit Zerlequng in T gilt:
1/2
10z (u — up)|[ L2y < ¢ (Z h7 P2T>
T
mit pPr = 2 ||f + aﬁuhHLQ(T).
Beweis: Schreibweisen: e = u — uy,, e; = Iye
|0 (0 — uh)||%2(1) = (Opu — Oyup, Ove — Or€;)
= (f7 € — ei) - (axuhu ame - axe'i>l
= (fre—e) = Y _(Outtn, Due — Dai)r
T
= (fe—e) =) <(—5§Uh, e —e;)r + [Oyup - (e — )5
T v

=0

= Z(f + OPup, e — €))7

T

20



2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

Betrachte:
(f 4+ Oup,e —e)r < |f + Punllrzr lle — el
< | f 4 O2unllz2er) hr [10:(e =€)l r2(m)
< f + Bunlliary br (I9sellieay + 10ucillzcry )
———
<||ozellr
< l|f+aiuh||L2(T) % hr [|0ze|| L2(r)
or
Einsammeln:
102 (w = w)|I> < " e pr ||z 2y
T
1/2 1/2
< (Xma) " (X loelm)
T N T .
lzell:
9 9 1/2
= 10w =)l < (24 o) =

2.7 Referenzelement, Gebietstransformation
Ziel: Alle Rechnungen auf einem Referenzelement (z.B. Einheitsintervall).
+ Basisfunktionen nur einmal ausrechnen.

+ (numerische) Integrationsformeln werden nur auf dem Referenzelement

benotigt.
Fy
—o : :
o T 0 1

Abbildung 2.5: Gebietstransformation.

Vorbereitungen fiir die Substitutionsregel:

FhZT1—>Th
E—ax=x0+ (1 —x0)&
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2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

:1:(x1—x0);l—i = dr = (11 — xo) d§

dx
=:J
F;;liTh—>T1
r—x d& 1
f: 07 gm:_:
T — Xo dr 11— X9

Eine Basisfunktion ¢ auf T}, wird wie folgt angesetzt:

v (2) = i (F, () = 95 (€)
Allgemein:

u(x) = v(F, (x))
Opu(z) = ev(€) Dk (x)
= 9v(§) &

Beispiel 2.1

/f a dx—/th ) ol(€) J de

/@% wj>m=/@@mu%@@J@

T1
Numerische Integration:
Allgemein:
q
[o© ds x> wn gl
7 k=1
mit Integrationsgewichten wy und Stiitzstellen &, k=1,...,q

1
Beispiel 2.2 Firq=2:§ =0, &=1, wy = 5 = w2

Bei unserem Beispiel:

[ @) ot oY pEG) el T

T, k=1

Entsprechend:

q

/83;@?(3:) Opol(x) do ~ ) wy (8590}(&) 'f;;:) . (36%1(&) '§m)J

T, k=1
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2 Einleitung zur FEM (Finite Element Methode)

2.8 Rechentechnische Betrachtungen

i§ T 7

fori=1ton
forj=1ton
Ay = faxSOj Opp; dx
I

Praxis: Summation vertauschen

forall T'
fori=1ton
forj=1ton

A+ = fax%' Opp; dx
T

Was passiert auf einer Zelle 17

fork=1togq
Berechne Basisfunktionen auf 7" in &,
for : = 1 to local,
for j =1 to local,
Ajj+ = wy 8590} §a 85901'1 & J
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3 FEM fiir elliptische Probleme

3.1 Poisson Problem

Rechengebiet © C R?, beschrinkt (meistens (0,1)% ).

Betrachte die Aufgabe:

min%/(VU)2 dx—/f-udx (M)
Q Q
mit u =u(z), f(z)=f, v =(r1,22) €Q, fiu:Q—R, Vu=(0,u,0,,u)

Suche die Losung von (M) in V = {¢ | ¢ ist stetig auf Q, 0,,¢, O,
sind stiickweise stetig, beschrankt, ¢ = 0 auf 9}

Satz 3.1 (Greensche Formel)
Fiir hinreichend glatte Funktionen v,w gilt:

/Vvadx:—/vAwdx+ / v - Opw dIl
Q Q

on=r

mit A =02 + 02, O,w = Vw-n und n bezeichne die nach aussen gerichtete

normierte Normale von I' = 02

Beweis: Benutze den Divergenzsatz in 2D fiir vektorwertige Funktionen. [

Klassisches Poisson-Problem

—Au = f auf Q (D)
u = 0 auf I'=09

Satz 3.2 Analog zum 1D-Fall gilt:
Fiir hinreichend glatte Losung u gilt:

(D) = (M).

Beweis: Benutze die Greensche-Formel [l

Betrachte die variationelle Formulierung

a(u,p) = (f,0) VeV (V)

mit a(v, w) = (Vo, Vw), v,w € V und (v,w) := [vw dz v,w € V.
Q
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Analog zum 1D-Fall gilt:
Satz 3.3 (V) < (M).

Beweis: Variationsrechnung. U

Finite Elemente

Triangulierung T, € polygonal

Gitterparameter h = nax diam(T) mit diam(T) = langste Seite von 7.
€ln

Diskreter Teilraum V;, C V:
Vi ={¢ | ¢ €V, |7 ist linear fir T € T} }
Diskretisierung:
up € Vi o alup, @) = (f,9) VYeel,
Satz 3.4 (Galerkin-Eigenschaft)

Es qilt
alu—up,p)=0 VeV,
Beweis:
a(u, ) = (f,p) VoeV
—a(un,p) = (f,0) Voel,
a(lu—up,p) = 0 VeV,

Satz 3.5 u, uy, Lisungen von (V') und (V3,), dann gilt:
IV (= un)[| < [|V(u = Lu)
mit |w|| = [ [ w? de und Iyw ist definiert durch:
weV: ]hu? € Vi, und Iyw(x;) = w(x;) wobei x; die Ecken aller T € Ty,
durchlauft.
Satz 3.6 u, uy, Lisungen von (V), (Vj):

IV (u = un)|| < ch
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3 FEM fiir elliptische Probleme

3.2 Natiirliche und wesentliche Randbedingung

Beispiel 3.1 Neumann-Problem

Klassisch
—Au+u = f auf Q (D)
@ = g auf I'=00
on

g:=g(x1,22), g R* =R

0
Definition 3.1 a—u = g heisst Neumann-Bedingunyg.
n
u = ug heisst Dirichlet-Bedingung.

Variationelle Formulierung

a(u,w)Z(f,sOH/gw ' VeoeV (V)

r

V ={¢ | ¢ ist stetig, 0,,¢ stiickweise stetig und beschrankt}

a(u,p) = /Vqup dz + /ugo dx
o) Q

(fip) = / fo dx
Q
Minimum-Problem

uweV: min %a(smo)—(f?sO)—/gsodF (M)

peVvV
r

Satz 3.7 (D) = (V).
Beweis:
1. “Au+u=f

2. (FAu, ) + (u,0) = (f,0) VeV

3. Mit der Greenschen Formel:
ou

(f,o) = [ VuVepdr — [ —p dl + [up dx
Q r on Q
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3 FEM fiir elliptische Probleme

0
4. Benutze die Randbedingung a—z =g

[ VuVe de+ [up de = (f,¢) + [ gp dl O
0 0 r

Satz 3.8 Lisung u von (V') sei hinreichend glatt. Dann gilt (V') = (D).

Beweis: Greensche Formel:

0
(f,¢)+/ggde:a(u,g0): 8—zgpdf‘—l—/(—Au+u)cpdx

r T Q

& /(—Au+u—f)gpdx+/<%—g>godl“:0 VeVl (3.1)
0

T

Insbesondere gilt (3.1) fiir @ € V mit der zusétzlichen Bedingung ¢ = 0 auf
I'. Also gilt:

/(—Au—l—u—f) odr=0
Q
d.h. —Au+u — f =0 auf Q. Somit reduziert sich (3.1) zu:

0
/(—u—g>godF:O VoeV
on
T
Standardvariationsargument: — a—u =g 0
n
Bemerkung 3.1 Die Randbedingung 8_u = ¢ taucht in der variationellen
n

Formulierung (V') nicht explizit auf. Sie heisst daher auch natirliche Rand-
bedingung. Im Gegensatz dazu muss die Bedingung u = ug explizit bei der
Formulierung beriicksichtigt werden. Sie heisst auch wesentliche Randbe-
dingung.

3.3 Sobolev-Rdaume
Bezeichnungen:

Gebiet 2 C R, offen, stiickweise glatter Rand.
Ls(£2): Menge aller Funktionen, deren Quadrat lebesgueintegrierbar ist.

Skalarprodukt: (v, w)y := (v,w)r, = [v(z)w(x) dx
)
Ly () ist ein Hilbertraum mit Norm ||v]jo = v/ (v, v)o.
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Definition 3.2 (Schwache Ableitung)

u € Lo(Q2) besitzt in Lo(QY) die schwache Ableitung v = 0%u, falls v € Lo(2)
und (p,v) = (=1)1*1(0%, u)o Vo € C3(Q).

Multiinder o = (v, ..., ap) o € Ny, |a| =D oy

0 = 001052 ...00

T1 Y2

Beispiel 3.2 In R?: o= (1,1): 0% = 0,,0,,u

(907 aﬁﬁzu) = _(8551907“)
e CF: pe C®mit supp ¢ = {x € Q| ¢(x;) # 0} ist kompakt in
enthalten.

Definition 3.3 (Sobolev Rdiume)
Set m € Ng.
H™(Q) ={u € Ly(2) | u besitzt schwache Ableitungen 0%u fiir alle |o| < m}

In H™($2) wird durch
(U, V) = Z (0%, 0%v)g

|a|<m

ein Skalarprodukt definiert. Die zugehdrige Norm ist

lalln = V(w0 = | D 10°ul} g

laf<m

[uln =, [ > 10%ul3

Bemerkung 3.2 Mit ||.||,, ist H™(2) vollstindig.
Satz 3.9 Seim € Ny. Dann ist C>*(Q) N H™(Q) dicht in H™(Q).

Man betrachtet auch:

Definition 3.4 (Verallgemeinerung von Nullrandbedingungen)
Die Vervollstindigung von C§°(S2) beziiglich der Sobolev-Norm |||, wird mit
H" () bezeichnet.

Beispiel 3.3

—Au = f aufQ)
u = 0 aufl

Geeignete Wahl von V: V= Hg(Q)

Satz 3.10 (Poincaré-Ungleichung)
Sei ) in einem n-dimensionalen Wiirfel der Kantenlinge s enthalten, dann:

[vllo < slvl Vv € Hy(Q)
Beweis: Ubertragung der Idee aus Aufgabe 3.1
19" 0]lg < [lvllg + 10"0]10% < s*[[0" ][5 + [0 v][5
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3 FEM fiir elliptische Probleme

3.4 Abstrakte Formulierung

Abstrakter Rahmen:

V' ein Hilbertraum.
(.,.)v das zugehorige Skalarprodukt

I.llv = V/(.,.)y die zugehorige Norm.
a(.,.) eine Bilinearform auf V' x V.
L(.) eine Linearform auf V.

Variationelle Formulierung
ueV: alu,p)=Llp) VYeeV (V) (3.2)
Voraussetzungen:
V.i) a(.,.) ist symmetrisch.
V.ii) af(.,.) ist stetig:

0o, 0)] < clollvllwly  Yo,weV, >0
V.iii) af(.,.) ist V-elliptisch:
a(v,v) >allv|}; VYveV, a>0

V.iv) L(.) ist stetig:
L) <Alelly VoeV, A>0

Satz 3.11 (Euxistenzsatz)
Angenommen, es gelten die Bedingungen V.i)-V.iv):
3! Losung u € V von (V') mit der Stabilitatsabschdtzung

A
ully < —.
(e}

Beweis:
1. Eindeutigkeit

Annahme 3 uy, ug € V, uy, uy losen (V).

a(uy, @)
—a(ug, @) =

|
=5
SRS
<C
S
m
<

a(uy —ug, ) = 0 VoeV
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Wahle p = uy — us :
a(uy — ug,ug —ug) =0
Benutze V.iii):
allug — usl|} < aluy — ug,uy — ug) =0

. Existenz
Idee: Reduziere (V') auf ein Fixpunktproblem
Rieszscher Darstellungssatz (fiir Hilbertrdume)

3 A € L(V,V) =: Lineare Abbildungen, stetig, von V nach V und ein
[ €V, so dass
a(u,v) = (Au,v)y Vu,veV

und
Lv)=(l,v)y VYoveV

Betrachte (V):

VeV gilt:
a(u, ) = L(p) = 0
= (Au—1,0)y = 0
& (=p(Au—=1),0)y = 0 Vp>0
& (u—plAu—=1)—u,p)y = 0
& u = —p(Au—1) YVp>0

Betrachte W, : V' — V mit W,(v) = v — p(Av —1).
Abschétzung von ||[W,(v1) — W,(ve)||%
[W,(v1) = W,(0a)[IF = llos = p(Avy = 1) = vz + p(Avs = DI}
= <v1 — pAvy — (vg — pAwvy),v1 — vy — p(Avy — Avg))v
= <vl — Vg, V] — v2>v - 2P(A(v1 —V3), v — vz>v
2(A(v, — Alvy —
+p < (v1 —v2), A(vr U2))V
= lor = wall§ = 2p alvr — va, 01 — v2) + P?[| A(vr — 0) I}

Benutze V-elliptisch:

= (1=2p a+p*[JAI*) v — wally,

< o= w2l = 2p & flor — w2l + P* AN [lor = vell§
Kurvendiskussion fiir (1 —2p a + p?[|Al|?):

Bedingung dafiir, dass W, eine Kontraktionsabbildung ist:
1—2p a+p?[|AP < 1, dh. p(p) = —p(2a — [|A]?p) <0
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3 FEM fiir elliptische Probleme

/

2ce
= p>0und p < —

1]
= p(p) <0

= Kontraktionsbedingung
Also: Mit dieser Wahl ist W,(v) = v — p(Av — [) eine strikte Kontrakti-
onsabbildung
— Es gibt einen Fixpunkt.
— Es gibt eine Losung von (V).
3. Stabilitatsabschétzung

Wihle ¢ = w in (V') und benutze V-ellitisch (V.iii)) und die Stetigkeit
von L (V.iv)):

Abstraktes Minimierungsproblem

Finde u € V', so dass

gilt, mit F(p) = 5 a(p, ) — L(p).

N | —

Satz 3.12 (V) & (M).
3.5 Diskretisierung

ueV: a(u,) = Lp) VeV
uhEVh: a(uh,ga) = L(g@) VQOEVhCV
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Vi =<@1,...,n0 >

gOEVh:gp:éV:aigoi, a; €R
ile
uhEVh:uh:j;ﬂfj ¢j, x;€R
a(up, i) = L(y;), i=1,...,N
N
- Za(%m@i)wj =L(g;), i=1,...,N

7j=1
— Matrixform Az =b, A€ RV*N 2 bcRY

Aij = @(803'7 ©i), bi = L(pi)

Satz 3.13 Unter den Voraussetzungen V.i),... V.iv) ist A symmetrisch und
positiv definit.

Satz 3.14 Es gelte V.i),..., V.iv), dann gilt:

A
unllv < —
«

Satz 3.15 Fiir den Diskretisierungsfehler gilt:

c
lu—unlly < =flu—ell Vel
o

3.6 Variationsungleichungen
Mit obigen Bezeichnungen betrachte das Problem
alu,p—u) > Lp—u) VYeeKCV

K ist abgeschlossen und konvex. Man spricht von einer elliptischen Variations-
ungleichung 1. Art.

Lemma 3.1 Sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann gilt:

VaeeV yekK, sodass ||z —y| = inf ||z — ¢
peK

Der Punkt y heisst Projektion von x auf K : y = Pg(x).
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Beweis:

1. “Es gibt ein y”
Sei . eine Minimalfolge, d.h.

I — 2| =d=inf || —
Jim [y — 2 inf [l — 2|

Durch Ausmultiplizieren verifiziert man

2
lew = @ull® = 2llz = wul|* + 2]z — @ul|* — 4

1
T — 5(% + @)

2

1 1
Da K konvex: §(cpk +¢) € K ist d* < ||z — 5(% + 1)

Zusammen:

lor — @ill® < 2 |lz = @ul® +2 |z — @u]|* —4d?

—d? —d?

Und damit gilt:
Tm [l — gl = 0

Da V vollstdndig ist und K abgeschlossen
Jy € K mit klim Or =Y.
Wegen der Stetigkeit der Norm gilt:
e~y = Jim [}z — oy = d
2. “Eindeutigkeit von y”
Seien y1, 12 € K mit
|z =3l = llz = w2l = i0f [lz — ol
Analog zu 1.:

2

1
r— 5+ 1)

lyr —wel® < 2w —wl* + 2]z — g2]* — 4 5

< 22424 —4d®> =0

— llyr —52l? <0

Satz 3.16 Sei K C V abgeschlossen und konvez, dann gilt:
y = Px(x) genau dann, wenn gilt:

yeK: (y—z,9p—y) =20 VepekK
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3 FEM fiir elliptische Probleme

Beweis:

“=” reVundy= Pg(r) € K
K ist konvex = (1-t)y+tp=y+tlp—y e K, 0<t<1
Betrachte

ot) = lle—y—t(e—yl”
= o=yl =2t (@ —y. o —y) + o -yl
®(t) nimmt bei t = 0 das Minimum an.
= $'(0)
& 2r-y,p-y)
)
)

& (z—y,¢—vy
& (y—z,o—y

VAN IV I
cooco

“<" Sei ¢ € K beliebig, aber fest.

0 < (y—z9—y)
= (y—z(p—2)+(x—y))
= (yYy—z,o—y)+Yy—r0-2)
= —flz—ylP+(y—z,¢—x)
& lle—yllP < y—=z0—2)
< lly ==z lo —=|
& -yl < [lo—2| VeoeK

O

Korollar 3.1 Sei K C V abgeschlossen und konvexr. Dann ist Px nicht-
expansiv, d.h. es gilt:

1Pk(z) = Pe(@)| < [le—2"|  Vaa2'eV

Beweis:

Gegeben seien z,2' € V, y = Pg(x), Py ().

y' =
yeEK: (yo—y) = (v.p—y) Veek
yek: (Ye-y) = (@e-y) Vepek
1. Ungleichung: ¢ = o/
2. Ungleichung: ¢ =y
Addiere beide Ungleichungen:

ly=y1I? = w=—v.y—7v)
< (z—2y—vy)
< o =2 lly =¥
s ly—y| < fla— 2| O

34



3 FEM fiir elliptische Probleme

Satz 3.17 Das Problem u € K
alu,p—u) > Llp—u) VepeK
hat eine eindeutige Losung in V.

Beweis:
1. Eindeutigkeit:

Llp—w) VeeK, uyeK
Lip—u) VeeK, upe K

a(ur, p —ur) >
a’(u27 2 u2) >
Testen mit ¢ = us bzw. ¢ = u; und Addition:

alluy — us|* < aluy — vy, up —up) <0

= flur —uzf <0

2. Existenz:

Benutze Rieszschen Darstellungssatz

a(u,v) = (Au,v) VuveV

L(v) = (l,v) VoeV

(Au, p — u) > (Lg—u) Ve K

( (Au—1),¢ < 0 Voe K
((u—p(Au—l —u,o—u) < 0 VoeK

Dies ist aquivalent zu

u= PK<u — p(Au — l))

Betrachte W, : V — V

W,(v) = Py (v — p(Av— 1))
Seien vy, v9 € V:
W (v1) =W, (02)]]” < [lva—v1[*4p? [|A(v2—1)[|* —2pa avy —vi, va—21)
Schliesslich:
W, (v1) = Wi(va)I* < (1= 2pa + p?[|A|I*) [z — i ]?

Polynomdivision liefert:

2
W, ist eine Kontraktion, falls 0 < p < H AO]CP gilt.
Kontraktion — Fixpunkt — Fixpunkt ist Losung. O
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3.7 Lineare Funktionale

Bezeichnung: X, Y normierte R—Vektorrdume.

Wir untersuchen “lineare Operatoren”.
T:X — Y, dh. lineare, stetige Abbildungen von X — Y

Lemma 3.2 Ist T : X — Y linear, so sind dquivalent:
1. T st stetig.
2. T ist stetig in xo fir ein xg € X.

3. sup [|[Tz|ly < oo.
llf|x <1

4. 3e¢>0 mit|Tx|ly <c||z]lx VazelX.

Definition 3.5 L(X,Y) := {T : X — Y | T ist stetig und linear} “stetige
(oder beschrinkte) Operatoren”.

Operatornorm von T:
1T |exyy == sup [Ty
. ||96‘||X§1 . ‘
|7 £(x,vy ist die kleinste Zahl mit || Tz|ly < ||T||oxyy [|2|lx-
Definition 3.6

1. X' = L(X,R) ist der “Dualraum” von X. Elemente von X' heissen
“Lineare Funktionale”.

2. FirT e L(X,Y) ist N(T) :={x € X | Tx = 0} der Nullraum von T.

Bemerkung 3.3 N(T) ist ein abgeschlossener Unterraum.

1. Abgeschlossen:
Betrachte x, — x fir k — oo, zp € N(T'), =z € X.

klim T(x) =0=T(x)

—T(z)=0—2€ N(T)

2. Unterraum:

x1,29 € N(T)

T(x1+x2) =T (1) +T(22) =04+0=0
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Satz 3.18 (Rieszscher Darstellungssatz)
X ein Hilbertraum. Betrachte: J: X — X', x+— (., x)x
Aussage: J ist ein linearer Isomorphismus

Beweis:

1. J ist linear.

J(Il) == (.,l’l)X, J(l’g) == (.,IL’Q)X

J(lL‘1> + J(lL‘Q) = (.,ZEl)X + (.,l’g)X = (.,l’l + ZL'Q) = J(ZL‘l + l’g)

2. J(x) e X'
[J(x)(y)| = (g, 2)x < llz]| |yl
sup |J(z)(y)| < ||lz]| < oo

llylI<1
Also [|J(z)]lxr < l#]lx-
3. J ist injektiv.

Betrachte J(x)i’ = (@,2) _ | z]|-

=[]
Also

17 ()] x = ]

d.h.

r#0 = J(z)#0.
Also: “Nur die Null geht auf die Null”.

Randbemerkung: Die Abbildung J ist eine Isometrie. Aus 1. und 3.
folgt: ||.J(z)]|x = [lz]lx

4. J ist surjektiv:

Beweisstruktur: Konstuiere zu gegebenem 0 # xj, € X' ein w € X mit
zy(z) = (z,w)x YaoeX.

P bezeichne die Projektion auf den abgeschlossenen Unterraum N (xy).
Wihle e € X mit z((e) = 1.
Setze rqg = e — Pe.
Es gilt:
zo(xg) = zp(e) —25(Pe) =1-0=1
Also inbesondere z( # 0.

Wiederholung: Projektion: (Px —z,o — Pz) >0 Vype K
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Hier: (g — Pe,x9)x = (§ — Pe,e — Pe) <0 Vg€ N(xf)
y,Pe € N(zy) = y=y+ Pe, §=—y+ Pe € N(xy).

Also
(y,20)x < 0und (—y,x0)x <0

= (y,20) =0 ¥y € N(xp)

VaeXistr=ux—uz)(x) o+ z((x0) To Wegen

Ty (a: — xp(z) ;1:0> = xy(x) — z4(x) w =0

(v,m0)x = (a: — 2p() o +xp(T) xo,xo)

eN(xp)

= (x{)(x) To, xg)

= zp(z) [lol®

Zo
() = |z,——
ol) ( ’||xo||2)x

D.h.

L(v) = (I,v), au,v) = (Au,v) a(v, w) < cfjo]|[|w]
a(x,.) — ist lineares beschrianktes Funktional

Riesz: a(z,.) = (z,.) = (Ax,.)

3.8 Interpolation

Wiederholung:

C
|lu—upllvy < —llu—vplly VeV,
[0}

C
—||u — Thully
[0

IN

Interpolation in 2D fiir lineare Funktionen.
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Bezeichnungen:

hr = diam(T) (langste Seite).
pr = Inkreisradius.
h = max hrp.
TeT
Wir betrachten Familien von Triangulierungen Ty, fiir die unabhéngig von h
gilt:
PT
hr

(“Die Dreiecke diirfen nicht zu diinn werden”.)

>pB>0 VTeT,

Seien v;, ¢ =1,..., N die Knoten von Tj.
Fiir v € C°(Q) definiere

Lu(v) =u(v;) i=1,...,N
und I,u sei stiickweise linear.

Satz 3.19 Sei T € T, ein Dreieck mit den Knoten a;, 1 = 1,2, 3.
Sei v € CU(T). Die Interpolierende Iv € Py(T) sei definiert durch

Iyv(a;) = v(a;), 1=1,2,3.
Dann gilt:

1 v = Iyl () < 2(hr)? max | D[ Lo (1)

h2
2 max|D(0 = L) ey < 6 78 ma D0l
= Pr

wobei gilt: ||v||. (T) = max|v( )|

Beweis: Verlduft analog zu 1D-Interpolation mit ldngeren Taylorentwicklun-
gen wegen 2D. 0

Satz 3.20 Unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes kann man zei-
gen:

1. HU — ]hUHLQ(T) S ChQT ‘UlHQ(T)

2
2. |U - ]hU|H1(T) <c L |'U|H2(T)
Pr

Satz 3.21 Unter obigen Voraussetzungen gilt:

1. HU — [h'UHLQ(Q) S Ch2 |’U’H2(Q)
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3 FEM fiir elliptische Probleme

V] 12 (0)

=S

2. |v—Iywlgpg <c
Satz 3.22 (Hohere Polynomansitze)
Iyv € P.(T) mit r > 1. Es gilt:

1. |v = Inv|| Ly < ch™ vl g

2. |v = Ipvlgi) < ch” |v|gra(o)

Satz 3.23 (Fehlende Regularitat)
1<s<r+1

1. ”U — IhUHL2(Q) S ch® |U Hs(Q)

2. ‘U - IhU’Hl(Q) < ch®! ’U H5(Q)
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4 Minimierungsalgorithmen,
iterative Methoden

Ax =b, A € R™" symmetrisch, positiv definit z,b € R™.

Betrachte 1
flx) = 5 2T Az — b x.

Minimalstelle  von f(z) erfiillt Az — b= 0.

4.1 Positiv definite Matrizen

Bemerkung 4.1 Sei ||| eine Norm auf C", A € M(n,n) := C"*".
A sei requldr, dann definiert

[z]la = | Az, =z €C”
ebenfalls eine Norm.

Definition 4.1 Sei (.,.) das euklidische Skalarprodukt auf C". Dann heisst
A € M(n,n) positiv definit, wenn A = A" und (Az,r) >0 Vo € C", x #0.

Bemerkung 4.2 A € M(n,n) mit (Az,z) >0Vx € C", x #0& A= A"
und alle Eigenwerte sind positiv.

Es gibt die Darstellung A = TDTH mit T unitir, D diagonal.

Definition 4.2 Sei AY2 := TDY2TH  dann heisst ||z| 4 := || A%z,
Il = /(.,.) die Energienorm.

Bemerkung 4.3 Fir das Skalarprodukt (z,y) = (Ax,y), z,y € C" gilt:
el = /(A7)

Bemerkung 4.4 A postiv definit & A~ positiv definit.

Definition 4.3 Die Kondition von A € M(n,n), A regulir, ist definiert

durch:
cond(A) = [|A]| |A7Y]
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Bemerkung 4.5 Die zugrundeliegende Vektornorm sei ||.||2. Fir A € M(n,n),
A positiv definit, werde cond(A) bestimmt in der zugeordneten Matriznorm.
Dann:

cond(A) = Amas

)\min

Amaz - grosster Eigenwert von A, A : kleinster Figenwert von A.

Lemma 4.1 Sei A eine positiv definite Matriz mit Spektralkondition k. Dann
qgilt fiir jeden Vektor x # 0:

(27 Az) (2T A~ o)
(T7)? <k (4.1)

Beweis: Anordnung der Eigenwerte: Ay < Ay < ... < \,. Betrachte die Situa-
tion nach unitérer Transformation im Raum der Eigenvektoren.
Dann schreibt sich die linke Seite von (4.1):

(Et) (E4) »

Substitution:
2
T
Z; = Py .
>3
=1
Es gilt:

Einsetzen in (4.2) liefert:

/ . 7

S‘Xn S;}l
n n n _1 n 1 1
wegen » Az < > Az = Ay Analog DA T2 <Y —z = — O
i=1 i=1 i=1 =1\ A

4.2 Abstiegsverfahren

Aufgabe: f: R" — R stetig differenzierbar.
Gesucht: © € R", so dass

f(@) < flz) VzeR"
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Lemma 4.2 Unter den obigen Voraussetzungen sei d = —V f(x) # 0. Dann
gilt: f(x +td) < f(x) fir hinreichend kleines t > 0.

Beweis: Betrachte die Richtungsableitung
[l +1td) — f(=)

P—{% ; =Vf(z)'-d <0 wegend=—Vf(z).
Also gilt
ot =)
fiir hinreichend kleines t.
= f(x+td) — f(z) <0 wegen t > 0. O

Algorithmus 4.1 Firk=0,1,...
1. Berechne dy, = =V f(xg).

2. Liniensuche: Man sucht fir f das Minimum auf der Linie {x + tdy} fir
t> 0.

4.3 Gradientenverfahren

Spezielle Aufgabe:

1
flz) = §:cTA:c — bz

A positiv definit.

Minimum falls

Ar—b=0< Ax =0.
Benutze Algorithmus 4.1. Hier speziell:

1. dk =b— A[Ek
T
2. t= C:lp’f i
dy Ady,
Rechnung:

1. Vf(z) =Az—b

2. Minimumsuche fiir quadratisches f:
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Lemma 4.3 Mit f(x) =

r ¢ 44

(

7

7

A :Ek + tdk —-b
(Axk — b +tAdk

»{

flzg +tdy) = min
Oif(zy +tdy) = 0
Vf(rg+tdy)-dp = 0
cdi, = 0
0

N—

(—dk+tAdk)~dk =0
t(Ady)d, = dTd,

t =

1
§xTAx — bz gilt:

F(o) - £(@) = 5o — 71

wobei gilt: Ax =0

Beweis:

1.

2.

“Linke Seite”

fx) = f(2)

“Rechte Seite”

1 -
> o= 314

1 1

— 2T A — bl — | = 2 Az —bTx

2 2 =~

1 1

5:10TA:17—bTx+—bT~

1 o N

5(93—:v) Az — 7)

1

i(ac—j)T (Az — b)

L L 7 L 7 ~T

éxAx— TAr—=-—2xb+=-23b
=bT

Vergleiche 1. und 2. — “1.=2.7

Lemma 4.4 Se: & Ldosung von Ax = b, dann gilt:

v — Z[I%

=1
d,ZA_ldk
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Beweis: Es gilt:
dk:b—Axk:A(iz—xk) = —Aildk:]?k—i’

Betrachte nun

lox =23 = (2 —2)" A (2 — 2)
= (dzA™) A (A7dy)
= d A4,
Nach Division folgt die Behauptung. 0

Satz 4.1 Sei x € R", so dass Ar = b.
Fiir den Iterationsfehler nach (k + 1)-Schritten des Gradientenverfahrens gilt:

- - 1
o =21 < o = 213 (1~ 1)
mit k = cond(A)

Beweis: Laut Algorithmus:

1. dk =b— A$k
T
2.t = Cé’“d’“
dy. Ady,

Einsetzen in

flana) = flop+ trdy)
1
= = (-Tk + tkdk)T A (xk + tkdk) - bT(Jﬁk + tkdk)

2
= flop) +tp df (Axy, —b) +% ty dy Ady,
=—d
B 1 (dldy)?
N 1 (dTd)?
& flwp) — f(2) = fzr) — f(T) — 9 dedk

Benutze Lemma 4.3:

1 1 o 1 (dEdy)?
g Irken =l = 3 llow — #3 — 5

2

Benutze Lemma 4.4:
(didp)? |lzw — 2|4
(di Ady) (df A~'dy)
drd )2
< A2 1 o ( k Yk
< o= (1~ it

g1 — &y = |ow— 2[5 -
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Benutze Lemma 4.1:

- - 1
o 1 < llo = a1 (1- 7

4.4 Projiziertes Gradientenverfahren

Aufgabe: Finde v € K C R", so dass

1
min = §uTAu — fTu = J(u)

A € M(n,n) positiv definit, f e R", K:={x € R" | z(i) >0, i=1,...,n}
Algorithmus 4.2 Py bezeichne die Projektion auf K.
1. Initialisierung: Wihle uy € K.
2. Iteration: for k=0,1,...
Upr1 = Py (uk — akJ'(uk)), o >0
mit J'(z) = Az — f.
Schritt 2. zerfdllt wie folgt:

Upt12 = up +og(f — Aug)  (Gradientenschritt)

Ug+1 = PK(Uk+1/2)
up11(i) = max (Ouuk+1/2(i)>

Satz 4.2 3 o, 3 > 0, so dass mit o < oy, < 3 der Algorithmus 4.2 gegen die
Lésung u konvergiert.

Beweis:
1. Wir zeigen: u = Pk (u - Osz’(u))
Aus Abschnitt 2.5 folgt:
(J'(u),p—u)>0 Veek

Mit ay > 0 gilt:

(akJ’(u),w—u >0
& (u—u+osz’(u),g0—u > 0
& (u—(u—akJ’(u)),go—u > 0 VoeK
& u = PK<u—akJ’(u)>
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

2. Wir rechnen:
luksr —ul] = HPK (uk — akJ’(uk)> — Py (u — akJ’(u)> H
< Huk —u— (J’(uk) — J’(u)) H
Quadrieren liefert:
s =l < flug—ul* =200, (we—u, J' ()= (w)) +a} |7'(w) =" (w)
Nun gilt:
J (ug) — J'(u) = (Aug — f) — (Au — f) = A(uy, — u)

Weiterhin ist A positiv definit: (ux — u)T A(ug, — u) > Apin||ur — vl

Einsetzen liefert:

e =l < e — wll® = 200 Apin ux = wl® + o JAI* [Jur — ulf®
= Jux —ul® (1= 200 Ain + 0 | AII)

2)\m7ﬁn
Faktordiskussion = «j, > 0 und oy, < W O

4.5 Konjugiertes Gradientenverfahren (cg)

Idee bisher: ;11 = x; + a;d;,

flzi) = min[d ] f(x; + z) “eindimensionale Minimierung”
zEespan|d;
Verbesserung:
fwizr) = minf(z; + 2)

z€span|d;_1,9i]

d;_1 = x; — x;—1 “Richtung der letzten Korrektur”
gi = Ax; —b

Definition 4.4 Sei A € M(n,n) positiv definit.
Zwei Vektoren x,y € R™ heissen konjugiert oder A-orthogonal falls

2T Ay =0
15t.

Bemerkung 4.6 z,...,x; € R" paarweise konjugiert = x1,...,x, sind
linear unabhdngig.
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Rechnung
iaixi =0 |- (Azp)Tj=1,...
& iaix;‘rAx,; =0
& ZZlozZ- xJTAmj =0 = qa=05=1,.
=

Also ist der Nullvektor nur trivial darstellbar.

Lemma 4.5 (Konjugierte Richtungen sind gut)

Kk

O

Seien dy, . . ., d,_1 konjugierte Richtungen. Weiterhin: & = A~'b (die Lésung).

Dann gilt:
~ n—1 d df;:[vb
T = Q;a;, Q=
— dT Ad,

(Losung ist direkt hinschreibbar.)
Beweis: Ansatz:

n—1

T = Z@kdk ‘(Adl)T,ZZO,
k=0

)

n—1
k=0

- I d'Az dlb
" dFAd;  dF Ad;

Lemma 4.6 (Hilfssatz iiber konjugierte Richtungen)
Seien dy, . ..d,_1 konjugierte Richtungen:
Fiir jedes xo € R™ liefert die durch

_ —ng d;
dl-TAdi

Tip1 = T + ad;,

, gi=Ax; — b

fiir i > 0 erzeugte Folge nach (héchstens) n-Schritten die Lisung x,, = A™'b.

Beweis: Betrachte A(Z — z) = (b — Azo) Benutze Lemma 4.5:

n—1
(.T - 1:0) = ;:0 aidiu Q; = d';TAdl

Bleibt zu zeigen:
dr'Ad; dr Ad,
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Rechnung:
o —dZT (A.TO — b)
' dr Ad,
B dl Ad;
< TAd, A4,
Laut Algorithmus:
j<i
XT; = Tg + Oéjdj | . (Adl)T
§=0
d; ist konjugiert zu allen d;:
j<i

(2 — m0) = > ayd;
=0

j<i
j=0
—d;g;
Insgesamt also a; = T Ai]ii ([l

Korollar 4.1 Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.6 minimiert die k-te
Iterierte xy, die Funktion f in xo+ V) mit Vi, = spanldy, . .., d._1]. Insbesondere
gilt: dF g, = 0 fiir i < k

Beweis:
1. Es geniigt d? g, = 0, i < k zu zeigen

i<k

f(l"k;) = min f(ZB() + Z Olldl>
5 Qi i=0
<~ Vf(!L’k)T . dZ = 0
<~ (Al'k — b)T : dl =0
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

2.
0 = dggkﬂ
I'q
= df (A(en— = ) — )
EAN P A
dl Ad,
= di (Az,—b) — % Ld
= di 9 — gi di
=0
3. Induktion (zz d! g, =0, i < k)
IA: k=1 d} g, = 0 erfiillt wegen 2.
IV: dF g 1=0,i<k—1
IS: Aufgrund des Algorithmus in Lemma 4.6:
Tp — Tp—1 = 1 dp—1 | A
A(m - Ik—1) = oy Ady

A‘rk —b— (A:L‘k—l - b) = O A dk—l
gk — k-1 = Of—1 A dk—l | . dzT
Also gilt fiir ¢ < k—1

di (gx = gr1) = 0.
Benutze Induktionsannahme diT g1 =01 < k—1.
di g =0 firi<k-—1
Fiir ¢« = k — 1 benutze 2. und somit

d; gr = 0 fiir ¢ < k.

Algorithmus 4.3 cg-Verfahren

1. Initialisierung: xo € R™ als Startwert.
Setze dy = —gg = b — Axyg.

2. Iteration iber k =0,1,...

o =
d; Ady,
Tpy1 = Tk + apdy
Gky1 = gk + i Ady,
B, — 9;{+1Adk
d} Ady,
drvr = —grs1 + Brdy
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Satz 4.3 (Eigenschaften des cg-Verfahrens)
Solange gi11 # 0 gelten folgende Aussagen:

1. dy_q #0.
2. Vi := spanlgo, Ago, A%go, . . ., A¥ o] “Krylov-Raum”.
3. dy,...dp_1 sind paarweise konjugiert.

4. Es st f(xy) = grelng(xo + 2).

Beweis: Induktion:

IA: k=1y/
IV: Satz 4.3 gelte fiir k.

IS: Zunéchst g, = gr—1 + ap_1Adi_1.
Wegen span|go, Ago, - - ., A¥"Lgo] = span|dy, . .., dx_1] gibt es die Darstel-

lung

k—1

dy—1 = Z’YjAjgo-

j=

Also
k
Gk = g1+ k1 Y 1A g
j=1

und damit span|go, . .., gr] C Vi1
Nach Annahme: dy, ..., d;_; konjugiert und wegen Optimalitdt von xy:

dl'gr =0 i <k (wegen Korollar 4.2)

Falls gr, # 0 = g linear unabhéngig von (dy, ..., dx_1)
= 0k Q_f V.

Also ist span[go, . .., gi] ein (k+ 1)- dimensionaler Raum und kein echter
Unterraum von V..

Zusammen mit span[go, ..., gr] C Vii1 folgt die Gleichheit

span[go, Ago, - - - Akgo] = spanlgo, - - -, gi-

Zeige nun: Vi1 = span[do, . . ., di]

Betrachte dazu:

g +dy = g — g + Br—1dr—
& grt+dp = Broadp—
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Also g + dj, € V.

spanlgo, . .-, gu—1,9x] = spango, ..., gr—1, d]
= span|dy, ..., dx_1,dy]
Also Vi1 = span[dy, . . ., di].
di, # 0 wegen g + di, € V.

Zeige nun: dy, . .., d; sind paarweie konjugiert.
Algorithmus: dj, = —g + Be_1dx—1 |- (Ad;)T

= dl Ady = —d] Agi + Br_1d] Ady_,
a) Falli <k —1:
Nach Annahme: (3;,_1d!I Ady_, = 0.
Weiterhin ist d; € Vi1 = Ad; € V.

k—1
7=0

Und damit
dzTAgk: = Adi)Tgk
k—1
= 53' djrgk
j=0 :“0
b) Fall i = k — 1:
T Ady,_
Wegen Wahl von (1 = M (Algorithmus) gilt:
dp 1 Ady_4
T Ad
A Ady = —dl  Agp+ -SEERL T Ad)
k—1410k k—1419k + & Ady, k-1
=0
Zu 4. Minimaleigenschaft: Anwendung von Korollar 4.2 O

Satz 4.4 Unter all diesen Verfahren liefert das cg-Verfahren den kleinsten
Fehler ||xx — % a-

Vorbereitung: Sei p € P, (Polynome mit maximalem Grad k), z € R,
k

p(z) = 3" a;2'. Dann definiert man fiir A € M(n,n):
i=0

k
p(A) = Z a; A
i=0
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4 Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Satz 4.5 Es gebe ein Polynom p € Py, mit p(0) = 1 und |p(z)| <r Vz € o(A).
o0(A) = Menge aller Eigenwerte von A.
Dann gilt fir das cg-Verfahren mit beliebigem xo € R™:

[k — Zl|a < 7|z — |4
Beweis:
1. Darstellung von (y — Z), y € x¢ + V4.

_1 k A
Setze q(z) = pe) =1 _ 3y 20D,
z i=1

k .
—q(A) = Xy ATV

i=1
k .

Yy =129+ (Z% A(1_1)> go € xo+ Vi
i=1

y = x0+ q(A)go
Betrachte
y—T = T90—T+Yy—2xo
= 20— 2+q(A) 9
= (20— )+ (p(4) = 1) A Al — 7)
& y—1=p(A)(zo — )

2. Darstellung von ||y — z||% und ||z — Z||%.

Sei {2;}%,, ein ON-System aus Eigenvektoren zu A, d.-h. Az; = A;z2;.

n

Entwickle nun 2o — & = ) ¢;2;. Dann gilt:

y—1 = p(A)(ro—7)

n

= cj p(A) z;
=1
y—1r = ch p(Xj) 2
j=1
Berechne
g — 2[5 = (Io —z)" (xo - )
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Und entsprechend

ly — 2% =Y A lej p(OA)?
j=1

Abschéatzung:
ly =25 = DA le; p(yy)P
j=1

n

< Y Algl?
j=1

= |l — )%

3. Abschluss:
|y —Zl|la <7llzo—2la, yExo+ Vi

e = Zlla < lly = Zlla < rllwo — Zlla

Bemerkung 4.7 (Tschebyscheff-Polynome)

Ubliche Definition: Ty(z) := cos(k arccos z)

Aquivalent dazu: Ty, (v) = %((m + V22 = DF + (- Va2 — 1)’“)
FEigenschaften: Ti(1) =1, |Ti(2)| <1 fir -1 <z <1

Fiir cg-Analyse mache speziellen Ansatz:

T, ((b+a) —22)

p(z) = b-a mit 0 <a<b
T b+1
"\b—a
Bemerke:
1. Es gilt: p(0) = 1.
b -2
2. Fir z € [a,b] gilt: —1 < M <1
—a

(525 0

b
Ab jetzt: a = A\nin, b = Aoz, K= —.
a
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Satz 4.6 (Konvergenz des cg-Verfahrens)
Fiir das cg-Verfahren gil mit beliebigem xy € R™:

k
N k—1 -
nm—ﬂusz<“_ )H%—wh

Beweis: Benutze spezielles p(z) und Satz 4.4. Damit:

lox = Flla < max p(z) [lzo — 2[4

z€[a,b]
b+a—2z
(55

< ma -z
- ze[a,)l;:] (b—l—a) Hl’o x”A

Ty

b—a
< L g - 3
max ————  ||lzg — 7
T z2€[ab) (b—}—a) 0 4
T,
b—a

Betrachte

(b+a)l k+1
T, | ——2 ) =1, :
. ((b —a)l "\k—1
Fiir z > 1 gilt aufgrund der dquivalenten Definition

Ti(2) > = (2 + V22 — 1),

=N

= ok —fla < 7 llwo = 2lla

1 [ /k+1 N K+ 1)\2 .
2 k—1 k—1

Nun gilt kK — 1 = (v/k + 1)(/k — 1) und damit

k+1 (k+1)2— (k=12 k+14+Vik r+1
1 (k —1)2 k=1 VE-1

Zusammen also:

k
N VE—1 N
o = alla <2 (YErT ) ool
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4.6 Vorkonditionierung

Grundidee
1. Transformiere Az =b — Az = b mit cond(A) < cond(A).
2. Lose Af = b.
3. Riicktransformation z — x.
1. Transformation

Sei C' (symmetrisch) positiv definit gewiithlt mit C = HHT (z.B. wegen
Cholesky).

Betrachte nun Ar = b & H 'AH THTz = H7'b wobei H™ T =
(HT) .
Schreibe A= H'AHT, # = H 'z, b= H 'b und damit Az = b.
Zur Wahl von C:
Betrachte die Ahnlichkeitstransformation
HTAH" = H'(H'AH T)HT = C*A.
Somit ist A dhnlich zu C~'A.
Falls C = A, dann liegt Ahnlichkeit zu I vor, dass hiesse cond(A) = 1.
Aber C sollte etwas mit A zu tun haben.
Einfachstes praktikables Beispiel: C' = diag(A).
Somit lautet der “ad-hoc”-Algorithmus:
Wende das cg-Verfahren an auf A# = b.
Besserer Algorithmus benutzt die Ahnlichkeit A ~ C'~!A.

Algorithmus 4.4 Vorkonditioniertes cg- Verfahren
Startwert sei xg € R™.
Setze gy = Axg — b, dy = —ho = —C"1go.

Iteration k =0,1,2,...

gi
W T qrAd
k k
Thy1 — xk—i-ozkdk
kvl = Gk + o Ady
hee1 = C g Vorkonditionierung
T h
B, = Jr11Mk+1
g,fhk
1 = —hgpr + Brdy,
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Satz 4.7 Fir das vorkonditionierte cg-Verfahren gilt:

N VE—1\" ]
o = alla < (YE7) oo =l

mit k = cond(C~1A).

Extremfall C' = A: Nach Initialisierung schon fertig.
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5 Adaptivitit

5.1 Laplace-Problem
V = H}(Q), Triangulierung T}, aus Dreiecken, V},, C V, linearer Ansatz

ueV (Vu,Vo)=(f,¢) YpeV (5.1)
up € Vh (Vuh, Vgo) = (f, 90) VQO - Vh

Satz 5.1 (Energiefehlerschitzer)
Fiir den Diskretisierungsfehler e = u—uy, in (5.1) gilt die a-posteriori Abschditzung

IVell* < CY " hi plr+hr pir
T

mit
pir = ||f+Auyl|r (Gebietsresiduum)
3
1
Por = 2/5 [Onup],dl’
=,

und x € 0T : [Ohup)(x) := Opup(x — eu) — Opup(x + u) fir e — 0.
( “Sprungterme”)

Beweis:

1. Rechnung
Vel> = (Vu— Vuy, Ve)
= (Vu — Vuy, Ve — VI e) Galerkin-Orthogonalitét
- ~ Ihe) — i
(Fe=he) =3 (Ven V(e = 1he))

= (f,e—Ine) — Z ((—Auh, e —Ine)r + /Gnuh (e — Ihe)dF>

T T

= Z(f—i—Auh,e—]he)T—ZZ/% [Onun] (e — Ine)dl

T T =1y,
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5 Adaptivitat

2. Wiederholung

Interpolation: Satz 3.23 (linearer Ansatz)
[0 = Invlla(ry < chr vl

Spursatz:
2
[ otar <2 ol + riofs

r;
Hier: r ~ hy

3. Abschétzung

Vel < = [Onu] le — Inellor

oT

Anwendung des Spursatzes auf ||e — Ine||3;:
2 2 2 2
le = Tnellor < 7 lle = Inellz + hr [V(e = Ine)llz

2
= ol |[Vel3 + hr Vel
T

< chr ||Velz

IN

Somit also:

CN/ hT ||V6||T

1
Vel < STUF+ Al b (el + 3 |5 0]
T T or

< o(3onhs + swl) "+ (S Ivel)”
+c(§TjH% (Bt 8ThT)m(sz||ve||%p)1/2
el < e H 17 + ) ZH | 1)
ACEEES SUTERNAIRES o P! e
Wobei benutzt wird: ab < %CLQ + %bQ 0
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5 Adaptivitat

5.2 Hindernisproblem

Voraussetzungen wie in 5.1

Zusitzlich: K ={p €V | ¢ >0}

ve K: (Vu,V(p—u)) > (f,e—u) Vepek (5.2)
upn € Ko (Vup, V(p—up)) > (f,p—up) YeoeK,:=KnNV,

Lemma 5.1 Sei a(v,w) := (Vv,Vw) und e; = Ine = I(u — uy). Dann gilt:
a(u —up, ;) < alu,e; —e) — fle; —e)
Beweis:

alu—un,e;) = (f €)= alun &) +alu, e; —e) = (f,ei =€) +alu, e) — (f,€)
= (fyu; —up) — alup,u; —up) <0
= a(u,u—up)— (f,u—uyp)
= —a(u,up —u) + (f,up —u) <0

Also a(u — up, ;) < a(u,e; —e) — (f,e; — e). O

Satz 5.2 Fir den Diskretisierungsfehler e = u—uy, in (5.2) gilt die a-posteriori-
Abschitzung

IVel* < e (hipir + hepsr)
T
mit Bezeichnungen wie in Satz 5.1.

Beweis:

(Vu—Vu,,Ve) = (Vu—Vu,, V(e—e))+ (Vu— Vuy, Ve;)

< (Vu—=Vu, Vie—e)) + (Vu,V(e; —e)) — (f,ei —e)
= —(Vuy, V(e—e)) + (f,e—e)
= (fie—e) — (Vup, Vie—¢))

Jetzt geht’s weiter wie im Beweis zu Satz 5.1. 0

5.3 Hindernisproblem in Lagrange-Formulierung

Definiere zunéchst das Lagrange-Funktional

Llpaw) = 3 aled) — (F) + [ w(w =)

1 bezeichne das Hindernis bei der Bedingung u > 1,1 : 2 — R.
peV=HQ), weA={qgeL?|q>0}
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5 Adaptivitat

Definition 5.1 (u,A) € V x A heisst Sattelpunkt von L, falls fir (p,w) €
V x A gilt:

L(u,w) < L(u, \) < L(p, \)

Minimum bzgl u, Maximum bzgl \.

Lemma 5.2 Sei (u,\) € V x A Sattelpunkt von L, dann

a(u,0) = (A 9) = (f.9) VeoeV
(u,w—2A) > (p,w—A) YwéeA.
Beweis:
1.
3 olwn) = (L) + [ A@=0) <5 aled) ~ (L) + [Aw =)
1 1
= 5 alu,u) = (g.u) < 5 alp.9) = (9.0) Yo e V.

Uber Variationsrechnung:

a(u,) = (9,9 VoeV
= (f+Xyp)

S alu,p) — (N p)=(f,p) VeeV

[uw-w < [xw-w
o [w-yu = [w-n

Lemma 5.3 Sei (u, \) Sattelpunkt von L, dann ist u Losung von (5.2).

Beweis:

1. u fest, w variiert.

Juw=uw < [xw-u

Q Q
Wiéhle w :=y 4+ A mit y > 0, d.h. w > 0.

Einsetzen liefert:
[vw-w <0
Q

>¢Yv—u<0 & u>y & uekK
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5 Adaptivitat

2. Testen mit w = 0 und w = 2.
a) 0< [ AW —u).
Q
b) S{%(w—U)Sg{A(@/}—U)
= [AW—u)<0
Q

= [ A(¢ —u) =0 (Komplementaritét)
9)
3. A fest, o variiert mit ¢ > .

afun) = (o) + [ A0 =0 <5 aleo)~ L)+ [ M0 —9)

Q Q

N | —

= % a(u,u) — (f,u) < % a(p,p) = (f,0) Vo>

Letzteres ist dquivalent zu (5.2)

a(u, o —u) = (f, ¢ —u)

Sattelpunkt (u, A) ist charakterisiert durch:

a(u, ) — (A ) = (f, ) (5.3)
(u,w—A) > (Y,w—2A)

Diskretisierung
Wiéhle V, C V., L, C Ly, A, = L NA.

Beispiel 5.1 V), stiickweise linear, stetig.
Ay, zellweise konstant.

Diskrete Version zu (5.3)

a(un, ) — (An, ) = (f,9) Voel, (5.4)
(uh,w—)\h) > (Qﬁ,w—)\h) YV w GAh

Definiere: ¢ := max{0,9 — u}

Lemma 5.4 Es gilt:

(Ah—)\,u—(uh+5)> - (Ah,1/z—(uh+5)) > 0.
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5 Adaptivitat

Beweis:
= Au—w) + ()\h a0 — (up +5)) - (Ah,¢ ~ (un +5))
>0
> (=AY = (w+0))
= /w(¢—(uh+5)>
Q <o <0
> 0
Orthogonalitat

Teste mit ¢y, € Vj, in (5.3) und (5.4) und “(5.3)—(5.4)”.

a(u = up, pn) = (A = A, o) =0
Rechnung
alu — unyu—up) < alu—upe) — </\—/\h,u— (uh+5)) +

—<)\h, ¥ — (up + 5))

= a(u—up,e)— (A=, e) = (A= Ap, —9) +
— (A = (un +9))

= a(lu—up,e—e)—A=Ap,e—e)— (A=, —0) +
(A 0+ 9))

= (f+ A, e—e)—alup,e—e)— (A=A, —0) +
—<)\h, ¥ — (up + 5))

Es bleibt
—(A =0) = (An, ¥ — un).

Zusammen:

IVell> < (f + e — ) — alun, e —e;) — (An, 1 —up) + (N, 0)

5.4 Sattelpunktsuche

Aufgabe:
1
min = §uTAu — fTu

unter den Nebenbedingungen
Bu <g.
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5 Adaptivitat

u, f€R" geR™ Ae M(n,n) positiv definit B € M (m,n).

Schreibweise:

J(u) = %uTAu—fTu
O(p) = (By—yg)

Bemerkung 5.1 Die dem Ausgangsproblem zugeordnete Lagrange-Funktion

lautet
Llp,w) = J(p) +w ®(p), @eR", weR}

Wiederholung: (u,A) € R" x R heisst Sattelpunkt, falls gilt:
L(u,q) < L(u,\) < L(g,\) Ve eR" geRY

Wiederholung: (u, ) Sattelpunkt von £: Dann ist v Losung der Ausgangs-
aufgabe.

Algorithmus 5.1 Sattelpunktsuche
1. Start: Wihle Ao € R

2. Firk=0,1,2 definiere uy, durch
Lup, M) < L(p,Ar) Vo € R™
D.h. Auy = f — BT,

3. Apgp1 = PRT()\k + ap®(uy)), ag > 0.

Lemma 5.5 Sei g € R, gegeben. Seiv € R™ definiert durch
L(v,q) < L(p,q) VpeR"™
Dann gilt:
J(@)(p ~v) +4"(2(p) - 2()) 20 VpeR"

Beweis: Da ¢ fest, betrachte L£(v) = L(v, q).
Also L(v) < L(p) YV € R"

= L'(v)(p—v)>0 VpeR"
Nun gilt: £'(v) = J'(v) + ¢7®'(v) und ¢* ®(v) = ¢* (Bv — g)

= ¢'®(v)=¢'B
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5 Adaptivitat

Einsetzen liefert:

J()(p—v)+q¢" Blp—v) >0 VYpeR"

& J)p—v)+q" ((Be—g)~(Bv—g)) 20
() o (v)
U

Satz 5.3 3 «a,( > 0, so dass mit a < ap < [ der Algorithmus gegen die
Lésung u konvergiert.

Beweis:

1. Algorithmus: L(ug, A\x) < L(p, \x) Vo € R”
Sattelpunkt: L(u, ) < L(p,A) Ve € R”

Benutze Lemma 5.5:

%(Auk, o —ug) — (fio —ug) + ()\k,@(@) - ‘D(Uk)) >0 (5.5)

1
S =)~ (fo—u)+ (L o) —ew) =0 (56)
Testen mit ¢ = u in (5.5) und ¢ = uy in (5.6) und Addition:

%(A(Uk —u), up — u) + ()\k — A\, D(uy) — cI)(u)) <0

2. Zeige: A = P (/\ + d@(u)) fir @ > 0
Sattelpunkt: L(u,q) < L(u,\) Vg€ R7

& Jw) +q"®(u) < J(u) + NT®(u)
= ((a=x.0@) < o

((q — ), —ad(w) > 0 a>0
& (A= (+avw),g-A) = 0

Benutze Satz 3.16 (Charakterisierung der Projektion iiber Ungleichung).
= A= Pep (A4 a0(u)
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5 Adaptivitat

3. Algorithmus: A\ = PRT ()\k + oszI)(uk))

Aus 2.0 \ = Prop ()\ + akCI)(u))

Zusammen:

)\k+1 — A= PRT <)\k —+ oszID(uk)> — PR:_H ()\ -+ oz;JD(u))
Betrachte die Norm und benutze das Prm nicht expansiv ist.

Pesr =A< 0w =)+ (@) — ()|
< = AP+ 20 (= A () — B(w)) +
+ad [19(ur) — B

Benutze 2. und L = ||B||.

IN

e — A2 — ap (A(uk — ),y — u> 4 a2 L? ||uy — ulf?
< M = AP = ardmin (g — wy g — u) + od L2 [Juy, — ul?
= M = AI” = Qmimar — @i L?) fJug — ul?

Wihle ay > 0, so dass ag(Apmin — arL?) > > 0.

Dann gilt:
[INr = AlIZ + Al — ] < Ak = A®

D.h. || Ak+1 — Al| ist monoton fallend und ||Agy1 — Al| > 0.

Tim [N — A =1

Also
i [P = AP+ lim 7 lu = g < Jimn [~ AR
r (o.9] -~ , —00 — 0
A =l
= klim Ylug — ul]* =0 O

5.5 Dualitatsargument

Situation: Laplace-Problem auf 2 mit Nullrandwerten, FE mit linearen Ansétzen
Fehlerabschéatzungen:

| — un| g ) < ch ulpg)
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5 Adaptivitat

und suboptimal
Hu — uh||L2(Q) S Ch ’u‘HQ(Q)

Andererseits Interpolationsresultat:

||u — IhuHLQ(Q) S Ch2 ‘u|H2(Q)

5.5.1 A Priori Abschiatzung
Satz 5.4 Sei Q) ein konvezes, polygonales Gebiet.

u: (Vu, Vo) = (f,0) VoeV
up  (Vun, Vo) = (f,0) VeV,

Dann gibt es ¢ > 0 unabhdngig von uw und h, so dass gilt:
Hu — uh”Lz(Q) S Ch,2 \u]Hz(Q)

Beweis: Betrachte das folgende Hilfsproblem (“Duales Problem”)

—Az = e auf Q
z = 0 auf 9090

Bemerkung 5.2 (Stabilitit des dualen Problems)
Man kann zeigen, falls 2 konvex ist, dass gilt:

12l a2i) < Cs lellzz@
und Cs > 0 st unabhdngig von e.

Schreibe das duale Problem in variationeller Formulierung;:

—(p,Az) = (p,e) VoeV
& (Vo,Vz) = (pe) VoeV

Wihle spezielle Funktion ¢ = e.

(e,e) = (Ve,Vz)

(Ve,Vz —VIz)
Vel [[Vz = V2|
ch [ulpz) ch |2 2@

ch ’U‘HQ(Q) chCy ||6HL2(Q)

IANIAIA

= H€HL2(Q) < Ch2 |u|H2(Q)
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5 Adaptivitat

5.5.2 A posteriori Abschdtzung

DWR-Methode (Dual Weighted Residual)
Ausgangspunkt: Duales Probelm in der Form

zeV: (Vep,Vz) = J(p).

J ein lineares Funktional.
Wiéhle p = e:

J(e) = (Ve,Vz)

(Ve,Vz —VI2)

= (Vu—Vu,, Vz—VI,z)
(f,z—Inz) — (Vup, Vz — VIz)
(

foz—1Inz) — Z(Vuh, Vz—VIp2)r

T
1
= (f, Z— IhZ> — Z [(—Auh,z — IhZ)T + / 5 [(9nuh] (Z — [hZ)dF
T o9
< Z!\f+Auh|!T [ 5 Onun]|| |z = Inzllor
oT

Wiederholung: Spursatz

2
Iz = Inz|3p < i Iz = Inz|7 + he V(2 — Inz)|17
2
< T chy ||Z||12L12(T) + hy h3 ||Z||%12(T)
< chi |zl
Also
1
< SUF+ Al i Nellery + 3| 5 10wl et Pl
T T oT

Wir haben gezeigt:
Satz 5.5 DWR-Abschitzung

| Onun||or
e) < E Ch?T |\ f + Aupllr + 2| 2
— ( Whr )

Beispiel 5.2 Fiir das Fehlerfunktional J
1. J(¢) = 0z (@) “Dirac”. Also

J(€) = duy(e) = e(x0) = uwo) — un(wo)
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5 Adaptivitat

2. J(p) = [ dU “Mittelwert. Also
T

J(e):/edr:/udr—/uhdr

r r r
J(p) = (Vo,Vz) — 2z =7

Satz 5.5 in der Praxis:
e 2 ist unbekannt.
e Lose (Vo,Vz) = J(p) numerisch, z.B. mit FE — 2z ~ Z.

o ||zllm2) = |2l m2(r)

Typischerweise berechnet man z auf T.
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6 Parablische Probleme

Modellbeispiel

Ou—Au=f auf Q x [

I ist das Zeitintervall [0, T, u = u(t, x).
Randbedingungen und Anfangsbedingungen:

u(t,z) = 0 tel, e dfd

w(0,2) = wup(z) =€

Numerische Behandlung

1.

Zeitdiskretisierung

Zerlegung von I durch Stiitzstellen (tg,t1,...,ty =T).
Schreibweise: u™ = u(t,,x), I, = (ta_1,tn), Kn =ty — tn_1,
a(v,w) = (Vu, Vw)

Schwache Formulierung;:

/(atu,go)dt—l—/a(u,@)dt:/(f,w)dt VeV

I" ITL ITL

/a(u, @) dt =~ K,((1 —a) a(u" ", ¢)+aalu",¢) ac(0,1]

Analog fiir [(f, ) dt.

In
(" =" ) & Knav alu”, ) = / (fr) dt = Ku(1 = a) a(u"", )
In

Also insgesamt:

(", 0) + Kna a(u”, ¢) = aKu(f"¢) + (1 - a)Ku(f"7, )
+Hu" ) — Ku(1—a) a(u™, )

Ortsdiskretisierung

Benutze FE zur Aproximation von u".
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6 Parablische Probleme

Numerische Schemata:

1. Implizites Riickwérts-Euler-Verfahren

u™ _unfl
(’Ik,—h,@) +aluy, ) = (f"9) VeelicV

U,g = Ugh
Genauigkeit in der Zeit: (At) mit At = maxk,

2. Crank-Nicolson

n _ ,n—1 n n—1 n n—1

uy = ugp,
Genauigkeit in der Zeit: O(At?)

3. Implizites Zweischrittverfahren

éun . §un71 lunfl . lu”*2
(2 S ,so)+a<uz,so>=<f",so> Ve

u? = ugp, und u; gegeben, z.B. durch einen Euler Schritt.
Genauigkeit in der Zeit: O(At?)

Bemerkung 6.1 Dieses Verfahren sollte dem Crank-Nicolson-Verfahren
vorgezogen werden.

6.1 Parabolische Variationsungleichungen

Sei K C V abgeschlossen und konvex.

Aufgabe: Finde u(t) € K f.. auf I, so dass:
O, p —u) +alu,p —u) = (f,p—u)  Voek
mit u(0) = up € K.

Numerische Schemata:

1. Euler-Riickwarts-Verfahren

n n—1
( ; k " P UZ) a(uZﬂD_UZ) 2 (Jn,gp—uZ) VQD K nNEK
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6 Parablische Probleme

2. Implizites Zweischrittverfahren

3, n 3, n—1 1, n—1 1, n—2
Sup — su sup” T — s
2%h 2%h 2h 2h n n n n n
( i - Ky 790_Uh)+a<uha¢_uh)2(f ,p—uy)
n n—

V ¢ € Kp, ul) = ug, und uj gegeben, z.B. durch einen Euler Schritt.
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7 Sattelpunktprobleme

Aufgabe: Variationsprobleme mit Nebenbedingungen
Bezeichnungen:
X, M Hilbertraume
a: XxX—=R, b: X xM — R stetige Bilinearformen
X', M’ Dualrdume zu X und M.

Paarungen von X und X’ und M und M’ werden mit < .,. > bezeichnet.
Weiterhin gegeben: f € X', g € M’

Problem (PM) Gesucht wird in X das Minimum von

J(u) == a(u,u)— < f,u>

N =

unter den Nebenbedingungen
b(u,q) =< g,q > firge M

Umformulierung:
Betrachte die Lagrangefunktion

L(u,A) = J(u) — [b(u, \)— < g, A >]
Dies fithrt auf das Sattelpunktproblem:

Problem (PS) Gesucht wird (u, A) € X x M mit

a(u, @) +b(p,A) = <fio> VoeX
b(u, q) = <g,q> YqeM

Fiir jede Losung (u, A) von (PS) kann man die Sattelpunkteigenschaft
L(u,q) < L(u,A) < L, A)
nachrechnen.

Beispiel 7.1 Betrachte das Randwertproblem

—Au = [ auf Q
u = g auf 0N
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7 Sattelpunktprobleme

Mit X = HY(Q) und M = Ly(99).
Definiere:

a(u, ) = VuV dx
/
<fLe> = [ fede=(f)
/

ble,q) = /wq dl’

o0

<g,q> = /quF
T

Die Nebenbedingung lautet:

/uqu:/quF VqgeM

r r
Beispiel 7.2 Erneut

—Au = f auf QCR?
u = g auf 09

Substitution: o = Vu (Spannung o).
Mit Au = divVu fiihrt das auf das System

o = Vu
dive = —f
und u =0 auf T’

Herleitung einer variationellen Formulierung:
Ausgangspunkt: “Testen”

(o,7) = (Vu,7) V1€ (Ly())?
(divo,0) = (—f,¢) Ve HQ)

Partielle Integration liefert:

(o,7) — (Vu,7) = 0 V1 e (Ly(2))?
—(0, V) (=frp) Ve Hy(Q)

In diesem Beispiel:

X = (Lo(Q))%, M = H)(Q),

a(o,7) = (o,7) = g{((ﬁﬁ +09m) dx,  b(1,9) = —(7, V)
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7 Sattelpunktprobleme

7.1 Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

7.1.1 Adjungierte Operatoren

Bezeichnungen:

X, Y Banachridume

X', Y’ Dualrdume

< .,. > Paarungen zwischen X und X' bzw. Y und Y’
L : X — Y beschriankter linearer Operator

Konstruktion eines stetigen linearen Funktionals auf X

1. Vorgabe eines y* € Y.

2. x € X wird abgebildet durch einsetzen in
<y L.> X 3>zx—<y*, Lr > R.

Wir haben also nach Vorgabe eines y* € Y/ durch < y*, L. > ein Element aus
X'’ konstruiert. Dieses wird mit L'y* € X’ bezeichnet.

< L'y*,z >=<vy", Lz >

L':Y — X

Definition 7.1 L’ heisst der zu L adjungierte Operator.

Definition 7.2 Sei V' ein abgeschlossener Unterraum von X. Dann heisst
VO={le X' | <lbv>=0 firveV}

die Polare von V.

Definition 7.3 Sei X ein Hilbertraum. Dann heisst
Vi={reX|(z,v)=0 firveV}

orthogonales Komplement.

Satz 7.1 (closed range theorem)
Mit obigen Voraussetzungen gilt:

1. L(X) abgeschlossen in'Y .
=

2. L(X) = (KerL')®
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7 Sattelpunktprobleme

7.1.2 Abstrakter Existenzsatz

Bezeichnungen:

U,V Hilbertraume.
U’, V' Dualrdaume.
a: U xV — R eine Bilinearform.

Definiere einen Operator L : U — V.
U>su—< Lu,. >=a(u,.) eV’
Die betrachteten Variationsprobleme haben die Struktur:

a(u,v) = <fo> VYoveV
<Lu,v> = < fo> VveV

Wir konnen formal schreiben:
u=L"1f

Definition 7.4 Seien U,V normierte Rdume. Eine bijektive, lineare Abbil-
dung L : U — V' heisst Isomorphismus, wenn L und L™ stetig sind.

Satz 7.2 Seien U,V Hilbertraume. Fine lineare Abbildung L : U — V' ist ein
Isomorphismus, wenn die zugehdrige Form a : U x V — R folgende Bedingun-
gen erfillt.

1. Stetigkeit: 3 ¢ > 0 mit |a(u,v)| < c||uly||v]v

2. Inf-sup-Bedingung: 3 o > 0 mit sup M >allully VueU

veV,v#£0 ||U|
. au,v)
(bzw. inf sup ————
wel ey ullullvlly

3. YveV IueU mita(u,v) #0.

>a>0)

Beweis:

a) Aus 2. folgt L ist injektiv
Luy = Luy — a(ug,v) = a(ug,v) VYoveV

M = 0> alju; — us

Also ist sup a
veV vy

= U] = U2
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7 Sattelpunktprobleme

b) L~!ist stetig auf dem Bild von L.
Zu f € L(U) gibt es wegen a) ein eindeutiges u = L' f.

al L7y = aluly

a(u,v)

IA

sup
vev [vllv

< Lu,v >

= sup —————
vev  vllv

< f,v>

= sup ———
vev  vllv

= | flv
L= o T

[fllv — o
L7t 1
f € L(U) war beliebig, d.h. ||L'| = sup N£7 il < —.

reve ISl @

=

c) L(U) ist abgeschlossen.
L~ ist stetig nach b).
L ist stetig.
= L(U) abgeschlossen.
d) L ist surjektiv.
L:.v-U
Vovi=< Liv>=al(.,v)
wegen 3. liegt nur v =0 € V im Kern(L'). Es ist Kern(L') C V

Satz 7.1 sagt:
LU) = (Kern L')°

= {leV'| <lbv>=0,ve Kern L'}
-V

7.1.3 Abstrakter Konvergenzsatz

Seien U, C U und V}, C V endlich-dimensionale Rdume. Die diskrete Aufgabe
lautet:
a(up,v) =< f,v > VoveV, (7.1)

Satz 7.3 Es gelten die Bezeichnungen und Bedingungen aus Satz 7.2. Wei-
terhin seien up, C U, Vi, C'V so gewdhlt, dass gilt:
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7 Sattelpunktprobleme

2., inf  sup w_
wn€Un vevy [[unllfval

und
3., Yo, eV, uy, € U, mit a(uh,vh) 7é 0.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung:

o=l < (1-S) it fu-wi
Beweis: Es gilt die Galerkin-Bedingung;:
alu—up,v)=0 Vvely,
Damit gilt fiir ein beliebiges wy, € Up,:
a(u — wp,v) = a(up, —wp,v)  VYoveV,
Wir schétzen ab:

allun —wa|| < sup 2= Wn: )
v EV), thH

a(u — wp, vp)

< sup
v €V HUhH
< sup a(u — wp,v)
vev Y]]
S C ||u_wh|| ||U|| —C Hu_whH

o]

Zusammen also:

C
[un — wn] < — flu — wa
o
Benutze nun die Dreiecksungleichung:

v —wp +wp —upl| < lu—wp| + |lwn — |

C
(1 + —> ||U — wh||
(0

IN

7.2 Die Inf-sup-Bedingung

Aufgabe PS:
Gesucht wird (u,\) € X x M mit
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a(u, ) +b(p,A) = < f,o> VoeX
b(u, q) = <g,q> VYqeM

Abstrakte Situation PA:
L:XXM—X'xM, (u,\)— (f,9)

Satz 7.4 Durch das Sattelpunktproblem PS wird mit PA genau dann ein Iso-
morphismus L : X x M — X' x M’ erklirt, wenn die beiden folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

1. Die Bilinearform a ist V-elliptisch, d.h. 3 a > 0 und V = {v €
X | b(v,q) =0 fiir g € M}, so dass gilt:

a(v,v) > allv||? firveV CcX

b
2. 33 >0 mit inf sup (v.9) >
€M yex |ollllgl

Beweisbemerkung: Die abstrakte inf-sup-Bedingung aus Satz 7.2 kann hier
durch Eigenschaften der Formen a und b ausgedriickt werden.

7.3 Gemischte Finite-Element-Methoden

Wihle X, € X, M;, C M. Man l6st:

PSy: Gesucht wird (up, \p) € Xp, X M), mit

CL(uhv(p)_Fb(Sp?)\h) = <f790> VSOGXh
b(un, q) = <g,g> YqgeM,

Definition 7.5 FEine Familie von FE-Rdumen X, M), erfillt die Babuska-
Brezzi- Bedingung, wenn es von h unabhdngige Zahlen o > 0 und 3 > 0 mit
folgenden Eigenschaften gibt:

1., a ist Vy-elliptisch, d.h. mit o > 0 und Vj, := {v, € Xp, | blup,qn) =
0 fir q, € My} gilt:

a(vp,vy) > allvg|]? Vo, €V,

2., Mit 8 >0 gilt:
b
inf sup —(U’“%) =
an €M v, X, |[onll lgnll

Satz 7.5 Die Voraussetzungen von Satz 7.4 seien erfillt und Xy, M), mogen
die Babuska-Brezzi-Bedingung erfillen. Dann gilt die Fehlerabschdtzung:

_ _ < : _ ; _
o= wnll+ 2= Aull < e int =l + i, 1= 0

Beweis 1 Anwendung des abstrakten Konvergenzsatzes 7.3 U

79



7 Sattelpunktprobleme

7.4 Diskrete Sattelpunktprobleme

Die Diskretisierung von PS durch PS), fiihrt auf das folgende System

Au+ BT\ = f AeM(n,n) fueR"
Bu = g BeM(m,n) g, AeR"

wobei A positiv definit ist.
Bemerke: A positiv definit = A~! existiert.
Somit lésst sich u schreiben als

u=A"(f - BT\
Einsetzen in Bu = g liefert:

B(AT'f —AT'BT)\) = ¢
& BAT'BTN = BA'f—g

Die implizit gegebene Matrix S = BA~!B” heisst Schurkomplement.

Bemerke: A~! heisst positiv definit = A~! = LLT.

Wegen S = BA™'BT = BLLT B ist S symmetrisch und es gilt:
(SA\,A) = (BLL™B™ A\, \) = (L"B"\,L"B"X\) >0 VAeR™

= S positiv definit.

Zur Losung von BA™'BTA = BA™! f — g konnen also Gradientenverfahren und
cg-Verfahren verwendet werden. Das Resultat ist A € R™.
Berechne die Losung u durch

u=A"1f—ABT\
Simultane cg-Variante
Algorithmus 7.1 Uzawa-Algorithmus mit konjugierten Richtungen

1. Initialisierung: Ao € R™.
Auy = f = BTNy, dy=—q=Buy—g
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2. Firk=1,2,...
pr = BT,
hi, = A'py
o = QCI;T%
Dx Do,
Ak = A1+ agdy
U1 = Up — Ol
Gkt1 = g — Bupy
qg—i—leJrl
f = Tnln
i Gk
dyy1 = —Qrrr + Bedy
Alternativen:

Algemeiner Ansatz:

Gr=0b, G€ M(N,N), x,b € RV
Tr+1 = Tk +T_1(b— G{L‘k)

z.B. T = diag(G) Jacobi-Verfahren
oder T' = (0\G) Gauss-Seidel-Verfahren.

Ubertragung auf S:

Uk+1\ [ Uk 4 C BT - f - Auk - BT)\k
M) \ e B 0 g — Buy,
z.B. C = diag(A).
Allgemein sollte C' eine symmetrische, positiv definite Matrix sein, die

1. A approximiert.

2. Leicht invertierbar ist.

Algorithmus 7.2 Uber Defektkorrekturen
Firk=1,2,...

v — _ BT
1. Bestimme das Residuum (T’;) = (f Auy, — B Ak)
Tk g — Buy,

dy C BT ag\ ([
2. Berechne (dﬁ) durch (B 0 ) (dg = T}é
Ug41 Uk dy
3. =
(e = () + ()
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7 Sattelpunktprobleme

7.5 Laplace-Gleichung als gemischtes Problem

Problem: Ergidnzung zu Beispiel 7.2:
Au = — f kann man formal als System schreiben (0.B.d.A. auf Q C R?).

Vu = 0 u: 2 —R
Opo1 +0yoy =divo = —f o= (Zl), 0, : Q2 —R
2

7.5.1 Primal-gemischte variationelle Formulierung
Gesucht ist (o,u) € Ly(Q)? x Hy(Q) so, dass gilt:

(o,7) — (Vu,7) = 0 V 1€ Ly(R2)?
—(0, Vo) = —(f,9) Ve H)(Q)

In den abstrakten Rahmen fallt dies mit

X =Ly(0)* M= H&(Q)

CL(U, 7—) = (Ua 7—) = (0177—1) + (0277—2)7 b(T, ‘70) = _(7—7 VSD)
Nachweis:

1. (Bedingung 1. aus Satz 7.4)

Wegen ||o||? = a(o,0) ist a sogar elliptisch auf ganz X.

2. (Bedingung 2. aus Satz 7.4)
Sei v € Hy(Q) gegeben. Withle 7 = —Vuv € Ly(Q)?. Es gilt:

b(r,v) B —(7,Vv)
7l 7l
_ (Vo, Vo)
[ v]]
= [[Vo]
> 1
= 5 V1
b(r,v) _ 1
Also  sup > — ||v]
o T =

Passende Finite Elemente

Triangulierung T;, mit Dreiecken. Wahle £ > 1 und
Xp = {on € Lo(Q)* | onlr € Pur}, My = {0 € Hy(Q) | wnlr € Py}
Man beachte: X}, unstetiger, M), stetiger Ansatz.
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7.5.2 Dual-gemischte Formulierung
Vorbereitung: Hy;, := {7 € (L2())? | div 7 € La(Q)}.
Zugehorige Norm: ||7]]2,, = ||7]]* + ||div 7.
Fiir v € H}(Q) und o € Hy;, gilt:

(o, Vv) = —(div o,v)

Somit lautet die dual-gemischte Formulierung:

Gesucht ist (o,u) € Hgy, X La(Q), so dass gilt:

(o,7)+ (u,div ) = 0 V17 € Hgp
(div 0, ¢) = —(f,p) Vel

Dies fallt in den abstrakten Rahmen mit
X = Hgip, M = Ly(Q), alo,7) = (0,7), b(1,v) = (div T,v).

Bemerkung 7.1 V = {7 € Hy, | (div 7,v) =0 fiir v e Ly(Q2)}.
Nachweis:

1. 1. aus Satz 7.4:

a(r,7) = (r,7) = (1,7)+ (div 7,div T)
= [I7lI* + [[div 7|*
= |I7llz VYreV

2. 2. aus Satz 7.4:

;
az: sup LBV 5 g
reHayw T ||div

a) Sei v € Ly(2) beliebig. Wihle dazu w € C§°(Q2) mit

1
lo = wll < 5 vl (7.3)

(Wahl von w moglich: Dichtheitsargument)
Z1

b) Man setze £ := inf{z; |z € Q} und 71 (z) = [ w(t, z2) dt, T2(x) = 0.
3
Damit ist offenbar div 7 = 0,71 = w.

Nun folgt Argumentation dhnlich wie im Beweis zur Poincaré-Ungleichung:

r@P = @) < [l e < [ o) d
3 3
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mit s = max{z; | z € Q}.
Integration iiber x;:

S S

/|ﬁ(m)12 dr; < c/|w(t,1:2)|2 dt:c/]w(xl,xg)\Q dr
3

3 3

Intergration iiber x,:
I7I* < ¢ Jlw]?

¢) Ausgansgpunkt ist (7.3).

1
(-—wv—w) < ol

3
& 2(v,w) > ZHUHQJFH@UH2
32, L 2 2
= (v,w) > gHUH +§Hw|| > cfv]|
b
d) Auswertung von (T’U>.
[Eall PP
b(T,v) B (div T,v)
- = 172
et (e + o 72
> (div T,v)
¢ [lwl]
_ (w,v)
¢ [Jw]|
L el
— d v
= c v

Passende Finite Elemente

Das Raviart-Thomas-Element.

Zur Dual-gemischten Formulierung:

Xy ={1€Ly(Q)? | 7| = (Zt) + e (il) fir T € Ty, ar,br,cr € R,
¢ 2

7 - n stetig an den Elementgrenzen}
Mh = {U € LQ(Q) | UlT = dT fir T € Th, dT € R}

Bemerkung 7.2 div 7|y = 0,71 + 04,72 = ¢r + ¢p = const fir T € X,
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8 Themengebiete

Finanzmathematik
Gletscher

Mechanik

1. Simulation, Diskretisierung, Losung, Analyse
2. Parameteridentifizierung, Inverse Probleme
Beispiel 8.1 —pAu=f

Man kennt, z.B. durch Messung, u an verschiedenen Punkten.

Fragestellung 11 ?

Optionshandel

Eine Option ist z.B. das Recht, nicht die Verpflichtung, zu einem Zeitpunkt T’
eine Aktie zu kaufen, zum vorher festgelegten Preis K.

Bezeichnungen: S ist der Preis der Aktie, V' ist der Wert der Option.
Vv

K S

Abbildung 8.1: Pay-Off-Diagramm fiir ¢t = T'.

Modellierung des Optionshandels
Black-Scholes-Gleichung;:

1
oV + 50252631/ + 7805V —rV =0
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Durch Substitution: 5

Y 2
= —0y=0
or =Y

+ Randbedingungen, Anfangsbedingungen

Européiische Optionen: Handlung nur bei 7'
Amerikanische Optionen: Handlung fiir t < T

VAm Z VEuro
Bei Amerikanischen Optionen gilt in schwacher Form:
(at% ¥ — y) + (aa:yu am(@ - y)) > 0
+ Randbedingungen, Anfangsbedingungen

Gletscher

“Verbale” Modellierung:
Eis ist ein langsam fliessendes, temperaturabhéngiges, inkompressibles Fluid.

-Au+Vp = —f
divu = 0
Uy Auy . . .
u = ,Au = , u ist Vektor der Verschiebungen, p ist der skalare
(75) AUQ
Druck.

) ist a~priori nicht bekannt.

Uber Vereinfachung der Modellierung wird die Héhenfunktion h gesucht, fiir
die gilt:
(Och, ) + (c(h)Vh, V) = (a,¢) auf I

a ist die Akkumulationsfunktion, I ist unbekannt.
Wihle 2 D I gross genug:

Oth, o — h) + (¢(h)Vh,V(p —h)) > (a,o — h) auf Q
Q fest gewahlt. Nebenbedingung: h, ¢ > 0
—cAu+ (uV)u+Vp = f
divu = 0
Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben inkompressible Fliissigkeiten.
Nichtlineare Iteration:

Wihle ug als Startlosung
Iteriere 1 = 1,2, ...

—eAu; + (u;1Vu;) +Vp;, = f
divu, = 0
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