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I Motivation

IT Einleitung zur Finite Elemente-Methode (FEM)

II.1 Modellbeispiel

Abbildung II.1: Modellbeispiel: elastischer Draht

Beispiel: Verformung eines elastischen Drahtes im Kraftfeld f (Abbildung II.1)
Die Auslenkung des Drahtes werde durch u(x) beschrieben. Aus der Physik weiff man,
daf die elastische Energie proportional zur Léingendnderung des Drahtes ist, also

1 1

Z/IEocAl:/\/l—f—(azu)?dx—/ldx

0

(]

1

~ %/(@Cu(x))Qd:r

Durch Einwirkung der Kraft f besitzt der Draht eine potentielle Energie

Uy = —/lf(a:)u(:c)dx

Die stabile Gleichgewichtslage ist dadurch charakterisiert, dafl die Gesamtenergie
U(u) = Up(u) + Uy (u)

minimal wird. Gesucht ist also eine Funktion v € V', so daf§
U(u) <U(v) V veV 7))
V ist der Raum der Vergleichsfunktionen. V' ist festgelegt durch

1. Alle stetigen Funktionen mit Nullrandwerten

2. stiickweise stetige, beschréankte 1. Ableitungen (,,Integrale miissen Sinn ergeben* )

I1.2 Klassische und variationelle Formulierung

Variationsrechnung: Wihle ¢ € V' beliebig aber fest.
Betrachte v = u +ep fiir e € R
Aufgrund der Minimaleigenschaft

Uu) <Uw) =U(u+ ep) V e



folgt die notwendige Bedingung

d
d—gZ/{(u +ep) T 0
. L 1 1
i 2/(8wu+58$g0)2d:v/f-(u—l—ap)dm] =0
0 0 e=0
1
& %/2(8 U+ 0,) - 8$g0dx—/f pdx =0
e=0
& /8 u0. gpdm—/ﬁpdaz—o
& f@wuawgodx: ffgpdx V eV \)
0 0

(Variationelle Formulierung)

Bemerkung I1.1 : U(.) ist fir das Modellbeispiel konver. ~ (V) ist auch hinreichend.
Obige Rechnung zeigt

Satz II.1

W = ©
Umgekehrt gilt
Satz I1.2

® = @

1
Beweis: Schreibweise: (v, w) := [v(x)w(z)dz fir stickweise stetige, beschrinkte Funktio-
0

nen

1. u sei Losung von (V)

2. wihlev € V und setzew =v —u

3. v=w+u €V und ebenfalls w € V
Rechnung:

Uv)=U(u+w) = %(awu+6zw,8mu+8 w) — (f,u+w)

— 5 (@0, 0,0) = () + (Bu, o) = (f, w) +5 (Ouw, Do)

-

-~

G >0



Satz I1.3 (Klassische Formulierung) Seiu Losung von(V). Zusdtzlich existiere 0%u
und 02u sei stetig. Dann gilt

—0zu(z) = f(z), u(0)=u(l)=0 ©
(fiir Dirichlet-Problem)
1
Beweis: f@u 8vd:c—ffvd:c—0 V veV
Partzelle Integration lzefert

1

1
[0z - v]; —/azu-vdm—/f-vdac:(]
—_——
=0 (v(0)=v(1)=0) O 0

82u— -odr =0 V veV

p
o\

= —0%u—f=0auf(0,1)

Analog dazu:

Satz I1.4 D) = @)

Zusammengefasst: D = OWew

I1.3 Niherungsverfahren, Ritz-Galerkin-Verfahren

Idee: Approzimation des Raumes V durch einen endlichdimensionalen Teilraum VN mit
dim VN =

Betrachte die schwache Formulierung von (V):

/8$UN3$¢Nda::/fg0Nd:r v N ev¥
0

Dadurch ist die diskrete Losung u™ € VN charakterisiert.
Schreibweise: a(v,w) = (0,v, Oyw)

Also kompakt: | a(u™, ™) = (f, ") Ve~ e VV
Wiihle Basis fiir VN = (¢1,...,0n)
N

Darstellung fiir o € VN : o= z%vj@ja v; € R
‘7:

Es geniigt |a(u”, ;) = (f.0)) ¥V i=1,...,N
zu erfiillen.

N

N N
Rechnung: a(u", ;Uz'%') - (f, ;Ui%) = > vi (aw™, @) = (f, @i))J: 0

=1 ~ v~

Frage: Wie berechnet man u ?



Ansatz fir u™: u¥ =Y ujp;, u; € R (u; ist noch zu bestimmen!)

Einsetzen liefert:

(ZUJQOJ’QOZ> fa%) ZZl,,N

= Zuja(%'a%) =(f,pi), i=1,...,N
7j=1

1

& Zu] /wcp] Oz pidx /f(p,dac 1=1,...,N

Kompakt: Az = b mit 27 = (uq,...,uy), b¥ = ( . fol foidz, .. )

und A € RVN o Ay = [ 0,0,0,pidx
Erste Fehlerabschdtzung, Galerkin-FEigenschaft

(Oou, Opp) = (f9) ¥V @€V
@V, 0,0") = (f,0Y) ¥ VeV CV
(Differenz beider Gleichungen fiir ¢~ € V)
(Opu — Ogu™,0,0™) =0 V N e VN Galerkin-Orthogonalitiit*

Abschitzung des Fehlers:
H@wu — awuN”2 = (Opu — O™, Opu — Opu™™)
= (Opu — O, Optt — o™ + o™ — Opu’™) N eV
= (Opu — O™, Ot — o™ ) + (Oput — O™, Opp™ — Opu’™)

-
=0,wg. Galerkin-Orthogonalitdt

= ”awu - azqu”Z < ”azu - 8aqu” : ||8wu - awSDN”
= |0pu — OpuN|| < ||0pu — 0™ || ¥ N e VN

I1.4 Einfache finite Elemente

allgemeine Uberlegung:
e Lisung u sollte gut approximierbar sein
o Leichte Berechnung der Eintrdge in der Matriz A;;

e A sollte fiir die Numerik gute Figenschaften haben (,diinn besetzt* , moderate Kon-
dition)



Xj+1 Xjs2

Abbildung I1.2: Basisfunktionen bei linearen finiten Elementen

Lineare finite Elemente

Idee: VN besteht aus stiickweise linearen Funktionen, die global stetig sind. Die Basisfunk-
tionen @; (Abbildung I1.2) sind definiert durch

vi(zi) =1, @i(wiy1) =0, @; linear auf (z;,xiq1)

(auf (zi—1, ;) analog)
Damit ist 0yp; = :I:% und

1 Tit1 ZTit1
/ac%az%dx = / OppiOppidx = 2 / Oz 0iOppidx
0 Ti—1 Tq

1 2
h? h

Ti41

1
1
0 T

3

1
=—— =A== Ay
n i+l ji—1
2 -1 0 0
-1 2 -1
A=1 -
=7 0 . 0
-1 2 -1
0 0o -1 2

1
Rechte Seite: b; = [ foidx
0

Tit1
Falls f konstant: b; = f [ @idz = hf
Ti—1
Interpolationsfehler

10



Motivation: ||Oyu — Ozup|| < inf ||0su — Opon|| < |0zt — Oplpul|
Pr€EVR
Dabei bezeichnet Inu die Interpolierende von u.

Satz I1.5 Auf einem Teilintervall T, T = (a1, a9), hr = ag — a1 der Zerlegung des Re-
chengebietes (0,1) gilt:

Teil 1: |lv — IhU“LOO(T) < Ch’%”aganm(T)
Teil 2: ||0x(v = Inv)llp () < ChT||3§U||L°°(T)

b1 b2

a T a

Abbildung I1.3: zu Satz I1.5

Beweis:

1. Vorbereitende Bemerkungen: Die ,Hutfunktionen“ o1,y bestimmen eine Basis fir

den Raum der linearen Funktionen auf T Py(T). Allgemein gilt fiir eine Funktion
2

w e P(T): w(z) =3, wla)pi(z), weT,

also Iyv(x) = 22: v(a;) - pi(z), z€T (1)
Betrachte die Zjf(iyl07"emﬁwz’ckhmg von v UM X N a;:

v(a;) = v(z) + 0pv(z)(a; — ) + $0%0(&) (a; — x)? (II)
FEinsetzen von (I1) in (I): Iyv(x) = XZ: (v(z) + O,v(z)(a; — z) + 102v(&)(a; — 2)?) wi(z)
Umsortieren: , ) = \
Ihv(z) = v(z) Z_Zl pi(z) + Z_Zl Oov(2)(a; — z)epi(z) + Z_Zl 30;0(&) (ai — 2)%0i(z)  (11I)

Wir zeigen spc'i%er:
2
o ; (pz(g;) =1
2
. Z:lamv(x)(ai —z)pi(z) =0

Was bleibt zundchst?

Tio(a) = v(@)] = 3 5020(6) (@ - )7i(a)

11



Wegen ¢i(z) <1 und |a; — z| < hy gilt:
o (w) — v(a)| < max|o(e)|- b5

2
Bleibt zu zeigen: > pi(x) =1

i=1
Rechnung: Betrachte v(z) =1 =  Op(z)=02v(z)=0 = ILw=1

2
FEinsetzen in (III): v =1=1-) p;(x)
i=1
Bleibt zu zeigen: 28 v(z)(a; —z)pi(r) =0

Rechnung: Sei v gegeben fir festes x: d = 0yv(x)
Ansatz:

w(z')=d-a
~N TIy2w=w
N O,w=d

~ Puw=0

2
FEinsetzen in (III): iw =w -1+ > d- (a; — z)pi(x) +0

i=1

~N 0= g:ld- (a; — x)pi(x) = Z'222:13561)(:1:)(@ — z)pi(x)

- zu zeigen: ||0x (v — Inv)ll . ry < chrllOoll,. (1)
2
Betrachte: 0, (Inv(x)) = > v(a;)0.0(z)

i=1
FEinsetzen der Taylorentwicklung fir v(a;):

OpIpv(x Za:c@z )+Zawv($)( )0z pi( +Z 62 (&) (ai— ) 0z pi(7)

Nun gilt 0,1 = —%, Optp2 = 7~
2
Damit: " 0ppi(z) =0

=1

Weiterhin
1 1
Za v(z)(a; — 2)0yps(x) = Bpv(z)(ay — ) <——> + dpv(x)(ag — ) —
hr hy
= 0,0( )a2 — 0 0,v(x)
hr
Es bleibt also
|8xlhv( | = Z 82 é.z i ) x(pz( )
< max |92v(€)| A7 - L [
— ter " T hy

12



Satz I1.6 (Interpolationsfehler auf (0,1)) Auf(0,1) gilt bei gegebener Zerlegung in
Teilintervalle T C (0,1) mit mazimaler Grifie h

|05 (v — Iyw)|| < - h*F||02 firi=0,1

v ”Lm((o,n)

Beweis:

H@;(U—Ihv Z/ (0L(v — Ihw)) ? do

T r
Z/c B2t H(?QUHLOO(T)Yd'I (Benutze Satz I1.5)
T T

2
< E hy (||82””L00(T)> '/1d$
T

T

IN

2

< ch22) Ha2 1

EU”LOO((O,I))
[ |

Satz I1.7 (Energiefehler) Auf (0,1) gilt bei gegebener Zerlegung in Teilintervalle T
mit mazimaler Grifie h:

10z (v —un)l| < c-h- Haﬁu”Lw((o,l))

Beweis:

102 (v — up)|| < inf [|8x(u — @)

PEVY,
< |8 (u — Tyu)||
< ch]|0ull,_ o)

I1.5 Variationsungleichungen

IR EEE

NN

Kontaktflache

& AN

Abbildung I1.4: freies Randwertproblem/ Hindernisproblem

13



f(x)

r -l

al X b X

Abbildung I1.5: zur eindimensionalen Minimumsuche

f(x)

Abbildung I1.6: zur Fallunterscheidung

I1.5.1 Minimumsuche (eindimensional) unter Invervallrestriktion

f sei stetig differenzierbar.
Fallunterscheidung (auch fir Minima am Rand, Abbildung 11.6)

o fla)< f(x) V z€la,b] ~ f'(a)>0
e fB)<f@) ¥ zelall A f() <0
o flz;)) < f(x) VY z€la,b] ~ fl(z;))=0

kompakte Schreibweise: f'(xo) - (x — x9) >0 Vz
Das ist notwendige Bedingung fiir eine Minimalstelle xo auf einem Intervall.

I1.5.2 Minimierung auf konvexer Menge K C R"

fir f: K - R
gesucht: xo mit f(xg) < f(z) V z€ K
Betrachte F(e) = f(zo + e(x — x0)) (Abbildung I1.7). Aus dem eindimensionalen Fall ist

bekannt:

14



Abbildung I1.7: Zur Minimierung auf einer konvexen Menge

11.5.3 Minimierung auf K C V

K={veV>g}
Bemerkung: K st konvex.
Rechnung: v1,vs € K, a € (0,1)

av+(1—a)ve>ag+(1—a)g=1+a—-a)g=g

Welches Funktional wird minimiert?

Uv) = %/(aggv)de - /f - vdx
T T
Bet:lachte: Fle)=U(u+¢e(v—u))

d e >
Qusd;elcrig;)e%:lgefirt_ '

/8z(u+5(v—u))82(v—u)dx—/f-(v—u)dx e>0 V €20

I e=0

= /8xu82(v—u)dx—l/f-(v—u)dx £>0

1

Zusamengefasst:

(Opu, 0z(v —uw)) > (f,v—u) V veEK

Bemerkung: (0yu, 0y (v — u)) > (f,v — u) ist der Prototyp einer sogenannten elliptischen
Variationsungleichung.
Diskretisierung von I1.5.3 mit linearen finiten Elementen

I a(u,p—u)>(fo—u) V peK

I a(up,on—un) > (fign—un) V op € Kp=VaNK
(insbesondere K, C K)

15



Satz I1.8 (Energiefehler) Voraussetung wie in Satz I1.7. Dann gilt
10 (uw — un)|| < O(h)
Beweis: Ausgangspunkt:
a(u—up,u—up) =a(u—upu—u; +u; —up) cu; = Ihu
=a(u—upu—1u)+a(u—upu —up) (*)
Bei Variationsgleichungen war der zweite Term Null.
Hier: a (u — up, ui — up) = (f,u; — un) — a (up, u; — up) +a (u,u; —u) — (f,u; —u) +

- i
-~

Term 1

+a(u,u—up) — (f,u—up)

- -’

Term 2

Term 1 <0, wegen Test mit ¢, = u; in I
Term 2 < 0, wegen Test mit ¢ = uy, in L
Nun weiter in (*):

< 00 = )| 100 )+ o~ ) — (s — )
< 0 = )l + 5 10s(u = )|~ [ (@2u)s = wdz = (£,05 = w
<

1 1
S10a(u = un)l* + 5 102 (w — w)|I” + [|0ul| [lu — wall + 1 £1] lus — ul]
2 22— ~——— ——

O(h?) O(h?) O(h?)

= 510l —w)l* < 00) + ([o2u] + 1) O(?) = O(?)

Jetzt Wurzel ziehen. [ |

I1.6 Aposteriori-Fehlerschitzer

Bisher: ||0;(u — up)|| < ch - ||8§u||Loo(I) mit unbekannter Losung u.
Ziel: ||0;(u — up)|| < n(up, f)  wobet uy, f bekannt

Vorbereitungen:

Satz I1.9 Auf einem Intervall T = (x;,xi11) gilt fir v eV und v(z;) =0

ol 2y < B0zl 2o

16



Beweis: Wihle y € (z;, 1]

oly) = /y 0,0(x)dx

12 /4 1/2

< /12dx /((%U)de (Héldersche Ungleichung)

< VR |1850l 2
(W®))* < h1|8z0ll72r)

/ %)dy < /h”awU”LZ(T) dy
T

< h2 ||3xv||iZ(T)
Wurzelziehen [ |

Satz I1.10 (Stabilitit der Interpolation) Auf I C R gilt bei gegebener Zerlegung in
Zellen T':

102 (In0) || 2y < 1020l 2y

Beweis: y € (x;, Tit1)

. Tit1
= Oyv(z)dx
it 12 /i 1/2
1
< 7 / 12dx /(8$v)2dx Holdersche Ungleichung
1

\/—E ||6€Ev||L2(T)

Quadrieren, Integrieren:

1
[ @ty < [ 5 10500, dy

T T
a% ||athU||L2(T) < ||6$U||L2(T)

17



Satz II1.11 (Energiefehlerschdtzer) Auf dem Intervall I mit einer Zerlequng in Zel-
len T gilt:

1/2
105 (u = )|l 2y < € (Z h%ﬂ%) mit pr = 2 || f + 3;unl| 1o
T

(pr heift Residuum: 0?u + f =0)
Beweis: Schreibweise: € = u — uyp, e; = Ipe
102 (u — up)||* = (Optt — Dy, Dpe — Dye;) (Galerkin-Figenschaft)
= (fa €— ei) - (amuha ame - amez) ((amua aa:(p) = (fa (10))
= (fa € — ei) - Z (8muh7 81'6 - amei)T

T

=(f,e—e;)— Z (—02un,e —€;) +£8zuh (e — el)]cmi

T

= Z (f + 8§uh,e — ei)T
T

:0

Betrachte:
(f + Ooun, e —€;) Hf + 82“’1”L2(T) lle — €ill L2(ry (Héldersche Ungleichung)
< ||f + OZunl| o gy B 1185 (e — Z)||L2(T) (Satz I1.9)
S Hf + aﬁ“hHm(T) hr {||8m6||L2(T) + ”awe”L?(T)} (Satz 11.10)
< Hf +8§“h”L2(T) < 2hr ||Ozell 2
Einsammeln:

100 (u = w72y < D hrpr 10ell 2y
T

1/2 1/2
(thpT) (znamen;m)

T

vl

||6$e||L2(1)

1/2
= 10z(u — ua) ||L2 (ZthT>

I1.7 Referenzelement, Gebietstransformation

Ziel: alle Rechnungen (zum Basisaufbau) auf einem sogenannten Referenzelement (z. B
Finheitsintervall)

18



+  Basisfunktionen nur einmal ausrechnen
+  (numerische) Integrationsformeln werden nur auf dem Referenzelement bendtigt.
Vorbereitungen fiir die Substitutionsregel:

Abbildung I1.8: Einheitsintervall als Referenzelement

Fhl Tl—)Th
$=$0+(.’E1—.’L‘O)f
d
e lz(xl—xo)% N dr = (z — x9) dE
J
F, LT, — T,
r — X
_ml—xo
de 1
gzc:__

dr x1 — 2o

Eine Basisfunktion o auf Ty, wird wie folgt angesetzt:

¢i (@) =g (F ' (2)) = i ()

allgemein: u(x) = v
~  Opu(z) = ’U(
x)

Beispiel: [ 0y} (x
T,

(Fr ' (2)
)0uFy () = Ov(€) - &
Dol (x)dx = f(agso%) - & (Ogpj)Ea T dE

/f dm—/th Yol (€) - Jde

Numerische Integration:

allgemein: [ g(€)d¢ ~ Zq: wig(&) mit Integrationsgewichten wy und Stitzstellen &.
Beispiel: qT:1 2,6 = O,kg: 1, wy =wy = 1/2 (Trapezregel)

Bei unserem Beispiel: [ f(z)ptds =~ zq: wif (Fr(&)) i (&) - J

T, k=1
Entsprechend:

q
Aij+ = /@u@ Lot (z)dr &Y wile ) (k) - o - Oe o) (k) - o+ T

k=1

19



Bemerkung: ,Wihle q groff genug*

- Integrationsfehler sollte von mindestens gleicher Ordnung sein, wie der Diskretisie-
rungsfehler.
- Zu geringes q kann zu singuldrer Gesamtmatriz A fihren.

I1.8 Rechentechnische Betrachtung

Aij = /az(pjazWidx = Z/aw(pjaw@idx
i T r

fori=1ton
forj=1ton
Az’j = fawSOjax%diU
T

Prazis: Summation vertauschen

Abbildung I1.9: dim> 1: Welche Zellen sind benachbart?

forall T
fori=1ton
for j=1ton
Aij+ = [ 0ppjOppida

Was passiert auf einer Zelle?
for k=1 to q
berechne Basisfunktionen auf Referenzzelle T in &,
for 1=1 to local_n
for 3=1 to local_n

A+ = wy - 5580; &r- 3&0%& - J | (DGL-spezifisch)

III FEM fiir elliptische Probleme

ITI.1 Poisson-Problem

Rechengebiet Q C R?, beschrdinkt (meistens (0,1)?)

Betrachte Aufgabe: min (% [(Vu)?dx — [ f- udx) (7))
mit u=u(z), f = f(x), x 2 (1,22) € ngz
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fiu: Q2 —R Vu = (0, u, Op,u)
Suche die Losung von () in

V = {g|pist stetig auf U, Oy, ¢, O, psind stickweise stetig und beschrinkt, o = 0 auf 0 }

Satz III.1 (Greensche Formel) Fir hinreichend glatte Funktionen v, w gilt

/Vvada:z —/vAwda:—l—/vanwdF

Q Q o0

( ,2Analogon zur partiellen Integration )
mit A = (92, + 92,) und d,w = Vw - n (Mit dem Normalenvektor n, Abb. II1.1)

n{

Abbildung III.1: Normalenvektor

Beweis: Benutze Divergenzsatz in 2D fiir vektorwertige Funtkionen. ( Ubungsaufgabe )
Klassisches Poisson-Problem

—Au = f auf Q D)
u =0 auf 0N

Satz II1.2 Analog zum eindimensionalen Fall gilt

©=0

Beweis: Benutze die Greensche Formel. [ |
Betrachte die variationelle Formulierung:
alu,0) = (f,9) V @eV ®

mit a(v,w) := (Vo,Vw), v,weV und (v,w):= [v-wdz, v,weV
Q

Satz IT1.3 (V) < ()
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Abbildung II1.2: Triangulierung eines Rechtecks

Beweis: analog zum eindimensionalen Fall.
Finite Elemente: Triangulierung Ty, €0 polygonal.

Gitterparameter h = Inax diam(T) mit diam(T') = lingste Seite von T
€ln

Diskreter Teilraum Vy, C V

Vi={p eV | o|rist linear firT € Ty}
Diskretisierung: up € Vo alun, @) =(f,9) V @€V, D)
Satz III.4 (Galerkin-Eigenschaft) FEs gilt: a (u —up, ) =0 Yo €V,

Beweis:
a(u, @) =(f9) YV peVy
a(un, ) =(f,0) ¥V @€V,
a(u—up @) =0 Vo eV
Satz II1.5
IV (= un)l| < [[V(u—= Ihu)l
mit ||w]| = ([, w2dx)1/2 und Iyw € Vi, und Iyw(z;) = w(z;) wobei z; die Ecken aller

Dreiecke T € Ty, durchlduft.

ohne Beweis [ |

Satz II1.6 u,uy als Losungen von@ bzw. @

IV(u—up)|| <c-h

I11.2 Natiirliche und wesentliche Randbedingungen

Beispiel: Neumann-Problem

klassisch: —Au+u=f auf Q )
8nu:g—2=g auf I' = 092
g:=g(r1,13): ¢g:R = R; du=Vu-n
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Definition II1.1

ou
a- =9 »Neumann-Bedingung“
on

U = Up wDirichlet-Bedingung“

Variationelle Formulierung:
a(u,0)=(f9)+ [gpdl V peV ®
r

V = {p|p ist stetig , 0y, p stiickweise stetig und beschrinkt}

a(u, p) :=/Vu-Vg0dm—|—/u<pdx

Q

Q
(frp) = [ fedx
/

Minimum-Problem:

weV: min <%a(90,90) —(fiep) = ngwdF> @

peV

Satz I11.7

© = ©

Beweis:

1) —Au+u=f

2) —(Au, ) + (u,0) = (f,9)
Greensche Formel:

3) (f,¢)=[Vu-Veds — [ Lodl' + [upds
Q r Q

ou __ .
Benutze 5= = g:

4) [Vu-Vedz + [upds = [ fodz+ [ gpdD
Q Q Q r

Satz II1.8 u als Losung von (V) sei hinreichend glatt, dann

® = O
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Beweis:

(f, 9) +/geodF = a(u,p)

= g—ugodf‘ + /(—Au + u)pdz (Greensche Formel)
n

r Q

& /(—Au—f—u—f)cpdx—i—/(%—g)@dfzo V eV »
0 T

Insbesondere gilt (%) fiir ¢ € V mit der zusitzlichen Eigenschaft @ = 0 auf T.
Also gilt [(=Au+u— f)gde =0, d. h. —Au+u— f=0.
Q

Somit reduziert sich () zu [ (3£ —g)pdl =0 V ¢eV.
r

Variationsargument g—“ =g m
n

II1.3 Sobolev-Riaume

Bezeichnungen:

o Gebiet Q) C R™ offen, stickweise glatter Rand

o Ly(Q): Menge aller Funktionen, deren Quadrat Lebesque-integrierbar ist
e Skalarprodukt: (v, w)o == (v,w)r, = [, vwdz

o Ly(R2) ist ein Hilbertraum mit Norm |[v|l, = v/ (v,v)o

Definition II1.2 (schwache Ableitung) u € Ly(S2) besitzt in Ly()) die schwache
Ableitung v = 0%u, falls v € Ly(QY) und

(p,v) = (=1)0,u)e ¥V peCF(Q)

Multiindex o = (o, ..., ), «o; € Ny

a Qo Q
0% =0, ...0"

Beispiel: 0%u = 0y, 05,1
peCg®: @& C® und supp ¢ ist kompakt in Q0 enthalten.
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Definition II1.3 (Sobolev-Rdume) Seim € Ny
H™(Q) = {u € Ly(Q)|u besitzt schwache Ableitungen 0%u ¥ « mit |a| < m} In H™()

wird durch
(U, 0)m = Z (0%u, 0%v),

la|<m

ein Skalarprodukt definiert.
Die zugehdrige Norm

lallyy = /(e u)y, = | D 0%l

al<m
Stichwort: Halbnorm |ul, = | 3 ||0%ul?
|a|=m

Bemerkung: Mit ||-||,, ist H™(S2) wvollstindig.

Satz II1.9 Setm e N,
Dann ist C*°(Q2) N H™(S2) dicht in H™(S2)

Definition II1.4 (Verallgemeinerung der Nullrandbedingungen) Die Vervollstindi-
gung von C§°(Q) beziglich der Sobolev-Norm ||-||,, wird mit Hi*(Q2) bezeichnet.

Beispiel:

—Au=f auf
u=20 auf 0f)

geeignete Wahl von V:V = Hj()

Satz III1.10 (Poincaré-Ungleichung) Sei Q) in einem n-dimensionalen Wiirfel mit
Kantenldnge s enthalten, dann

lvll < slvly v e Hy(Q)

Beweis: Ubertragung der Ideen aus dem eindimensionalen Fall. (siehe auch Abb. III.3 und
Aufgabe 3.1)

I11.4 Abstrakte Formulierung
Abstrakter Rahmen:

e V ein Hilbertraum

e (-,-)v zugehdiriges Skalarprodukt

e ||I-lly, = v/ (-, -)v zugehdrige Norm
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]

Abbildung II1.3: zu Satz II1.10

e a(-,-) eine Bilinearform auf V. xV
o L(-) eine Linearform auf V (bisher immer ,L(-) = (f,-)*)

Variationelle Formulierung:

ueV: a(u,p)=L(p) V @€V )
Voraussetzungen:

Vi) a(--) ist symmetrisch
Vii) a(-,-) ist stetig: la(v,w)| <c|v|y - ||wlly, V v,weV, ¢>0
(.

Viii) a(-,-) ist V-elliptisch: a(v,v) > « ||v||%, V veV, a>0

Viv) L(-) ist stetig: |[L(v)] < Aljvlly, V veV, A>0

Satz II1.11 (Existenzsatz) Angenommen, es gelten die Bedingungen V i) bis V iv),
dann existiert genau eine Losung u € V von (V) mit der Stabilititsabschitzung

lully <2

Beweis:

i) Eindeutigkeit
Annahme: 3 ui,us € V, uy, us lb’sen@

a(uy, o) = L(y)
a(ug, ¢) = L(y)
=  a(ug —ug,p)=0

Wihle ¢ = uy —ug:  a(ug — ug,u; —ug) =0
Benutze V iii): a||uy — uglls < a(uy — ug, uy — ug) =0
= U1 — Ug = 0
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ii) Existenz
Idee: Reduziere@ auf ein Fizpunktproblem
Rieszscher Darstellungssatz:

3 A€ L(V,V) :=Lineare Abbildungen, stetig von V nachV und einl € V, so daff

a(u,v) = (Au,v)y Yu,v €V
L(v)=(lv)y YveV

Betrachte (V):

V peVi:ia(u,o)— L(p)=0
& (Au—1,9)y =0
& (=p(Au—1),¢)y =0 V¥V p>0
& (u—p(Au—1) —u, ), =0
& =u—p(Au—1) V p>0

IS

Bretrachte w, : V — V mit w,(v) = v — p(Av — 1)
Abschdtzung von

lwp(v1) = wp(va) Iy, = llvr — p(Avy = 1) — va + p(Ava = DI},
= (v1 — pAvy — (v2 — pAvy), v1 — V2 — p(Avy — Avy)),,
= (v1 — V2,1 — v2)v — 2p (A(v1 — v2),v1 — Vo) +
+ 07 (A(vr — v2), A(vr — v2))y,

= [lor — vally, = 2pa (01 — va, v1 — vy) +0° [ A(vr — wa) |y,

-~

>a||vy—v2||%, V iti)

2 2 2 2 2
> [lor = vally = 2pa [[vr = vally + 27 [|Ally [lvr = valy
= (1=2pa + P |IAll},) llvr — vall3,

Jetzt ,Kurvendiskussion fiir (1 — 2pa + p* || All%)
Bedingung dafiir, daf$ w, eine Kontraktionsabbildung ist:
1—2ap+p* || A}, < 1

d. b p(p) =—p(2a—[|A}p) <0

= 50 A p< @
p p<
| All5,

= w, ist fir solche p eine Kontraktionsabbildung

wy(v) = v — p(Av — 1)
~ 1 ein Fizpunkt
N es gibt eine Ldsung von@

iti) Stabilitdtsabschdtzung
Wiihle o = u in(¥) und benutze ,V-elliptisch“ (V iii)) und die Stetigkeit von L (V
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iv))

V iii) @ Vi)
allully, < a(u,u)= Liu) < Allull,
A
& Jully <2

Bemerkung: Der Beweis gilt auch fir unsymmetrische Form a(-,-).
Abstraktes Minimierungsproblem
Finde uw € V, so daff

flu)<F(p) V geV
gilt, mit

F(p) = %a(so, ¢) — L(p)
Satz II1.12 () = @)

Beweis: Ubung

II1.5 Diskretisierung

veV: a(u,p)=Lp) V eV
up € V: a(up, @) =L(p) V eV, CV
Vi ={p1,--.,6n)

N
peVi: ¢=Y g, ER
i1

N

up € Vi ! Uh:Z.Q?j(pj, Z; eR
=1

a(un, ;) = L(g:), i=1,...,N

N
~ Za(%,%)fl?j:L(QOi), i=1,...,N

7j=1
~ Matrizform Az =b, AeRVN. gz beRY
Aij = alpj, i), bi = L(pi) (Reihenfolge der Indizes!)

Satz III.13 Es gelte Vi) - Viv), dann ist A symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Ubung

Satz III.14 Es gelte Vi) - Vi), dann gilt
A

Jually < 5

(kein Stabilitdtsverlust)
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Beweis: Ubung

Satz II1.15 o
||U_Uh||V§E||U_90”V V peVpCV

II1.6 Variationsungleichungen

Problem:
alu,p—u)>Llp—u) V pe KCV

K st abgeschlossen und konvex.
(Variationsungleichung 1. Art)

Lemma III.1 K CV sei abgeschlossen und konvex. Dann gilt

V zeV A yek, sodaf ||z —y|= inf|z— ¢
peK

Der Punkt y heifit Projektion von x auf die Menge K : y = Pk(x)

Beweis:

i) ,FEs gibt ein y*“
Sei oy eine ,Minimalfolge®, d. h. lim ||ox — z|| = d = inf ||o — z||
k—00 peK

Durch Ausmultiplizieren verifiziert man

2

1
ek — @il =21z — il + 2 Iz — @il — 4 ||z — = (0 + ¢1)
2
Da K konvex:
1 1 2
5(90k+s01)€K ~ d’< 33—5((/%—%)

= llow— @l < 2)lz — @ill’ +2 lo — @il —4d?

—d? —d?
Somit ist ||pr — @i| o 0.
Da V wollstindig ist und K abgeschlossen

d ye K mit limepg=y
k—00
Wegen der Stetigkeit der Norm ||z — y|| = klim |z — ¢kl = d
—00

i) ,Eindeutigkeit von y“
Seien y1,ys € K mit ||z — y1|| = ||z — || = inf ||z — ¢||. Analog zu i):
peK

lyr — wol” < 2[lz — wil* + 2|z — yol|* — 4d* < 0
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Satz II1.16 Sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann gilt y = Pk (x) genau dann,

wenn gilt:
yeK: (y—z,0p-y)>20 V pekK

Beweis:
e eV undy=Pkg(z) e K
K ist konvez: (1 —t)y+to=y+tlp—y) e K,0<t<1
Betrachte
3(t) = llz —y — t(e — )|’
= |lz —y|I = 2t(z — y, 0 — y) + £l — y|”

o(t) nimmt bei t = 0 das Minimum an

= ¢'(0)>0

& —20z-ye-y) =0

& (r-y,o-y <

& (Y-—z,0-y)2
=" Wihlte ¢ € K beliebig aber fest:

0<(y—m,¢0—y)
=y-=z(p—2)+(z—-y))
=y-—zzr-y)+{y—z,0—1)
=—lly—z|’+ @y —=,0-2)
= ly—zl* < ly -2zl llo — =
= lly-zll<llg-zl] V pek

Korollar II1.1 Sei K C V abgeschlossen und konvex. Dann ist Px nicht-expansiv:

1Pk (z) = Pe(z)| < [le =2 ¥V z,2"€V

Beweis: Gegeben seien x,x' € V. y = Pg(z), y' = Pr(z')
yeK: (yo—y >(@p-—y V pek

yeK: (Yp—y)>(@o-y) V peK

1. Ungleichung: ¢ =y'; 2. Ungleichung: ¢ =y
LAddition“ :

<(z—-2,y—1v)
< lz =2l [ly = ¢l
<|
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Satz II1.17 Das Problem
alu,p—u)>Llp—u) V peK
hat eine eindeutige Lisung.

Beweis:

i) Eindeutigkeit

Testen mit = uy bzw. © = uy und Addition:
, Vi)
alluy —ugl|” < alug —ug,us —uy) <0
= ||’U,1 — ’U,2|| S 0

ii) Existenz
Mt dem Rieszschen Darstellungssatz

a(u,v) = (Au,v) V u,veV
Lwv)=(l,v) V veV

ergibt sich

s (—(Au—1),0—u)

(Au, o —u) > (I, p — u) V peK
<0
& (u=—plAu—1)) —u,p—u) <0

V p>0

Dies ist nach Satz 111.16 dquivalent zu v = Pk (u — p(Au — 1)).
Betrachte w,(v) = Pg (v — p(Av —1))
Seien vi,v9 € V

lwp(v1) = wp(wa)[* < [lor — vall* + p* | A(v1 — 03)I|” = 2pa(vr — va, 01 — v3)
(Px nicht expansiv)
< (1= 2pa+ p* [|Al*) [lor — vs|”

2«

llA|I?
Kontraktion ~ Fixpunkt ~ Fizpunkt ist Ldsung.

~ w, ist eine Kontraktion, falls 0 < p < gilt.
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I11.7 Interpolation

Wiederholung: Satz I11.15: ||u — up|y, < < ||u — Tyul,,
Interpolation in zwei Dimensionen fiir lineare Funktionen
Bezeichnungen(Abbildung 111.4)

hy = diam(T),  z B. lingste Seite
pr = Radius des Inkreises

h=max hr
TeTy,

Wir betrachten Ty, fiir Z—; > B> 0 (,Die Dreiecke diirfen nicht zu diinn werden.“)

AN

—

Abbildung I11.4: zu den Bezeichnungen

u € C°(Q); Thu(vi) = u(v;)
Iyu linear auf jedem T

Satz I11.18 Sei T € T}, ewn Dreieck mit Knoten a;, 1 =1,2,3.
Sei v € C%T). Die Interpolierende Iyv € Py(T) sei definiert durch
Iyv(a;) = v(ai), i=1,2,3

Dann gilt:

i) o= "Il < Q(hQT)mfg( D]l (my

al=
.. h2
) max||[D*(v — Ip)||, ) <6+ p—img ||DaU||L°°(T)

la=1

Beweis: , Taylorentwicklung“

Satz II1.19

i) |lv— Ihv”Lz(T) < chz|v|mer)

.. h2
i) |v— Ty|mr) < cp—;|v\H2(T)
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ohne Beweis.

Satz II11.20
i) o= Inll,, < 2ol

’L’L) "U —_ Ih’l)|H1(Q) S C%|’U‘H2(Q)

Beweis: Ubung, Summation der Integranden.

Satz III.21 (hohere Polynomansdtze) Iyv € P.(T) mit r > 1
i) v —Invll o) < Aol o)
i) v — In|gi) < ch”|v| g
Satz II1.22 (,fehlende Regularitit* ) 1 <s<r+1
i) v —Invllpaq) < cb’|v]as)
i) |[v—Iyvlg ) < ch® olgs@

ohne Beweis. Aber bitte merken!

IV  Minimierungsalgorithmen, iterative Methoden

Ax =b, A € R**", symmetrisch, positiv definit; z,b € R"
Betrachte f(z) = 327 Az — bT'z; eine Minimalstelle T von f(z) erfillt Az —b = 0.

IV.1 positiv definite Matrizen

Bemerkung IV.1 Sei ||-|| eine Norm auf C* und A € M(n,n) := C™".
A sei requldr, dann definiert
]l = || Az]

ebenfalls eine Norm.

Definition IV.1 Sei(-,-) das euklidische Skalarprodukt auf C*, dann heifit A € M(n,n)
positiv definit, wenn

A=A" und (Az,z)>0 V 2€C", 1#0
Bemerkung IV.2 A€ M(n,n) mit (Az,z) >0 V z€C" z#0

& A= AH und alle Eigenwerte sind positiv.
Es gibt die Darstellung A = TDTH mit T unitir und D diagonal.

33



Definition IV.2 Sei AY? .= TD'Y?TH dann heift

.4 := (A"
die Energienorm. (||, = /()
Bemerkung IV.3 Fir das Skalarprodukt (x,y),, x,y€ C" gilt

lall, = v/(Az, 2)
Bemerkung IV.4

A positiv definit < A~ positiv definit

Definition IV.3 Die Kondition von A € M(n,n), A reguldr ist definiert durch

cond(A) = ||A|| HA_1||
(||A|| = sgg'ﬁiﬁ”)

Bemerkung IV.5 Vektornorm sei |||,
A€ M(n,n), A positiv definit. Dann gilt

)\max

cond(A) = -

mit Amin dem kleinsten und Anax dem grofiten Eigenwert von A.

Lemma IV.1 Sei A eine positiv definite Matriz mit Kondition k, dann gilt fir jeden

Vektor x # 0
TA TA—l
R < )
Beweis: Anordnung der Eigenwerte \y < ... <\,
Betrachte die Situation nach unitirer Transformation im Raum der Figenvektoren.
Dann gilt fiir linke Seite“ in (*)

(&)

L 22
Substitution: z; = -

Es gilt: > 2z =1
i=1

Einsetzen in (@) :

< A
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IV.2 Abstiegsverfahren

Aufgabe: f:R* — R stetig differenzierbar
Gesucht: T € R* mit f(Z) < f(z) V zeR"

Lemma IV.2 Unter obigen Voraussetzungen sei d := —V f(x) # 0, dann gilt

flz+1td) < f(z)
fiir hinreichend kleines t > 0.

Beweis: Betrachte Richtungsableitung:

o S+ td) — f(@)

t—0 t

wegen d = =V f(x). Also gilt

=Vf(2)'d<0

f(z +td) — f(x)
t

<0

fiir hinreichend kleines t.
= f(z+1td) < f(x) wegen t > 0.

Algorithmus 1IV.1
Firk=0,1,...

i) Berechne dy, = —V f(x)

ii) Liniensuche: Man sucht fir f das Minimum auf der Linie {xy + tdy} fiir t > 0.

IV.3 Gradientenverfahren

Spezielle Aufgabe: f(x) = %SIJTACU — bz, A positiv definit.
Benutze Algorithmus IV.1.
Hier gilt speziell

Z) dk =b- Al‘k

iy _ dTa,

i) t= d;{’“ o
Rechnung:

i) Vf(x)=Az -0
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ii) Minimumsuche fiir quadratisches f:

f(xk + tdk) =min

~ Vf(ﬂ?k + tdk) -dp =0
= (A(xk + tdk) - b) -dp, =0
———
—dy,
& ditA—1Ddy=0
di - dp
© 4 Ad,

Lemma IV.3 Mit f(z) = 12" Az — b"z gilt
1 12
f@) ~ @) = 1 e~
Beweis:

1) linke Seite“

flz)— f(z) = %xTA:r — bz — (%iT@—bTa?)
=b

1 1
= —gTAz — bz + =077
2 2

2) ,rechte Seite“

1 . 1 N -
5 lle =3l = 5o — )" A - 2)
1
= §(x — ) (Ax —b)
= 1a:TA:U - 1i'TAx ——zTb+ =7
2 Q\be’ 2 2

Vergleiche 1) und 2) ~ 1)=2).

Lemma IV.} Sei T Lisung von Ax = b, dann gilt

o — a2l _,
d%ﬂA*ldk
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Beweis: FEs gilt d, = b— Az, = A(Z — zy)

=4 —14_1d]C =2, — T

Betrachte: ||zx — &\ = (xx — 2)TA(xp — %) = (dETA™)A(AVdy) = dEA~dy.
Division leistet das Gewtinschte.

Satz IV.1 Seiz € R, so daff Az =b.
Fiir den Iterationsfehler nach k + 1 Schritten des Gradientenverfahrens gilt

~ - 1
e =, < o -3l (1- 2

mit k = cond(A).

Beweis: Laut Algorithmus:

1) dk =b- Amk
dTd
2) = d{kAsk
Einsetzen: f(zry1) = flag + tedy)

1
= §(xk + tkdk)TA(.Tk + tkdk) - bT(iEk + tkdk)

1
—dy,
= ... , t einsetzen”

1 (df dy)?
= ) = 5(de21

& floen) = FE) = fm) - £7) - G2
Benutze Lemma IV.3
1 (d dy)?

1 ~112 1 ~ 112
9 Ika+1 —$||A = 2 ||~Tk - $||A D) d{Adk )

Benutze Lemma IV.4:

(di di)* llew — 2%

_ &2 - (dl{dk)2 )
= ||lzx — Z[ <1 (dL Ady) (df A—1dy)

~n2 ~ 112
leer1 = 24 = llaw — 24 -

Benutze Lemma IV.1:

112 ~112
A larer = 2l < o — 2l (1- %)

Lemma 1 V.1~

A (e )
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Ohne Beweis.
FEinstieq in Beiweis von Satz IV.1:

de )
~12 ~ k
||33k+1 - 33||A < ||$k - $||A (1 dTAd dTA 1dk)2)

<l — 213 (
\F+ \/Tl)

g — 2 L
(k+1)?

- k—1\" -
= lzr — 7|4 < e w0 — || 4

Z—;} = :—ﬁ - n_—|—1 ~1—2 (vl (1—1/K) aus Satz IV.1)
Bezspiel zu 2D-Poisson

A~ ,—A*“ (Lineare FE-Diskretisierung in 2D)

Abbildung IV.1: Gitter zur linearen FE-Diskretisierung

FEinsetzen in

<1 - 2sin® "h
2
=1—(1—cosmh) =cosmh

1
~1— —n?h?
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IV.4 Projiziertes Gradientenverfahren
K={zeR"z(i)>0;i=1,...,n}

Aufgabe: Finde v € K mit min = sulAu — fTu =: J(u)
A € M(n,n) symmetrisch, positiv definit, u, f € R"

Algorithmus IV.2 Py bezeichne die Projektion auf K.
i)  Initialisierung: wihle uy € K

ii)  Iteration:
fork=0,1,...
Uk+1 = PK(uk — akJ’(uk)); a, >0

mit J'(z) = (Az — f)
Schritt i) zerfallt wie folgt:
Uppl = Up + ar(f — Auyg) ,,Gradientenschritt “

Ukt = Pr(ugy1), do he g1 (i) = max{0,u;, 1}

Satz IV.2 3 «,0 >0, so daff mit o < oy < B der Algorithmus IV.2 gegen die Lisung
u konvergiert.

Beweis:
i)  Wir zeigen: u = Pg(u — agJ'(u))
Aus Abschnitt IL5: (J'(u), o —u) >0 V e K
Mit oy, > 0 gilt:
(' (u),p—u) >0 V peK
S (u—(u—apt'(w),p—u)>0 V peK
& u = Pg(u— apJ (u))
[tkesr = ul| = || Prc (up — T (ur)) — Prc(u — S (u))]
< Nug —u — ag(J'(ug) — J'(w))]] ,nicht expansiv®

Quadrieren: |Jugy1 — ul® < |Jup — ul|> =20k (ug — u, J'(ug) — J'(u))+a || T (ug) — J'(u)])?

Nun gilt J'(ug) — J'(u) = (Aug — f) — (Au — f) = A(ux, — u)

Weiterhin A symmetrisch, positiv definit:

(g — )T Aug = ) > A [, — u|”

Einsetzen: |Jugsr — ul|® < |Juk — ul)” = 20 Amin |ux — w|” + o2 [|A|| [Jup — ul|”
Mt diblicher Faktordiskussion:

= >0 o< Puy
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IV.5 Konjugiertes Gradientenverfahren (cg)

Idee bisher: Tiy1 = T4 + aidi

flzi) = min[d ]f(l‘z +2z) ,eindimensionale Minimierung“
zEspan|d;
Verbesserung: f(x;y1) = min  f(z; + 2)
2€(di—1,9i)

di_1=x; —x;_1 ,Richtung der letzten Korrektur”
g = Az; — b Gradientenrichtung

Definition IV.4 Sei A € M(n,n) symmetrisch, positiv definit.
Zwei Vektoren x,y € R* heifien konjugiert oder A-orthogonal, falls ¥ Ay = 0 ist.

Bemerkung: x1, ...,z € R* paarweise konjugiert =  x1,...,xx linear unabhdngig
Rechnung:

k
E o;T; = 0
=1

k
s Z aixJTAa:i =0
i=1
& ozjx;‘-Fij =0 = ;=0
0
>

Lemma IV.5 (,konjugierte Richtungen sind gut®) Seien dy,...,d,_1 konjugier-
te Richtungen.
Weiterhin: & = A~'b (Lisung)

Dann gilt
n—1
) . dT
T = ;aidi mit o; = TTAdi

(,Losung ist direkt hinschreibbar®)

Beweis: Ansatz:

n—1
T = E akdk
k=0

n—1
& dlAT =) oy d] Ady = oud[ Ad;, i=0,...,n—1
N——

k=0 _o " izk

& a~—diTAj— din 7=20 n—1
Z_diTAdi_d;frAdi IR
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Lemma IV.6 (Hilfssatz iiber konjugierte Richtungen) dy,...,d,—, konjugierte Rich-
tungen.
Fiir jedes zo € R* liefert die durch

—g; d;

M, 9i = Az; — b

Tit1 = T +oud;, o =

fiir i > 0 erzeugte Folge nach hichstens n Schritten die Losung & = A~b.

Beweis: Betrachte A(T — xq) = (b — Axy).

Mit Lemma IV.5: (& — x) = Z o;d;, o = 4 S;A‘ZIO)

Blewbt zu zeigen:
—9; d; 2 df (b — Azy)

d'Ad;  dl'Ad;
Rechnung:
o — —d} (Azg —b)  —dj (Azg — Az; + Az; — b)
v dT Ad; N dT Ad,
_ —di(Az; = b)  df (Amy — Azy)
=07
Laut Algorithmus:
j<i
T; = Xo + Z Oéjdj
§=0
j<i
& (x;—m) = Zajdj
j=0
j<i
& di Alw —z0) =) oyd] Ad; =0
7=0
I . _ —dlyg
nsgesamt: o; = S o |

Korollar IV.1 Voraussetzungen wie in Lemma IV.6.
Dann minimiert die k-te Iterierte xy die Funktion f in xo+Vy mit Vi = span[dy, . . ., dg_1].
Insbesondere gilt d¥ g, = 0 fiir i < k.

Beweis:
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1) Es geniigt d] gr =0, 1<k zu zeigen.

i<k
flxg) = Héln f (ﬂﬁo + Z Oéidi>
’ i=0
0
60&,‘ f(:rk) - 0
V() di =0
(AQ?]C — b)TdZ =0

Tt e 0

2)

0= dfgkﬂ 2u zeigen
= d} (Azpy, — b)

T
= df (A <$k — dng,jg dk> — b) Tterationsschrit aus Lemma IV.6
k k

d* Ad
k
=dygr—gidy =0

=df (Azy — b) —

3) Induktion (zu zeigen dl gy =0, i<k)
Anfang: k=1 d{ g1 =0 (wegen 2)
Annahme: dl g1 =0, i<k—1
Schritt: (zeige fir k)

Benutze Algorithmus aus Lemma IV.6

Ty — Tp1 = Qg 1dg 1

A(l'k - l’k—1) = ap_1Adk_

Axk —b-— (A.’L‘k_l - b) = Oék_lAdk_l
Gk — Gk—1 = Q1 Adg_;

U

Also gilt firi <k —1

dl (gr — gr1) =0 konjugiert sein
Wegen Induktionsannahme: d¥ gy 1 =0
= dlgr=0firi<k-—1

firi =k —1 benutze 2)

Insgesamt: d gy = 0 fiir i < k

Algorithmus IV.8 (cg-Verfahren)

1) Initialisierungsschritt: zo € R™ als Startwert
Setze dy = —gg = b — Ax
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2) Iteration dber k =0,1,...

- —gFdy,

P AT Ad,
Tk41 = Tk + apdy
Ok+1 = g + o Ady,
ﬁ — gg—l—lAdk

P dT Ady
det1 = —Grt+1 + Brdy

Satz IV.3 (Eigenschaften des cg-Verfahrens) Solange g1 # 0 gilt:

1) dp1#0

2) Vi := span[go, Ago, A%go, - .., AF1go] (,Krylov-Raum*)
FEs ist Vi, = span|go, . . ., gk_1] = span[dy, . .., dg 1]

3) dy,...,dx—1 sind paarweise konjugiert

4) Bs ist f(@) = min (f (o + 2))

Beweis: Induktion

Anfang: k=1 - klar (nach Rechnungen zu Gradientenverfahren)
Annahme: Satz IV.3 gelte bereits fiir k.

Schritt: (Verifiziere fir k + 1)

Zundchst: gy = g1 + ax 1Adg_1  (Algorithmus)

Wegen span|go, Ago, A%go, - - -, A¥Lgo] = span|dy, . .., dj, 1]

ko1
de1 =Y A g
=0

Finsetzen:
k

k = Gk—1 T 0k 147
9k = Gk-1 12% 141790

eV J=1

Somit: span[go, - - -, gk] C Vis1-

Nach Annahme: dy,...,dy,_1 konjugiert

wegen Optimalitit von xy: d} g, = 0 (Korollar 1V.1)

Falls g, #0 = gx linear unabhdingig von (do, ..., dx_1) = g # Vi

Also ist span|go, - .., gx| ein k + 1-dimensionaler Unterraum und kein echter Unterraum
von Viy1.

Zusammen mit span|go, - - -, gk] C Vies1 folgt span[go, Ago, - . ., A¥ge] = span|go, - - ., gk]
Zeige nun, dafi Vi1 = span|dy, - .., dg]

Algorithmus: gy + dy = gk — gk + Br—1de—1 & gr +dp = Br_1dp—1
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Ok

Vi

Abbildung IV.2: g, + d, € Vi

Also: gy, + d € Vj,

IA

Also: span[go, - - -, gk-1, g] = span|go, . - ., gx—1, dx] = span|do, - . ., dg—1, d]
Also: Vi1 = spandy, . . ., di]

Zeige nun: dy, ..., d; sind paarweise konjugiert.

Algorithmus:  dy, = —gp + Br_1di_1
= dZTAdk = —diTAgk + 6k_1dZTAdk_1

1. Fall: i< k—1
Nach Induktionsannahme: B_1d} Adg_1 = 0

Weiterhin: d; € Vi = Ad; €V}
k—1
= Ad; =) 4;d
=0

und damit  d; Ady = —(Ad;)" gx

k—1
== 4 d; g
o -~

=0, wg. Orthogonalitdit

~ d Agy =0
2. Fall:i=k —1 »
. . 9 -1
Wegen Algorithmus: Br_1 = m
T Ad,_
Al Ady = —d?  Agy + -TEZRL T Ady ) =0
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zu 4) Minimaleigenschaft:
Anwendung von Korollar IV.1 [ |

Prinzip der Verfahren bisher:
Im Iterationsschritt k ist x in xo + V}, enthalten.
Satz Unter all diesen Verfahren liefert das cg-Verfahren den kleinsten Fehler ||z, — Z|| .

Vorbereitung: Sei p € Py (Polynome mit Mazimalgrad k)

k
ze€R: p(z)= Z(yizi
i=0
k
~ Ubertragung auf A € M(n,n): p(A) = ZaiAi
i=0
Satz IV.4 Es gebe ein Polynom p € P, mit p(0) = 1 und |p(z)] < r V 2z € o(A)
(0(A) =Menge aller Figenwerte von A). Dann gilt fir das cg-Verfahren:
lzr — 2], < 7llwo — 2|4

Beweis:

1) Darstellung von (y — %); y € xo+ Vi

()-1_y
Setze q(z) = p = nyizi_l

z
=1

k
~ q(A) = Z%Ai_l
i=1

k
Y =29+ (Z’}’z‘Ai1> go € o + Vi

=1
y = zo+ q(A)go

Betrachte:
Yy—T=z0—T+YyY— 2o

= (20 — Z) + q(A) g0
= (20 — %) + (p(4) — A Az — 7)

& |y—T=p(A)(z—T)

2) Darstellung von |ly — &% und ||zo — ||}
Sei {z;}7_, ein ON-System aus Eigenvektoren zu A, d. h. Az; = )\;z;.
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n
Entwicklung: vo — % = ) ¢jz;
j=1

Dann gilt
n
y—z=p(A)(zo— ) = chp(A)zj
7j=1
= Z ¢ip(Aj)z;
j=1
Berechne
lwo — & = (w0 — &)" A(zo — 7)
n T n
= (Z Cij) Z Cj AZj
J=1 =1\,
et}
n 0; z. .
= Z)\jC? wegen zJTzZ = {1_ ; i ;
j=1 ’
und analog
n
112
ly — 2% =D Ailep(A\))
7j=1
Abschdtzung:
n
<112
ly — 2% =D Ailep(\)I
Jj=1
n
<y Nlgl
7j=1
= 12 a0
3) Abschluss
ly =2l <7rllzo—2Zl4, yvEz+Vi
~ e =24 < |ly— 2|4 (Minimaleigenschaft des cg-Verfahrens)

<7z — |4

Bemerkung IV.6 (Tschebyscheff-Polynome)
tiibliche Definition: Ty (z) := cos(k - arccos z)

1
dquivalent dazu: Ty (z) = 5 {(:v + Va2 —1)F + (v — Va2 — 1)’“}
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Eigenschaften:

[ Tk(]_):]_
o Ti(z)|<1fir-1<z<1

Fiir cg-Analyse:
T, ((b—l—a)—?z)

b—a
p(2) = —p mit 0<a<b
e (55%)

Bemerke:

i) Es gilt p(0) =1
.. . . (b+a)—22
i) fir z € [a,b] gilt -1 < === <1
Ab jetzt: a = Apin, b = Amax, K = %
Satz IV.5 (Konvergenz des cg-Verfahrens)

) vE " )
o~ alla <2 (55 ) o~

Beweis: Benutze p(z)!
Satz IV.4  ~ ||z — 2|, < maxp(2) ||zo — Z| 4
z€[a,b]
<1

7~ ™~

b+a—2z
T [ —— =~
k( b—a )|

N —Zf|4 < -7
o = 2ll4 < max —o (e [zo — Z[| 4
b 1
Betrachte Ty, (E’:Z;%) =T (£4)
Fiir z > 1 gilt:
1
Ti(2) 2 5 (z + V22 — 1)
) 1 )
~ o =24 < 7 llzo — | 4

H(eh + /)
wegen K — 1= (y/k—1) (k+1)

K+ 1 (k+12—(k—1)2 k+14+Vis r+1
r—1 (k —1)2 k=1 -1

k
) Ji—1 )
o —lla <2 (VST ) llvo—

zusaminen:

47



IV.6 Vorkonditionierung
Grundidee:

i) Transformiere At =b ~ Af =b mit cond(A) < cond(A)
i) lose Az =
iii) Riicktransformation & — x

IV.6.1 Transformation

Sei C' symetrisch, positiv definit
C = HHT (2. B. wegen Cholesky)
Betrachte
Ax =b
& H'AH TH'z=H'}H
A & b
Mit dieser Setzung: Az = b

1V.6.2 Zur Wahl von C
Betrachte Ahnlichkeitstransformation:
HTAH" = H"(H'AH")H" =C~'A

Somit ist A dhnlich zu CA. )
Falls C = A, dann ist A dhnlich zu (I), das hiefle cond(A) = 1.
FEinfaches Beispiel fir praktikables C: C = diag(A)

Algorithmus IV.4 (Vorkonditioniertes cg- Verfahren)

1)
o €R" ~ go=Axg—0b
N~ dy=—ho=—-C""gg

2) Iteration k =0,1,...

+ opd gi
A =T (0% o =
k+1 k KOk, k a7 Ady
Jk+1 = Gk + o Ady
i1 = C’_lgkﬂ ., Vorkonditionierung“
T
G141
di11 = —hgy1 + Brdy, B = %
& N
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M Mehrgitteralgorithmus

Schliisselpunkte: Laser fir lineare Gleichungssysteme, wie sie bei der Diskretisierung par-
tieller Differentialgleichungen auftreten.

e Konvergenzrate ist unabhdngig von h

e Zahl der Operationen O(n')

M.1 Idee
M.1.1 1D-Beispiel: —u" = f
Diskretisierung: Apzn, = fi
2 -1
NAhERnxn’ .’L'h,fhERn

A
-1 2

S

Iterative Liser, Jacobi-Verfahren:

2 = g 4 DV (fa — Apzh) (Defektkorrektur)

1: Iterationsindex

Dy, = diag(Ap)

Beobachtung:

Betrachte €}, = z, — ,

,Der Fehler wird ,glatter” mit Anwendung des Jacobi- Verfahrens, aber nicht schnell klei-

ner.“

M.1.2 Gittertransfer

Prolongation: p : R/? — Rvt!

n bezeichne die Zahl der inneren Punkte.
Definition via Abbildung M.1
Restriktion: r : R*™! — R/?2
Definition via Abbildung M.2

M.1.3 Grobgitterkorrektur

Wir mdochten losen: Apxp, = fp
Nach i Schritten des Jacobi- Verfahrens x,
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| = | - | = |
T - T - T - T

Abbildung M.1: 3 [0 werden abgebildet auf 7 |

Abbildung M.2: 7 | werden abgebildet auf 3 [

Wir rechnen:

Ahash - Ahasﬁl = fh - Ah$;l (Defekt)
A(—/
dj,
-~ Ah(l'h — :E;l) = d;l
~———
€h

4 Ahez = d;l

Einschub: zp, = x, + (z), — },) = x), + €},
Restriktion liefert: Aspeon = 1(d})

Losung dieses Problems ist ,billiger «!
Nun , Verbesserung der Iterierten“ gemdfs

it = 2t + p(ean)

M.1.4 Algorithmus

0) Anfangswerte: °z%

i) for k=10,1,2,...
fori=0,...,v (v Glattungsschritte, z. B. 3-4)
bt =ta, + Dy (fn — A())
end
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Aopeap = T(fh — ApFay)
k10 = kz¥ + p(egn)
end

M.2 Glittung

Abbildung M.3: 2D-Modellproblem

Jacobi- Verfahren

gt =1+ D7I(f — Ax?)
=(Id—D 1A'+ D'f

Itemtionsmatrix C=1d—D'A

h = N—+1 N2 Zahl der inneren Punkte

Eigenwerte von C

N+1 N+1

FEigenvektoren: 2"

xz_xzzaklzkl
C(a — x) Zakl ki kl

Schlechtes Konvergenzverhalten ist verursacht durch p(h)
Hohe und niedrige Frequenzen

FEigenvektoren zF' haben die Eintrdge:

. kmeo . my
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Der ,schlechte“ Eigenvektor ergibt sich fiir k =1 =1.
wie tm 1D-Beispiel: ,,Niedrige Frequenzen machen Probleme. “
Frage: Wie verhdlt sich das Jacobi- Verfahren auf Unterrdumen mit ,hohen“ Freqzenzen?

Definiere
Xosc = span{zF : 1 <k, I < N, max(l,k) > N/2}
»<Mindestens eine hohe Frequenz“

0

Lemma M.1 Angenommen z° — x € Xosc. Dann ist e™ = 2™ — 1 € Xpgc und es gilt

Die Konvergenzrate ist h-unabhdngig bei Einschrinkung auf den hochschwingenden Raum
Xosc-

Beweis: > “und ,maz“:1<k<N; N/2<I<N
Darstellung des Iterationsfehlers e™:

"= ap A~ €M =)o
Nun: CzM = ki okt
Somit: Z) em e XOSC
it) Abschitzung des Fehlers ||e™ ],
2
el = (™) (a)”

< max(u)? 3 (om)? = max(u)? "2
Nun gilt wegen | > N/2

km
N +1

le™ |15

maxukl <

COs <

=N
DO =

= el <5
|

Korollar M.1 Schreibe den Startfehler als ¢ = edgc + €3,y Mit ehgec € Xosc und
eorart € Xglatt = Xgsc-
Dann gilt nach m Schritten des Jacobi- Verfahrens:

m __ . m m . m _ m 0 . m _ m 0
€™ =ehsc t g Mt €hsc = CMepge € Xoscs  ganr = C €giane € Xglatt
und

1 m
Ieocll < (5 lebscl

m “ . . . m
HeglattH ) LSschrumpft” nur langsam. Daher interpretieren wir €™ als glatter.
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M.3 Hierarchie der Gleichungssysteme

Einbettung von Az = b in eine Familie von Gleichungssystemen.
Jeweils abhdngig von h = NL

Grobgitter habe die Schrittweite hyg.

Durch l-fache requlire Verfeinerung: h; =
Der Index | heifst Stufenzahl.

Es gilt: hg > hy > ... > hi_1 > h; > ...mzthmhl—O
Jeder Schrittweite hy, d. h. jeder Stufe | entspmcht ein System: Ayx; = b;.

ho
2l

M.4 Gittertransfer
i) Tij = (ihy, (i + 1)) X (G, (5 + 1)) (Abbildung M.4)
i) Vi={peC° olg, ist bilinear, d. h. ¢|r,, = a + bx + cy + dzy}

’L’L’L) fl R — Vi, Ty — U mit ’U,l(’l:hl,jhl) = Zjj

Abbildung M.4: Ty; = (ihy, (i + 1)k x (b, (G + 1)hy)

Die Prolongation sei eine lineare injektive Abbildung vom groben in das feine Gitter:
p: R"-t' 5 R™

i1 — X

fier Tt

Vii = W
= f I fioime (I: Interpolation)

Beispiel: p: R' — R° (Abbildung M.5)
0,5
03
0,5
1
(2)—>| 2
1
0,5

0.5
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Abbildung M.5: p : Rt — R?

Die Restriktion r ist eine lineare, surjektive Abbildung

r: R%" - R%-!

R — R4
A A
|7 S

-1
Ti—1 = fl_1rtrz’v.fl$l

M.5 Grobgitterkorrektur

FOK gt = gl + p AT (b — Aga])
Tterationsmatriz: MFGK = (Id — pA; L rA))

Bemerkung M.1 Die Grobgitterkorrektur ¢9K allein ist nicht konvergent.

Beweis: Wegen R™ > R™-1 ist der Kern von r nicht trivial.
Sei 0 # £ € Kern(r)
Setze n = A '€
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o % O

Abbildung M.6: zur Restriktion

Nun gilt
My = (Id = pA 7 rA) (A7)
= {d)n—0=n
= MSKp=pn = p(MEK)>1 (p = Kontraktionszahl)

M.6 Zweigitterverfahren
Glattungsiteration (Jacobi)

. emtl _m -1 m
Sl LT =T + Dl (bl — AliL'l )
l2GM = lGGKoSlu

Algorithmus M.1

for 1=0,1,2,...
for kE=0,1,...,v—1
o = 5iat)
dp 1 =1(b — Azi:vl”*l)
el = A7 d

10 = ig=l 4 p(ep_y)
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Algorithmus M.2 (Mehrgitteriteration)

procedure (blMGM(U) (21, by)
if(l=0) then x¢:= A, bo;else
begin
for i:=1 to v do x :=8S(x,b);
di_q :r(bl—Alfvl);
e =
for 1:= 1 to v do
el 1 :¢MGM(U (l 1,dl 1);
Ty =T +pelfl,

end,

M.7 Rechenaufwand

,Bestandsaufnahme* :

Csny Operationen zum Glditten (nur fir dinn besetzte A)

Cpny;  Operationen fir die Restriktion

Ceny  Operationen fiir die Prolongation} weil lokale Operationen

Wir brauchen:
LAus einer Zelle werden vier neue. “

Satz M.1 Es gelten obige Voraussetzungen und es sei v < Cp,.
Dann ist der Aufwand des Mehrgitterverfahrens O(ny).

Beweis: Sei Cyny der Aufwand fiir einen Schritt MM,
(C, ist a-priori keine Konstante)

Es gilt Cyn; < (VC +Cp+Ce)-ng+~vC_1my_1.
Wegen nyi_1 < & o

le (Z/CS + OD + Cc)nl + C—Ol 1My

m Cl (I/CS + CD + Cc) + C—Cl 1
h

Rekursion  liefert

2 -1
v v o 1O
< 1+ R g —0
Cl_(uCngCchCD)( +Ch+<0h) + +<Ch) )+7n
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Bemerkung:
!

l

T 7

n — Clng
Argumentation via ,geometrische Reihe“ . |
Konvergenz? Ja!
Stichworte:
- Glattungseigenschaft
- Approximationseigenschaft
V Adaptivitéit
V.1 Laplace-Problem

—Au=f auf €
u=0 auf 00 (*)

V = H}(Q), Triangulierung Ty, aus Dreiecken, V, CV
linearer Ansatz:
u€V:(Vu, Vo) = (f,¢)
up € Vi o (Vup, Vo) = (f, 0)

V peV
W (pEVh

Satz V.1 (Energiefehlerschditzer) Fir den Diskretisierungsfehler e = u — uyp, in (*)
gilt die a-posteriori-Abschditzung

IVel? < C > (h3p] 1 + hrolr)

TeT,
mit

prr = || + Augl|y
3

1
por = Z / E[Gnuh]QTde
j:18Tj
und fir v € 01}:
[Onup](x) = (Onun(z — en) — Opup(x + €n)) fire —0

(siehe Abb. V.1)

FEinschub: 2 Aspekte bei ,Adaptivitdt” :

i. Fehlerschétzung

ii. ,Gitterverfeinerung® (und auch Vergriberung)

57



Abbildung V.1: Op,up1 = Vup1-n1;  Opyupe = Vupo - ne = —Vupe -

Beweis: (Satz V.1)

i) Rechnung:

|Vel|* = (Vu — Vuy, Ve)
= (Vu — Vuy, Ve — V(Ine)) (Galerkin-Orthogonalitit)

= (f,e — Ine) — Z (Vup, Ve — V(Ihe))r

TEeTy,

= (f,e— Ine) — Z (—Aup, e — Ine)r + /(anuh)(e — Ie)dl’

TETh oT

_Zf+AUh,€—Ih6T—ZZ/ [Onup)(e — Ipe)dl

TeTh TEThj laT
ii) Wiederholung: Interpolation: Satz I111.22
||v—Ihv||L2 < chp|v|gi(r)

Spursatz: (siche Ubung)

2
[ otar <2 o+ i

Ty

mit dem Durchmesser des Gebietes v (hier: v = hr)
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iii) Abschditzung:

1
2
Vel < > IIf + Aully chr [ Vellp + ) 5[0nu]|l e = Inellor
TeTy, TETy, oT
Anwendung des Spursatzes:
2 2 2 2
lle = Inellor < o lle = Inelly + hr ||V (e = Ine)ll7
2
< i - B2 ||VellZ + hr || Vel (Stabilitit der Interpolation)

< c-hr |[Vel?

Finsetzen:
1
IVell* < D NIf + Aunlly chr [Vellg + D |50l ev/hr (| Velly
TeTy, TeTy, or
1 2
~ Vel < [0 ek If + Aunllz e [ NIVellz+ | Y |50l chr [ (I Vellr
TET), TETy, TETy, or TET),

(Teilen durch ||Vel|, dann quadrieren)

~ |[Ve|*<C (Z W If+ A7+

TETy, TeTy

1
2 [Onup)

2
hr
or

V.5 Dualitatsargument

Wieder Laplace:
Fehlerabschdtzungen

lu — U’h”Hl(Q) < ¢ hlu[gzg)

|w—upllz2 < c- hlulpq) ( ,suboptimal® )

Andererseits: ||u — Ipul| 12 (q) < ch®|ulm2(q)

V.5.1 A-priori-Abschitzung
Satz V.4 Sei Q) ein konvezes, polygonales Gebiet.

u: (Vu,Vo)=(f,p) ¥V ¢€V
up: (Vun, Vo) =(f,0) ¥V o€V,

Dann gibt es ein ¢ > 0, unabhdngig von u und h, so daf$ gilt:

lu = unll 2y < € h[uluzq)

99



Beuweis: Betrachte das Hilfsproblem (,duales Problem* )
—Az=e:=u—uy auf
z=0 auf OS2

Bemerkung: (Stabilitit des dualen Problems) Man kann zeigen, falls 2 konvezx, daf gilt:
12l 20y < Cs llell 2y und Cs ist unabhingig von e.
Schreibe duales Problem in variationeller Formulierung:
—(p,A2) =(pe) V p€V
& (Vo,Vz) = (p,e) VopeV
Wihle nun speziell p = e:

(e,e) = (Ve, Vz)

= (Ve,Vz — VIz2) (Galerkin-Orthogonalitit)

< |IVel|| |IVz = VIz|| (Cauchy-Schwarz)

< chlu|g2)c - h|z| g0 (Energiefehler; Interpolation)

< chlulmg)c - hCs €]l 12(q) (Stabilitit des dualen Problems)

A el < chfulne
|
V.5.2 A-posteriori-Abschitzung
Ausgangspunkt: duales Problem
zeV: J(p)=(Vy,Vz) V peV
J lineares Funktional
Beispiel:
J(p) = /sod:r; J(p) = /wdw
Q T
Wihle o = e: J(e) = (Ve, Vz)
Approrimation des dualen Problems:
zevVaV: Jp) = (Ve Vi) V peV
J(e) =(Ve,Vz—-VZz)+ (Ve,Vz - VI,2)
< Vel - ||[Vz — VZ|| +(Ve,VZ = VI,2)
rigoros kontrollierbar T:I;t Energiefehlerschatzer
Behandlung von
(Ve,Vz —VI,;2)
=(f,z2 — I2) — (Vuy, Vz — VI,2) (fﬁr Schitzung)
< Z||f+Auh||T||z—Ihz||T 8 huplll |12 — ThZ|| 5 (fir die Gittersteuerung)
aT
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Abbildung V.2: Fehler auf den Gitterdreiecken

Verschiedene Verfeinerungsstrategien (Abb. V.2)

i) Bestimme maxn; =: Nmagz

2
Verfeinere alle Zellen mit n; > ez, 0 <17 < 1

ii) Sortiere Zellen nach Fehlerbeitrag n;
Verfeinere dann zum Beispiel die ersten 30% der Zellen

V1 Parabolische Probleme

Modellbeispiel:
ou—Au=f auf Qx 1T
I ist das Zeitinterval [0;T]

u=u(t,x), [f=f(tx)
Randbedingungen und Anfangsbedingungen:

u(t,z) =0, tel, x€0dN
u(0, ) = ug(x), xz €9

Numerische Behandlung:
1) Zeitdiskretisierung:
Zerlegung von I in Stitzstellen
(t() = O,tl,tQ,...,tN = T)
Schreibweise: u™ = u(ty, x)

L= (tae1,tn)  kn=ty —tus
a(v,w) = (Vv, Vw)

Schwache Formulierung:

/(atu,go)dt+/a(u,<p)dt:/(f,(p)dt v opeV

In In In
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Approximation:

/ a(u, @)dt 2 ky (1 — @)a(u™™, ) + aa(u”, ¢))

I,
Analog fir [(f,¢)dt
I,

Insgesamd:

(u" —u™ 1 @) + kpaa(u®, ) = /(f, ©)dt — kn(1 — @)a(u™t, @)
A 9) + Baaa(u,g) = aku(7 ) + (L= )7 0) + (7, ) — k(1 - a)a(u™, )

2) Ortsdiskretisierung: Benutze FE zur Approzimation von u”
Numerische Schemata:

i) Implizites Riickwdrts-Euler-Verfahren
uh - U’Z : n n
— 5 ¢ +a(up, ) = (f"; 9) V peV,CV
Genauigkeit in der Zeit: O(At) mit At = maxk,

ii) Crank-Nicholson:

n_ ,n—1 n n—1 n n—1

Genauigkeit: O(At?)
i) Implizites Zweischrittverfahren:
U+3’U,n1 _unl__unZ . .
( B ,w>+a(uh,@0)=(f,so) Vo opeV

u) = uon; uy gegeben durch einen ,Euler-Schritt*
Genauigkeit: O(At?)

Ubertragung auf Variationsungleichungen:
Aufgabe:

u(t) e K CV, so daf$ (Opu, o —u) +a(u, o —u) > (f,o—u) V peK

+ Anfangs- und Randbedingungen
Schema:

U _un 1
(hih,so _ uh) (o — ) > (f - )

ky,
( ,Riickwdirts Euler® )
Verwende NICHT Crank-Nicolson

U +un 1 un+un—1 un+un—1
a(h2h’90) ~ a<h2h,(,0—h2h

gefdhrlich, falls K = K (t)
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Hohe

Abbildung VI.1: Beispiel: Gletscherentwicklung

VII Sattelpunktprobleme

Motivation:

Au=—f auf €2
u=20 auf OS2

Substitution: 0 = Vu

o: Spannung

o = (01,09) = (Op, U, Op,u)
Bemerkung: Au = div Vu
Somit als System:

o =Vu| « Materialgesetz
dive =—f| < Kriftegleichgewicht
Umformulierung: %f 0? = min unter der Nebenbedingung div o = —f.

Aufgabe: Variationsprobleme mit Nebenbedingungen
Bezeichungen: X, M Hilbertrdume
a: XXX —>R
b: XxM-—R
X', M' Dualriume zu X und M
entsprechende Paarungen werden mit (-,-) bezeichnet
Weiterhin gegeben f € X', g€ M’
Problem: Gesucht wird in X das Minimum von

I(u) = ga(u,u) — (f,u) (PM)
unter der Nebenbedingung b(u,q) = {(g,q) VY q¢€ M
(Bezug zu Anwendung: u ~ o)
Umformulierung: Betrachte die Lagrange-Funktion

stetige Bilinearformen

L(u, ) := J(u) + [b(u, \) — (g, \)]
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Dies fiihrt auf das Sattelpunktproblem: Problem (PS) (vgl. Ubung)
Gesucht wird (u, \) € X x M mit
a(u,0) +b(0,\) = (f,9) ¥V peX
bu,q) =(g,9) V qeM
Fiir jede Lisung (u, \) von (PS) kann man die ,Sattelpunkteigenschaft*
L(u,q) < L(u, A) < L(p, A)

nachrechnen. (vgl. Ubung)
Herleitung einer ,schwachen Formulierung“ fiir

oc=Vu
divo=—f

Wir ,testen” :

(o,7) = (Vu,1) V 7€ Ly(N)?
(divo,p) = (=f,9) ¥V weH(Q)
Partielle Integration:
(o,7) — (Vu,7) =0 vV 1€ L*Q)?
~(0, Vo) =~(fip) ¥V g€ H(Q)
In diesem Beispiel: u ~ o; A ~u
X = (L2(Q))?, M = Hy(Q)

a(o,7) = (0,7) = S{(alﬁ + o97o)dx

b(Ta SO) = _(Ta VQO)
(Im Skript: Bsp VIL.2)

Bezspiel VII.1
—Au=f auf €2
u=yg auf OS2

Mit X = H'() und M = Ly(99)
Definiere a(u, ¢) := [ VuVdz
Q

(f,tp>=/f-<pdx=(f,eo)

b(e, q) =/¢-qu

N

(9,9) = / g9qdl

N

Nebenbedingung: [ ugdl = [ g-qdl’
80 80
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VII.1 Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis
VII.1.1 Adjungierte Operatoren
Bezeichnungen:

e X, Y Banachriume

e X', Y' Dualrdume

!
e (-,-) Paarungen zwischenif( und )}f,

e L: X — Y beschrinkter, linearer Operator

,Bastelaufgabe“ : L' . Y' — X' ala

Konstruktion:
1) Vorgabe y* € Y’

2) x € X wird abgebildet durch Einsetzen in (y*, L-)
X>z— (y,Lz) eR

Wir haben also nach Vorgabe eines y* € Y' durch (y*, L-) ein Element aus X' konstruiert.
Dieses Element wird als L'y* € X' bezeichnet.

(L'y*,z) = (y", L)

Definition VII.1 L' :Y' — X' heifit der zu L adjungierte Operator.
Definition VII.2 Sei V ein abgeschlossener Unterraum von X. Dann heifst

VO={le X'|(l,Lv)=0 V wveV}
die Polare von V.
Definition VII.3 Sei X ein Hilbertraum. Dann heifit

Vt={r € X|(z,v)=0 V veV}
orthogonales Komplement.

Satz VII.1 (closed range-theorem) Mit obigen Voraussetzungen gilt:

i) L(X) abgeschlossen in'Y
-

ii) L(X)=(Kern L"°

(ohne Beweis)
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VII.1.2 Abstrakter Existenzsatz
Bezeichnungen:

e U,V Hilbertrdume

e U' V' Dualriume

e a:U XV — R eine Bilinearform

Definiere einen Operator: L : U — V'

Usu— (Lu, -):=a(u,- )
N /

FEinsetzen von veEV

Variationsprobleme hatten die Struktur:
a(u,v) =(f,v) V veV (%)
— (Lu,v)=(f,v) V veV
formaluw = L71f

Definition VII.} Seien U,V normierte Riume. Eine bijektive, lineare Abbildung L :
U — V' heifit Isomorphismus, wenn L und L™ stetig sind.

Satz VII.2 Seien U,V Hilbertriume. Eine lineare Abbildung L : U — V' ist ein Isomor-
phismus, wenn die zugehorige Bilinearform a : U x V — R folgende Bedingung erfiillt:

i) (Stetigkeit) 3¢ > 0 mit |a(u,v)| < c|lully ||v|ly
ii) (Inf-Sup-Bedingung)

3 a>0 mit sup alu, v) > allull,; V vwelU
vevio [|v]ly,

bzw.

infsupM >a>0
uEUvEV”U’”U ||U||V

iwi) ¥ veV 3 weU mita(u,v) # 0
Beweis:

(1) aus i) folgt ,L injektiv® :
Luy = Lus ~  a(ui,v) =alug,v) V veEV

. it)
Also ist Ef/up#omﬁTﬁj”’) =02> allur —usl,
veEViv

= U1 = U2
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(2) ,L7! ist stetig auf dem Bild von L*
zu f € L(U) gibt es wegen (1) ein eindeutiges u = L™ f.

Rechnung: || L~ fHU = aljull, < SUPa”(u"'U)
1%
Lu,v 1
—suptEt) ) gy
vev ||v]ly vEV“ Iy
1

Ll
£l —

-1
f € L(U) war beliebig: d. h. ||L7Y|| = sup” 7 ”f”U <1
fevl v!

(8) ,L(U) ist abgeschlossen

L1 ist stetig nach (2). L ist stetig (siehe Ubung 11.3 und i))
= L(U) abgeschlossen

(4) L ist surjektiv“
L':vV->U
Vov— (L,v)=a(,v)
Wegen ii) liegt nur v =0 in Kern(L’).
Satz VII.1 sagt: L(U) = (Kern L") ={l e V'[{l,v) =0 Vv € Kern L'} =V’

[ |
VII.1.3 Abstrakter Konvergenzsatz
Seien Uy, C U und Vy, CV endlichdimensionale Rdume.
Diskrete Aufgabe: a(up,v) = {(f,v) V vel, (**)

Satz VII.3 Bezeichnungen und Bedingungen wie in Satz VII. 2. Weiterhin seien U, C U,
Vi, CV so gewdhlt, daf gilt

iy) inf sup i a(up,vp)

TanlTonll > a mit h-unabhdingigem o
up€UpvR €V rlzlFally

iiip) ¥V ovn €V 3 up € Uy mit a(up,vy) # 0 (Es gibt ein diskretes uy,.)

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lu=unlly < (1+5) inf llu—wally

wpEUR

Beweis: (*)-(**) liefert die Galerkin-Eigenschaft:

a(u —up,v) =0 V vel,
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~  a(u—wp,v) =alu, —wp,v) V veV
wy, € Uy, beliebig gewdhlt.
Wir schitzen ab:
tin) a(up — Wh, Vp)

alup —wh|| < sup
VR EVR ”vh“V

@ a(u — wp,vp)
veVn  llvnlly
ViCV a(u — wp,v)

vev  |lvnlly

Satz VIL.20) ¢ |lu — wy |y |||l

N [vlly

= cllu —wlly
c
O T e A
Schliefilich ,Dreiecksungleichung :
| — wh + wp — unlly < [Ju— wally + [[wn — unlly
c
<(1+3) -
< ({1+ o lu — wnlly
wy, war beliebig: Ubergang zu

. C
lu—unlly < inf (1+5) lu—wally
wh €U, (07

VII.2 Die ,,Inf-Sup-Bedingung*
Aufgabe:
(u,\) € X X M : a(u,0) +b(p,\)={(f,¢) V ¢eX
b(u,q) =(g9,q) ¥V qeM
Abstrakte Situation:
X x M — X' x M’
L i
U 3 (u,A) — (f,9) € V!

(PS)

(PA)

Satz VII.4 Durch (PS) wird (PA) genau dann ein Isomorphismus L : X x M — X'x M'

erkldart, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Die Bilinearform a ist elliptisch auf dem Raum V = {v € X|b(v,q) =0 Vq € M},

also a(v,v) > a|lv||* firv eV c X und a >0
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b
i) |3 B >0 mitinfsup (v.9) >
qerrvex ||v]| [|g]|

Beweisbemerkung: Die abstrakte inf-sup-Bedingung in Satz VII.2 kann ausgedriickt wer-
den durch a(-,-) und b(-,-).

Definition VII.5 (Gemischte FE-Methoden) Wie immer: X, C X, M, C M.
Man lost:

a(un, @) +b(@, An) = (f,) Vo € Xy
b(un,q) = (9,9) Vg € M
Definition VII.5 FEine Familie von FE-Rdumen Xy x My, erfillt die BabuSka-Brezzi-
Bedingung, wenn es von h unabhdngige Zahlen o > 0 und B > 0 mit den folgenden
etgenschaften gibt:
in) al-,-) ist Vy-elliptisch, d. h. mit « > 0 und Vj, = {vn, € Xp|b(vn,qn) =0 Vg, € My}
gilt: a(vy,vp) > a||vpl|> Yo € Vi

X : STU b(vn,qn)
i) Mit B> 0 gilt: inf sup o 2 I5;
ghE€EMpvpeXp,

Satz VII.5 Voraussetzungen wie in Satz VII. 4 und Xy, My erfiillen die BB-Bedingung.
Dann gilt:

||u—uh||X+||A—AhIIMSC{ inf |lu—wnllx + inf ”)‘_QhHM}

v €EXp qh€EMp,

Beweisbemerkung: Anwendung des abstrakten Konvergenzsatzes VII. 3.

VII.3 Diskrete Sattelpunktprobleme

Die Diskretisierung von (PS) fihrt auf das System
Au+ BT = f
Bu=g

Ae M(n,n), fueR"

B e M(m,n), g,A€R™

Annahme: A positiv definit, also A™! existiert.
Betrachte die Umformung

Au+ BT = f
~ u=A'f—AIBT)
~ BAT'f—AT'B"XN) =y

(BA™'BT) A\=BA'f —g

Schurkomplement

Man kann die Schurkomplementqlez’chung zum Beispiel mit dem Gradientenverfahren oder
dem cg-Verfahren lésen. (siehe Ubung)
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VII.4 Laplace-Gleichung als gemischtes Problem

Au=—f auf)
u=0 auf o
Jformales System“ :

01
02

c=Vu u:Q = Rdive = 0,01+ 0p0o=—f 0=< >, 02— R

Variationeller Ansatz:
(o,7) — (Vu,7) =0 VT
(divo,o)=(=f9¢) Vo

VII.4.1 Primal-gemischte Formulierung
Gesucht ist (o,u) € Ly(Q)? x Hy(Q), so dap gilt:
(0,7) — (Vu,7) =0 V7 € Ly(Q)?
—(0,Ve) = (=f,9) Yy e Hy(Q)
Im abstrakten Rahmen: X = Ly(Q)?, M = H(9Q)
a(a’ 7—) = (U’ T) = (0-1’ Tl) + (02, TQ)
b(r, ) = =(7, V)
Nachweis:

i) (Bedingung i) aus Satz VII.4)
Wegen ||o||> = a(o,0), ist a(-,-) elliptisch auf ganz X .

ii) (Bedingung ii) aus Satz VII.4)
Seiv € H} () gegeben.
Wihle T = —Vv € Ly()?

Es gilt
b(r,v)  —(7,Vv)
I i~
_ (Vu, Vo) (Vo, Vo)
Irl vl
= 196l > - [l

Poincaré-Ungleichung

Atso sup Mo > 1|,
TEL2(N)?
Passende Finite Elemente?
Triangulierung T, mit Dretecken
Wiihle k > 1 und X, = {0, € Lo(Q)?| on|r € Py_1} (ok global unstetig)
My = {pn € Hi(Y)| @nlr € Py} (pn global stetig)
Nachweis der ,BB-Bedingung“ analog zum kontinuierlichen Fall.
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VII.4.2 Dual-gemischte Formulierung

Vorbereitung: Hgyy = {17 € Ly(Q)?|div 7 € Ly(Q)}
Zugehirige Norm: ||7||%, = ||I7|I° + ||div 7||?
Fiir v e H} () und o € Hy,

(0, Vv) = —(div o,v)
sSchwache Formulierung® : Gesucht ist (o,u) € Hgy, X Lo(Q) mit
(0,7) + (u,divT) =0 V7 € Hy,
(div o, p) = (=f,¢) Ve € L(Q)
Abstrakt: X := Hgy, M := Ly(Q)
a(o, 1) = (0,7), b(r,v) = (div T, v)

Nachweis zu i) aus Satz VIL4:

a(r,7) = (1,7) = (1, 7) + (div T, div T)
—_—
=0 fir reV={r€H4g;, |(div T,v)=0,0€L2(Q)}
=171+ lldiv 7|* = |Illg, VT EV
Nachweis zu i) aus Satz VILj:

2u zeigen:  sup (ﬁfﬁiﬂq}) > By
TEH g5y div

I) Seiv € Ly(Q) beliebig: Wihle dazu w € C§°(S2) mit

[v—wl] < 2 Il
Dichtheitsargument

II) Man setze & := inf{z,|z € Q}.

1

Ansatz: 71 (z) = [w(t, z9)dt, T2 =0

3
l?amit gilt: div T = Oy, = w
Ahnlich wie beim Beweis der Poincaré-Abschdtzung:

@) = In (@) < / w(t, 35) dt

3
S
< / \w(t, zg) [2dt mit s = max{z |z € Q}
£

Integration tber x;:

/ 72 (@) Py < c / o (t, 22) [2dt
3

S
=c \w(xl,xz)\2dx1

3
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Integration tber xy:
2 2
171" < ¢lwl] (A2)

III) Ausgangspunkt ist (A1)

2 Lo
lo = wl” = (v = w,v—w) < 7 |lv]]
32 2
& 20v,w) 2 7]+ v
S 32 o Ll > 2
& (vw) 2 ol + 5 llwl” = cllv]
IV) Auswertung von ﬁ;ﬁ? :
b(r,v) (div T, v)
Il (712 + |div 7[2) "
(div T, v) .
> ———=  wegen (A2) und divT =w
¢|lwll
_ (w,v)
¢|lwll
> B ogen (0,10) > e ol
d o]l
= clv

Passende Diskretisierung: (Raviart-Thomas-Elemente)

Tlr = (aT> +cr (xl) sar,br,cr € RyT - n stetig an Kanten}
bT )

Mh:{U€L2(Q)‘ U‘T:dT, dTGR}

Bemerke: div T = Oy, 11 + O, T = ¢ + ¢p = const. € M,

X, = {T € Ly(Q)?
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