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Kapitel 1

Einleitung

Eine partielle Differentialgleichung (PDGL) ist eine Gleichung, die eine unbekannte (zu
bestimmende) Funktion von zwei oder mehr Variablen und bestimmte partielle Ableitun-
gen enthalt.

Notationen:

e U C R" ist eine offene Teilmenge des R™.

e Wir betrachten Abbildungen
u:U —-R

mit u(z) = u(xy, ..., x,) (x el).

e ¢; € R" ist der Standard-Koordinatenvektor

e;i=(0,...,0,1,0,...,0).

——
i—1 Nullen
e Fiir partielle Ableitungen:
ou . ulr+he) —u(x)

werden auch die Schreibweisen
Oy, u(z) und uy,

verwendet.

e (Multi-Index-Schreibweise) Ein Vektor a = (aq, ..., a,), @; € Ny heifit Multiin-
dex der Ordnung |a| = a1 + ... + ay.
Wir definieren ol

D%u(x) == 0% u(z)

— A% (6253
o Oyl ... 0y u(w)

und weiter

DFu(z) := {D%(z)||a| = k}.
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Spezialfille:

92 u o 0p, 0,
D?u = : :
O, Oy U 92 u
Definition 1.1 FEin Ausdruck der Form
F(D*u(x), D" u(z), ..., Du(z),u(z),z) = 0 (x el) (L.1)

heifst partielle Differentialgleichung der Ordnung k, wobei
F:R" xR" ' x.. . xR"XRxU —R
gegeben ist.

Aufgabe: Gesucht sind alle
u:U — R,

die (I.1) erfiillen.

Ubung 1.1 Diskutiere den Falln =1, k = 1.
Ubung 1.2 Diskutiere den Fall k = 0.

Definition 1.2 i) Eine PDGL heifst linear, falls sie die Form

> aa(z)Du(z) = f(z).

o <k
fir gegebene Funktionen a, (|of < k) und f besitzt.

ii) Fine PDGL heifst semilinear, falls sie die Form

Z ao(2)Du(z) + ag(D*u, ..., Du,u,z) = 0

|a|=k
hat.

i11) Eine PDGL heifit quasi-linear, falls sie die Form

Z ao(D* " u, ... Du,u, ) Du(z) + ag(D*u, ..., Du,u,z) =0
|a|=k

hat.

Definition 1.3 (heuristisch) Ein System partieller DGL ist eine Sammlung mehrerer
PDGL fiir mehrere unbekannte Funktionen.
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Definition 1.4 FEin Ausdruck der Form
F(D*a(z), D*'u(z),...,Du(z),u(z),2) =0 (z €U)
heifit ein System partieller Differentialgleichungen der Ordnung k, wobe:
F:R™ 5 R™ 5 x R™™ 5 R™ x ¢ — R™
gegeben ist.
Aufgabe: Gesucht sind alle
u:d —R” u=(u,.. . u™).
Beispiele
1.
Oy (21, ..., T,) =0
ist eine PDGL der Ordnung 1.

Losungen héngen nur von o, ..., x, ab.
Nachrechnen!
2. Betrachte im Fall n = 2
0
=0
81’181’2

Dies ist eine PDGL 2. Ordnung.
Losungen haben die Form

u(zy, 2) = v(zy) + w(z2)
mit beliebigen differenzierbaren Funktionen v und w.

3. Sei f stetig in R2. Betrachte die PDGL 2. Ordung

0*u
axlax2 - f($17x2)‘
Bestimme eine Losung via Integration:
2
ou Ou(xy,m0) ou
el _ [ LHELTR) el
81’1 <x17x2> 81’181'2 & * 81‘1 <x1’0)
0
T2 8
U
= /f(%,??z)d??z + a—(ﬁl,o)
x1
0
T a
= u(wy, xe) = / Mdm + u(0, x2)
0:)31
0
Tr1 T2 1
ou
= f(m,m2)dmidnz + 87(771’ 0)dm + u(0, x2)
1
00 0

Ty T2

= w(zn, 2) = / / £ (1. me)didng + u(z,0) + u(0, 2) — u(0,0)
0 0
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Dies ist eine Losung fiir jede Vorgabe von wu(zq,0) und (0, x3).
4. Seien aq, oy € R. Betrachte die Differentialgleichung
0105, U + a0,,u = 0.

Sie besitzt die Losung
u(xy, v9) = w(aor) — a1x9)

fiir jede differenzierbare Funktion in einer Variablen.
Nachrechnen!

5. Die PDGL 2. Ordnung
P
ox?  0x3
hat die Losungen
w(zy, o) = fxy — x2) + g1 + x2)

mit beliebigen zweimal differenzierbaren Funktionen f und g einer Variablen.
Nachrechnen!

Wir bemerken:

PDGL konnen sehr viele Losungen haben.

Zur eindeutigen Festlegung bendtigt man Zusatzbedingungen.

Eine Moglichkeit sind Anfangsbedingungen. Man schreibt fiir eine PDGL der Ordnung
p in n Variablen die Werte von u und seiner Ableitungen der Ordnung < p auf einer
Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 vor.

Ubung 1.3 Diskutiere den Falln = 1.

Bemerke: Funktionswerte und Ableitungen kénnen nicht unabhéngig voneinander vor-
gegeben werden. Die ,jinneren“ Ableitungen der Mannigfaltigkeit sind ja schon durch die
Funktionswerte entlang der Mannigfaltigkeit bestimmt.

I.1 Cauchysche Anfangswertaufgabe

Man schreibt u und seine Ableitungen bis zur Ordnung p — 1 in einer aus der Mannigfal-
tigkeit herausfiithrenden Richtung, zum Beispiel der Normalen, vor.

Wir wollen uns dies an Hand des Beispiels n = 2 klarmachen. Die (n — 1)-dimensionale
Anfangsmannigfaltigkeit ist dann eine ebene Kurve

Iz =p(s),
die nach der Bogenlinge parametrisiert ist, das heift

e (s)ll = Vi ()2 + @h(s)? = 1.
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Tangential und Normaleneinheitsvektor sind dann

/

T=¢,

Das Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung besteht einfach in
der Vorgabe von u entlang I', also

Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung schreibt man dariiber hinaus die Ablei-
tungen erster Ordnung von u entlang I' vor. Die Ableitung in Richtung 7 ist aber durch
f bereits bestimmt, denn es gilt ja

%(w(S)) = %U(<P(S) +17)i=0 = 7 - grad u(e(s)) = ¢'(s) - grad u(e(s)) = f(s)-

Also geniigt bereits die Vorgabe von

2 (5)) = 9(9)

Beispiel:
0
du
81’1

Auf der Anfangsmannigfaltigkeit x; = 0 wird
u(0, z2) = f(2)

vorgeschrieben.
Die Losung dieser Anfangswertaufgabe ist offenbar

u(zy,z9) = f(22),

und diese Losung ist eindeutig bestimmt.
Nun versuchen wir als Anfangsmannigfaltigkeit x5 = 0 und schreiben dort

u(z1,0) = f(21)

vor. Diese Anfangswertaufgabe ist offenbar nur 16sbar, wenn f konstant ist, und in diesem
Fall ist jede Funktion

u(xy, ) = w(xs)

mit w(0) = f(0) eine Losung.
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Beispiele:

1. Fiir die Wellengleichung
o
or?  Ox3

werden auf I' = {z|zy = 0} die Anfangsdaten

vorgegeben.
Die allgemeine Losung der Wellengleichung hat die Form

u(xy, o) = v(wy + 22) + wW(T1 — T2)

mit beliebigen zweimal differenzierbaren Funktionen v und w. Damit lassen sich die
Anfangsbedingungen schreiben als

v(zy) +w(zy) = fz1); V' (21) —w'(21) = g(a1)

£
= v+w=f; (v—w)(f):/g(u)dy+c
3 i ¢
f&)+ [g(v)dv+c f&) = [gw)dv —c
= v(€) = - ;o w(E) = - 5
= u(z, T9) = %(f(l"l + x2) + / g(v)dv + f(z1 — x2) — / Q(V)dV>
= %(f(l’l + 1’2) + f(l’l — 1’2) + / g(V)dl/)

Dies ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

2. Es wird wieder die Wellengleichung
Pu Pu

07 o2
untersucht, jedoch werden nun Anfangsdaten auf der Winkelhalbierenden

= {z|x; = x5}

vorgegeben:

u(zy, 1) = f(21)

3nu($€1, 331) = amlu(l’h $1) - acgu(fﬁ,xl) = 9(351)
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Setzt man hier die allgemeine Losungsformel ein, ergibt sich

v(221) +w(0) = f(21); v'(2z1) + w'(0) — v'(221) 4+ 2(0) = g(x1)
= v(2r1) + w(0) = f(21); 2uw'(0) = g(a1)
= g =2uw'(0) = const; (&) = f(§/2) = w(0)
= u(wy, xe) = <CE1 —2F!L”2) —w(0) +w(ry —22) Yw:w'(0) = g

Diese Anfangswertaufgabe ist also nur dann losbar, wenn g = const eine konstante
Funktion ist und in diesem Fall ist die Losung nicht eindeutig. (Die Funktion w
wird nur durch die Vorgabe der ersten Ableitung in einem Punkt eingeschrankt.)

3. Fiir die Potentialgleichung
u  O*u
o3 " orf
werden auf I' = {x|zo = 0} die Anfangsdaten
u(z1,0) = f(z1)
Opu(z1,0) = Opyu(zy,0) =0

=0

vorgegeben.
Die allgemeine Losung der Potentialgleichung ist

u(xy, xg) = v(xy +ixg) + w(T) — iT2).

Setzt man diese in die Anfangsbedingungen ein, ergibt sich

v(x1) +w(zr) = f(21); v'(z1) — w'(21) =0
S
= 0l +ul©) = 1O o€~ w(©) = [ 0dv = v(0) + w(0)
- o(€) = 5 (F() ~ v(0) — w(0)) w(©) = 5 (F(©) +v(0) — w(0))
= u(wy, xe) = %(f(:vl +ixg) + f(x1 —ix2))

Diese Losung ist eindeutig.
Konkret fiir f(s) = f,,(s) = €™ ergibt sich die Losungsfunktion

imxy

U (21, T9) = cosh(maxg)e

Fiir die Anfangsdaten f,, gilt | fi.(s)| = 1, fiir die Losungsfunktion u,, ergibt jedoch
der Grenziibergang m — oo fiir x5 # 0

|ty (21, 22)| = cosh(may) — o0.

Also ist der Losungsoperator
f—u

der den Anfangsdaten f die Losung des Anfangswertproblemes u zuordnet, nicht
stetig.
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Differentialgleichungen erster
Ordnung

Wir betrachten Differentialgleichungen erster Ordnung in R%. Wir beginnen mit Gleichun-
gen der Form
ai ([L’, y)a:cu + as (1’, y)ayu = ag(llf, Y, U)

oder speziell az(x,y,u) = b(z,y) - u+ c(z,y).
Bei gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir:
ar(z)u'(z) = as(x, u(r)) (Differentialgleichung)
u(xg) = ug (Anfangswert)

ist lokal eindeutig losbar.
Die analoge Aufgabenstellung (,,Cauchysche Anfangswertaufgabe “) lautet

a1(z,y)0,u + az(z,y)0yu = as(x,y, u) (DGL)
u(71(0),72(0)) = ¢(o) (Anfangswert),
wobel
v: R — R?

eine glatte Anfangskurve sei.

Um die Aufgabe zu l6sen, méchte man mehr iiber u auf der Anfangs(wert)kurve v wissen.
Also zum Beispiel:

» Wie sieht Vu(z,y) entlang ~ aus?“

i) Anfangswert:

u(11(0),72(0)) = ¢
= Optt - Opy1(0) + Oy - Opy2(0) = Opip(0)

ii) Differentialgleichung:

ar((0),72(0)) 0zt + a2(71(0),72(0))dyu = asz(11(0), 72(0), ¢(0))
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i) und ii) lassen sich auch in kompakter Form als
acrf}/l 8072 8%” _ 80'80
aq [¢5) 8yu - as
schreiben.
Dieses System ist bei beliebiger Vorgabe von ¢ nur dann l6sbar, wenn

8071 a9 — 00’720,1 7’é 0 (111)

erfiillt ist.
Wir miissen unsere Anfangswerte also auf einer Kurve vorgeben, die die Eigenschaft (II.1)
besitzt.

Definition I1.1 (Charakteristik) Sei k(1) = (z(7),y(7)) mit 7 € [a,b] eine Kurve im
R2.
Wir nennen k eine Charakteristik (zu obiger Differentialgleichung), wenn

CLQ@TI‘ — CL187—y =0.

Bemerkung I1.2 Wir erhalten eine Charakteristik r durch den Punkt (xo,y0) € R? als
Lésung der Anfangswertaufgabe der gewdhnlichen Differentialgleichungen

Orx = a1 (x(7),y(7)), z(0) = zo

Ory = az(z(7),y(7)), y(0) = yo

Wenn die Anfangskurve ~ eine Charakteristik ist, dann lésst sich die Cauchysche An-
fangswertaufgabe im Allgemeinen nicht 16sen.

Satz I1.3 Sei k(1) = (z(7),y(7)) eine Charakteristik.
Weiterhin

o =x(70), Yo=1y(70), u €R

und u € C*(R?) eine Lésung der Differentialgleichung mit u(zo, yo) = .
Dann ist u entlang k eindeutig bestimmd.

Beweis: Betrachte
Oru(z(71),y(7)) = Opu - Orx + Oyu - Ory
= Oyuay + Oyuay (Bemerkung I1.2)

= az(z(7),y(7), u(z(7),y(1)))

Dies ist eine gewthnliche Differentialgleichung mit Anfangswert u(z(7), y(70)) = ug. Diese
ist lokal eindeutig losbar. ]

Bemerkung I1.4 Entlang von Charakteristiken ist die Losung bereits durch die Vorgabe
der Liosung an einem Punkt festgelegt.

Frage: Kann man das ausnutzen, um Losungen zu bestimmen?
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Beispiel I1.5 Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

Opu + Oyu = u

ul’Y = 907

wobes

(g) (z-Achse)

v(o)
o(o)

Bestimme die Charakteristik durch den Punkt (0,0):

Or=a=1, z(0)=0c
Ory=ay=1, y(0)=0
= o(r)=T+0
yr)=r
= z(r) —y(t) =0

15

10 -

-10

15 1 1
-10 -5 0 5 10

Beobachtung: Die Charakteristiken schneiden die Anfangskurve.
Entlang von Charakteristiken haben wir gezeigt:

O;u = ag.

In diesem Beispiel also konkret:

Oru=1u mit u(o,0) = uly) = ¢(0) =0

= u(r) = o€’

10
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Bei der Bestimmung der Charakteristiken hatte sich ergeben:

T=1Y

Einsetzen ergibt:
u(z,y) = (x —y)-e.
Priife nach: Das lost die urspringliche Aufgabe.

Beispiel I1.6 Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

x0,u + yoyu = au

ulyo) = ¢(9),
mat
0 R? - R!
v :R' — R?
Setze

2(7) = u(x(7),y(7))
und betrachte zundchst
0-2(1) = az(t)  mit 2(0) = o(v(0)).

T

Dessen Lisung ist z(17) = @(v(0))e
Das Gleichungssystem fiir die Charakteristiken ist

O-x(7) = x(7), z(0) =
Ory(7) = y(7), y(0) =
= z(1) = o€’
y(r) =€’
= lng =7=lny
= T=lhy, oc=-

11



KAPITEL II. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 12
II.1 Lo6sungsschema

Schritt 1:
Zum Anfangswertproblem
a (LU, y)amu + as (Ia y)ayu = a3(.flf, Y, U)
uly =g

werden die Charakteristiken k7 = (27, y7) als Losungen von

072 (1) = ax(x(7),y(7)), 27(0) = (o)

07y’ (1) = ax(x(7), y(1)), y?(0) = 72(0).
Bezeichne die Losung mit

(x(0,7),y(0, 7)) : R? — R?.

Diese léasst sich entlang von v nach ¢ und 7 auflosen, falls die Funktionalmatrix

Oy 0.7
0,y 0Oy

dort invertierbar ist, was genau dann der Fall ist, wenn

O,x - 0ry — 0,20,y # 0

& O, -ay —ay - Oyy #0 (Charakteristik)
- Op71 * G2 — 10,72 # 0 (27 =7(0),y° = 12(0)).

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn ~ keine Charakteristik ist.
Die Umkehrabbildung sei dann bezeichnet mit

o=o(z,y), 7=7(z,9).

Schritt 2:
Lose nun
0.2° (1) = a3

mit 27(0) = ¢(y(o)). Wenn man (o, 7) nun in Abhéngigkeit von den Koordinaten (z,y)
annimmt, 16st der Ansatz
u(z,y) = z(o(z,y), 7(x,y))
die Differentialgleichung.
Es ist ndmlich
Uy = 2(0,0) = p(y(0))
und es gilt
0,0 0,0
a10,u + a20yu =1 Vz - (8:,;7‘) + ayVz- (027‘)
=01(0,20,0 + 0;20,T) + a3(0,20,0 + 0-20,T)
=0,2(0; 20,0 + 0:y0y0) + 0 2(0;x0,T + 0;y0,T).
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Eine Nebenrechnung ergibt

0,2 = (0,2, 0,7) (gj)

= 0,20;0 + 0, 20,7
= 0,2(0,20,0 + 0,y0,0) + 0, 2(0-x0, T + 0;y0,T),

also insgesamt
az = 0,2 = a10,u + ax0,u.
I1.2 Existenzsatz
Rohe Version: Es gibt genau eine Losung der PDGL
ai (.flf, Y, u)ﬁxu + CLQ(I, Y, u)ayu = ag(I, Y, u)

mit u|, = ¢.
Das oben angegebene Losungsschema ldsst sich verallgemeinern:

0-x7(7) = ay(a(7),y(7), | wlx(7),y(1)) |), 27(0) =mn(o)
Ory”(7) = az(x(7),y(7), | u(z(r),y(r)) |), y°(0) = 2(0) (IL.2)
0-27(1) = as(x(7),y(7), | 2(7) ), 27(0) = ¢(0)

u(@,y) =27(1)_1

Genauere Voraussetzungen
® a1, as,a3 € CHR?)
o [:=a,b
® 71,7, ¢ € CH(I)

Mit diesen Voraussetzungen besitzt das System (I1.2) fiir alle o € I, fir 0 < 7 < ¢(0) (es
gilt ¢(o) > ¢y > 0 und ¢(o) ist stetig auf I), eine eindeutige Losung. (Satz von Picard-
Lindelof)

Dadurch sind die Charakteristiken k7(7) festgelegt. Dafiir gelte

e v und k schneiden sich, das heif3t, fiir alle o € I ist
71 ' a2($0(0)> y0(0)> SO(O)) - 7; ' al(x”(O), y0(0)> QO(O’)) 7& 0

Satz I1.7 Obige Voraussetzungen seien erfiillt.
Dann existiert in einer Umgebung der Anfangskurve v genau eine stetig differenzierbare
Losung u der Gleichung

ai (ZIZ’, Y, u)aﬂcu + CLQ(ZE, Y, u)ﬁyu = a’3(£7 Y, U)

mit ul, = p.
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Beweis: Die Ubertragung des Losungsschemas zeigt:
Fiir alle o € I 16st der Ansatz

u(z,y) = 2(a(z,y), 7(z,y))

die PDGL entlang der Charakteristik. Wegen stetiger Abhéngigkeit der Losung gewohn-
licher Differentialgleichungen beziiglich der Daten folgt fiir alle 0 € I die Existenz einer
Umgebung U(o) C I, in der die PDGL geltst werden kann.

Die Umgebungen iiberdecken das kompakte Intervall I.

= Endlich viele U(c) geniigen zur Uberdeckung.

= Damit existiert eine Umgebung U(y) von 7, in der es eine Losung gibt. (siehe Skizze)

U(y)
Y

Zur Eindeutigkeit:

e Betrachte einen Punkt (Z,9) € U(y). Per Konstruktion gibt es genau eine Charak-
teristik C', die (Z,y) mit vy verbindet.

e (' schneide 7y in (xg, yo)-

e Diesem Punkt zugeordnet ist oy.

e Dann ist u aber entlang C' durch u(xg, y9) = ¢(09) eindeutig bestimmt. [
Aufgabe:

Oyu(z,y) +u- dyu(z,y) =0
u(o,0) = ¢(0)

¢(0)

o
Rechnung: Es ergibt sich das charakteristische System:
O0r2% (1) = 2°(7) z°(0) =0 (IL.3)
0-y° (1) =1 y°(0)=0 (I1.4)
0;2°(1) =0 27(0) = (o) (IL.5)
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Aus (I1.5) folgt

27(7) = (o),
und aus (I1.4)
y(r)=r
Aus (IL1.5) und (IL.3) folgt
0:2% (1) = (o z°(0) =0
= 2°(t) = (o) -7+ o0,

also
plo)y” =27 —0o
ergibt.
Hier ist
1 c<0
plo)=K1—0 0<o<1,
0 1<0o

damit folgt

(l—o)y=2°—o0
firc=0,5: 0,5y=2—-0,5
= y=2z—1

y

15

(11.6)

(1L.7)

Man ermittele den maximalen , Existensstreifen“ R x [0;s) einer klassischen Losung.
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Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

III.1 Typeinteilung von Gleichungen zweiter Ordnung

Betrachte
an@iu + 2a128$3yu + aggﬁju + alﬁxu + agﬁyu + aguw = 0 (IIIl)
mit der Losungsfunktion v = u(z,y) und Koeffizienten a;;, a; € R.

Satz I11.1 Die Gleichung (I111.1) kann durch lineare Transformation der unabhingigen
Variablen auf eine der folgenden drei Formen gebracht werden:

i) Elliptisch: falls a2y < ajjag

~ Gu+du+...=0

ii) Hyperbolisch: falls a%2 > a11099

~ 0§u—0§u+...:0

i) Parabolisch: falls a3, = aj1as;

A P4+ =0

Analogien zur analytischen Geometrie:

?+y? = Kreis/Ellipse
2> —y?> =1 Hyperbel
y =ax° Parabel

Beweis: (des Satzes)
Fiir den Fall a1; = 1, a; = as = ag = 0 kann die Aufgabe umgeschrieben werden zu:

(&E + algﬁy)2u + (a22 — a%z)ﬁzu =0.

16
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Hier wird nur der elliptische Fall a}, < ajjass untersucht.

Setzte b := \/ag — a3y > 0 und = =&, y = a2 + bn.

In beiden Koordinatensystemen soll gelten:

v(&n) = u(z,y).
Berechne nun Vv(§,n) unter Beachtung von x = z(&, 1), vy = y(&,n):

(Ogv, Opv) = (Oyu, Oyu) (g&; g";j) (Kettenregel)
3 n
1 0
= (Oyu, Oyu) (a12 b) (=& y=an{+bn)
= (Oyu + a120,u, bOyu)
= 85 = 890 + a128y
0, = bo,
= 852 = (&C + algﬁy)Z

8727 = (a22 - a%z)aj

Koeffizientenvergleich zeigt den Ubergang zu
8§v + 821) = 0.

Analoge Rechnungen konnen fiir den parabolischen und den hyperbolischen Fall durch-
gefithrt werden. ]

I11.1.1 Cauchysche Anfangswertaufgabe
Gegeben ist die partielle Differentialgleichung

Adu + 2B0u + C'a;u + Doyu+ Edyu+ Fu = f

mit den Anfangswerten
uly =up und Jdyul, = us.

Man mo6chte nun wieder mehr iiber u entlang der Anfangswertkurve + wissen. Konkreter:

Oy =7
Oyt =7
20 =7
Oyu =1

Durch Vorgabe von u|, und 9,ul, erhélt man 0,u und d,u durch das Gleichungssystem

ch . 8071 + ayu : 00'72 = aa(u(’y(o-)))
ot - By — Byt - By = B

N 0yv1  OsY2 O u\  (O,u
80’}/2 —8071 8yu N &Lu ’
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das heifit 0,u(y(o)) und d,u(y(c)) sind entlang v bekannt. Betrachte hierzu die Ablei-
tungen entlang :

05 (Deu(v(0))) = (0:(0su), 0, (D)) (g}@

0. 0,u(3(0)) = (0:(0,.2,0,0) (77" )

Somit lassen sich die zweiten Ableitungen von u bestimmen durch

Ableitungswissen J,v1 0,72 0 0u 0, (0zu(y(0))
entlang ~ 0 9,71 052 Opyu | = 0y (0yu(v(0)))
PDGL {\VA 2B (C du (f — DOyu — EQyu — Fu)

Definition I11.2 (Charakteristik)
Sei k(1) == (x(7),y(T)) mit T € [a,b] eine Kurve im R2.
Wir nennen k eine Charakteristik genau dann, wenn

C(0-2(7))? — 2B0yx - Oyy + A(0,y)* = 0|,

Bemerkung I11.3 Entlang einer Charakteristik kionnen u und O,u nicht unabhdngig
vorgegeben werden.

Schreibe die Bedingung fiir die Charakteristik in der Form

Ady* — 2Bdzdy + Cda* = 0. (I11.2)

g—z in der Form
dy BEvB?*-AC
dr A '
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir x(7), falls A, B, C' gegebene Funktionen
von z und y sind.
Falls die Charakteristik in impliziter Form durch eine Gleichung

Dies lasst sich losen fiir

®(x,y) = const.,
zum Beispiel
o x+y =0, Gerade
o 22 +y? =r? Kreis
gegeben ist, so gilt entlang der Charakteristik
0,®-0;x4+0,2-0,y=0

oder formal
@ 0P

dr 0,0

Einsetzen in (II1.2) liefert
A(0,®)* + 2B(0,® - 9,®) + C(9,®)* = 0.

dy _ BxVB?_AC.

Diskussion der drei Fille anhand T T
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i) Elliptischer Fall:
Wegen B2 < AC = B? - AC < 0 gibt es keine reellen Charakteristiken. Wir
erwarten, dal die Cauchysche Anfangswertaufgabe stets losbar ist.

ii) Hyperbolischer Fall:
Mit B? > AC = B?—AC > 0 erhalten wir zwei reelle Scharen von Charakteristiken.

iii) Parabolischer Fall:
Wegen B? = AC erhalten wir lediglich eine reelle Schar von Charakteristiken.

II1.2 Die Potentialgleichung (auch Laplace-Gleichung)

I11.2.1

Aufgabe:
Au =0 in Q CR"

wobei A =37 02 .
=

(Beispiele dafiir sind das elektrische Potential und das Geschwindigkeitspotential.)
Die Existenz zweiter Ableitungen von u wird nur in © gefordert (nicht auf dem Rand).
Damit die Randwertvorgabe

U= auf I' ;== 0Q

sinnvoll ist, muss gelten

ue C(Q).
(Dabei ist Q :=QUT.)
Definition II1.4 u heifst harmonisch in ), wenn
u € C*(Q) NC°Q) und Au = 0.
Es gibt Beispiele, fiir die gilt:

Au=0 in (2
U= auf 0f)

aber u ¢ C%(Q). (Ubungsaufgabe)

I11.2.2

Als Singularitdtenfunktion bezeichnet man die Funktion

e falls n > 2

—w%ln|x —y| fallsn=2
s(x,y) ==

mit z,y € R” und wy der Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel.
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Lemma II1.5 Fir festes y € R™ lost s(x,y) die Potentialgleichung in R™ \ {y}

Beweis: Ubung [ |
Fakten
e Auf der Kugel Kg(y) um y mit Radius R gilt
0s RO—™)

in x € 0Kg(y)

on Wi

e (erste Greensche Formel)

/uAvda:: —/Vqu+/ug—UdF Vue C'(Q), veC*Q)
n
Q

Q o0

Gebiete, auf denen diese Formel gilt, heifen Normalgebiete.

e u,v € C%(Q) in einem Normalgebiet ) erfiillen die zweite Greensche Formel

Satz 111.6 e () sei ein Normalgebiet.

e u e C?(Q) sei dort harmonisch.
Dann gilt fir alle y € Q)

u(y) = / [s(z,y)0p,u(x) — u(x)0,,s(x,y)] dl,.
E9)

Bemerkung II1.7 Kenntnisse tiber u auf dem Rand 0S) geniigen, um Wissen tiber u in
Q zu erlangen.

Beweis: (Satz I11.6)
Da die Singularitdtenfunktion in y nicht (beziiglich z) differenzierbar ist, wird zunéchst
das Gebiet Q. = Q\ K.(y) untersucht:

Q:=Q\K ¢(y)
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Die zweite Greensche Formel liefert
/uAs = /sAu+ /[u@ns — $O0puldl’
Q. Q. 99
und damit wegen As =0 und Au =0
0= /[s(x,y)@nu(x) —u(z)0ps(x,y)]dl' = /[ )= / [...]
Q. o0 OKe(y)
Zu zeigen ist also
/ [s(z,y)Ohu(x) —u(z)0ps(x,y)]dl — u(y) (¢ — 0). (I11.3)

0K (y)

i) [ s(z,y)00u(z)dl -0 (¢ —0)
8K5(y)
Onu ist auf 0K, (y) beschriankt, betrachte also

/ (&, 4)dT = — [ REdar, falls n =2
Sy = i ey " T sonst

OK-(y) (n—2)wn,
( —w—12 [ Inrdl, fiir n = 2
_ 9K (0)
(n_lz)% [ r*"dD,  sonst
\ OK-(0)
( 27
In . _
—w—;bfadgo, fiirn =2
- g2—n i -1
m(ﬁ{g d¢, sonst

\

—elne g, firn=2 [ —clne, fir n =2
T ] 22 lw,,  sonst e/(n—2) sonst

(n—2)wn

(Dabei steht ¢ € R™! fiir den Winkelanteil der Kugelkoordinaten in R™.)
Es gilt also auf jeden Fall

/ Du(z)s(z, )T — 0 (2 — 0).
8K5(y)
i) [ w(x)-hs(z,y)dl = —u(y)

8K5(y)
Durch Addition von Null ldsst sich das Integral in zwei Ausdriicke aufspalten:

/ u(z) - Ops(x,y)dl = / (u(z) — u(y))Ops(z, y)dl' + / u(y) - Ops(z,y)dl.

O0K:(y) 0K (y) 0K (y)
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ii.a)
é1
/ (u(z) = u(y))Ons(z, y)dl' = /(u(l") —u(y))drs(x(r, ¢),y)e"""do
0K (y) %o
é1
El_n n—1
— [(ue) —ut) (- ) e
%o "
é1
< max (u(z) — uly)) / e gy
- Z'EKE(O) y n
%o
= max(u(z) —u(y)) =0 (e —0)
Der Grenziibergang gilt dabei wegen der Stetigkeit von « in y.
ii.b)
é1 n
€ _
J R e )
8Ks(y) ¢O "
Summiert man nun die Terme i), ii.a) und ii.b) auf, ergibt sich gerade (III.3) [

II1.3 Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip

Definition II1.8 Die Funktion u € C°(Q) hat die Mittelwerteigenschaft in Q, falls
fir alle x € Q und R > 0 mit Kg(z) C Q

1
OKR(z)

Satz II1.9 (Maximum-Prinzip) Sei @ C R" offen und zusammenhingend und u €
C°%(Q) eine nichtkonstante Funktion, die die Mittelwerteigenschaft hat.
Dann nimmt w in Q kein Mazimum an.

Bemerkung I11.10 Betrachte —u fiir die entsprechende Aussage zum Minimum.

Beweisstrategie:

o Indirekter Beweis
e Annahme: Es gibt ein Maximum bei y € Q, d. h. Vo € Q : u(y) = M > u(z)

e Es wird gezeigt, daBl u(y’) = M fiir beliebige ¢y € Q gilt, also u = M = const. im
Widerspruch zur Voraussetzung.
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Beweis: u(y') = u(y) = M: Wegen des Zusammenhangs von € existiert zu beliebigem 3y’ €
Q eine stetige Kurve ¢ : [0, 1] — Q mit p(0) = y und (1) =y’
Setze

I:={sel0,1]|vt € [0,s] : u(p(t)) = M}.

Nun ist 0 € [ und [ ist abgeschlossen, da u und ¢ stetig sind. Also existiert ein maximales
Element s* = max/.

Per Konstruktion ist damit / = [0, s*].

Wir zeigen nun s* = 1:

Angenommen, s* < 1, dann ist 2* := ¢(s*) € Q2 und es gibt ein R > 0, mit Kr(z*) C Q.
Die Mittelwerteigenschaft lautet nun

M= u(z) = — / u(€)dr

Wy 1
K (z*)

fir 0 <r <R.
Da M der Maximalwert von u auf € ist, gilt u(§) < M. Nimmt man nun an, diese

Ungleichung gilt fir ein n € 0K, (z*) echt (also u(n) < M), gilt diese auch in einer
Umgebung um 7 K.(n) C K,(z*) und man erhélt die Abschitzung

1
M = ar
[ w©
oK (z*)
1
= — / u(§)dl + / u(§) dl’
wnT N~ ~—~
K r(x*)\Ke(n) =M OKr(z*)NK:(n) <M
1
< — Mw,r" ' =M
Wnt"

also einen Widerspruch. Folglich gilt fiir alle € [0, R] u|sx,(z+) = M. Das heifit, u = M
gilt in einer Umgebung von z* = ¢(s*) im Widerspruch zur Definition von s*.

Insgesamt hat man damit gezeigt, daf fiir alle ¢ € Q)
u(y') =M,

und damit u konstant ist. Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme. |

Bemerkung II1.11 Sei 2 beschrdankt. Dann nimmt eine Funktion mit Mittelwerteigen-
schaft ihr Mazimum und ihr Minimum auf dem Rand OS2 an.

Beweis: Die Extrema werden auf dem Abschluss = QU 09 angenommen.
Wegen des Maximumprinzips entfillt das Innere von € als Kandidat fiir ein Extremum. Bl

Bemerkung II1.12 Sei Q) beschrdinkt. Stimmen zwei Funktionen mit Mittelwerteigen-
schaft auf O tiberein, so sind sie identisch.
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Beweis: w := u — v hat die Mittelwerteigenschaft und es gilt w = 0 auf 0€2. Wegen des
Maximumprinzips ist dann w = 0 auf €. |

Lemma II1.13 Harmonische Funktionen besitzen die Mittelwerteigenschaft.

Beweis: (durch den Hérer/Leser) |

Satz I11.14 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) w sei harmonisch im
Gebiet ) und nicht konstant. Dann existiert kein Mazimum und kein Minimum in €.

Satz III.15 (Eindeutigkeit) 2 sei beschrankt. Eine in Q harmonische Funktion nimmt
thr Mazimum und Minimum auf 02 an und ist durch die Werte auf 02 eindeutig be-
stimmdt.

Satz I11.16 (Poissonsche Integralformel) Sei ¢ € C°(0KR(y)) und n > 2.
Die Liosung der Randwertaufgabe

Au=0 auf Kr(y)
U= auf OKg(y)

st gegeben durch die Funktion

R? — |z —y|? / o(€)
Ruwy, ‘x_ﬂn ¢
OKRr(y)

u(z) =

die in C*(Kg(y)) N C°(Kr(y)) liegt.

Die Mittelwerteigenschaft setzt nur u € C°(Q) voraus.
Bereits gezeigt ist

Funktion harmonisch = Funktion hat MWE.

Erstaunlicherweise gilt auch die Umkehrung

Satz I11.17
Funktion hat MWE = Funktion harmonisch .

Beweis: Gegeben ist die Funktion v mit der Mittelwerteigenschaft. Wéhle nun z €
und R > 0, so dal Kg(z) C Q. Wegen der Poissonschen Integralformel gibt es eine
harmonische Funktion u mit

Au=0 auf Kpr(z)
=0 auf 0K g(z).
u besitzt damit auch die Mittelwerteigenschaft. Nach Bemerkung II1.12 ist dann v = v

auf Kg(z) und damit v harmonisch auf Kg(z).
Wegen der Beliebigkeit von Kg(x) ist v schlieBlich harmonisch auf ganz ). |



KAPITEL 11I. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 25

Satz I11.18 (Harnack) Sei uy,us,. .. eine Folge in Q) harmonischer Funktionen, die in
Q gleichmdf$ig konvergieren.
Dann ist w = lim ug harmonisch in Q.

k—o00

Bewels:
i) Esgilt ue C%Q).

ii) Aus der Harmonie der uy, folgt die Mittelwerteigenschaft:

. Y U, (f )
fme =l SR
OKRg(x)

dTe.

iii) Damit hat auch die Grenzfunktion die Mittelwerteigenschaft:

. / we

u%}%n—l

OKR(z)

iv) Geméf des vorhergehenden Satzes ist u damit auch harmonisch. [

III.4 Stetige Abhéingigkeit von den Randdaten

Im Rahmen der Aufgabe

Au=0 auf Q
U= auf 0f)

benutzen wir die Normen:

o Nl = suplu(z)
xT

o [l = sup|p(z)|
z€ON
Satz I11.19 Q sei beschrdnkt und
Aul = Aut! =0 auf Q,

sowie
u' = o' und u' = ' auf O9).

Dann gilt
lu" =ul < fle" ="l -
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1

Beweis: v := u! — u!! ist Losung von

Av =10 auf €2
v= — " auf 0€).

Das Maximumprinzip fiir v lautet
- H‘PI - <PHHOO <w(z) < Htpl — @IIHOO fiir alle z € Q.

Daraus folgt sofort |lv|| < ng" — cp”Hoo [

Satz I11.20
o () sei beschrdnkt.
e i, € C°00) seien Funktionen mit ||y — ¢, — 0 (k — 00).
e vy ist bestimmt durch
Au, =0 auf
U = Pk auf 0S2.
Dann konvergiert up, — u (k — o0) gleichmaf$ig auf Q0 und u lost

Au =0 auf €2
u=q auf 0.

II1.5 Poisson-Gleichung

Auf dem beschréankten Gebiet sei die Differentialgleichung
Au=f inQ

mit f € C°(Q) gegeben.
Fiir die Eindeutigkeit der Losung bendtigen wir Randdaten, etwa

u=¢ aufI' = 0.

Definition ITI1.21 v heifst klassische Lisung der Randwertaufgabe, wenn u € C%*(Q2) N
C°(Q) die Gleichungen punktweise erfiillt.

Die Losung des Randwertproblems wird im Allgemeinen nicht mehr die Mittelwerteigen-
schaft und das Maximumprinzip erfiillen.
Aber die Differenz zweier Losungen u; und wuy der Poisson-Gleichung

Aluy —up) = f - f=0

ist harmonisch und hat die beiden Eigennschaften. Damit folgt
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Satz 111.22 () sei beschrdnkt.
a) Die Lisung der Randwertaufgabe ist eindeutig bestimmi.
b) Sind u' und u!'! Lésungen der Poisson-Gleichung zu Randwerten o' und @', so
qgilt:

la* ="l < fle” = "]l

Beweis: Ubung [ |



Kapitel 1V

Variationsformulierungen

Eine Grundaufgabe der Variationsrechnung ist es, die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten in der Ebene R2zu finden.

dt

Bezeichnungen:

I =la,b
V ={¢l¢ € C'(I); ¢(a) = ¢, d(b) = d}
Vo = {¢lg € C'(I); ¢(a) = ¢(b) = 0}

Die Bogenlédnge zu ¢ € V ist gegeben durch

L(g) = / VIt (@@ P

Aufgabe: (Variationsproblem)
Gesucht ist u € V', so daf

Vo eV L(u) < L(¢). @

Annahme: Das Variationsproblem hat eine Losung v € V.
Mit beliebigem ¢ € V, und € € R gilt dann

L(u) < L(u + £¢)

28
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und mit der so definierten Funktion

L(e) := L(u +¢e0)

= L(0)=0
- U= d%/\/1+(ax(u+5¢))2dg;
| T o
1
| 2T+ Outed))? +2(0ptt + €0,0) D .

= / \/é@u - Oppdx

1

Eine notwendige Bedingung, die das Minimum wu erfiillen muss, ist also

Vo el : Ozu - Oppdr = 0. ©

Man kann nachrechnen, daf diese Bedingung nur von linearen Funktionen erfiillt wird.
(Ubung)
Nach dieser Rechnung gilt

Satz IV.1

W = ©

Umgekehrt gilt auch
Satz IV.2

© = @

Beweis: Durch eine geeignete Koordinatentransformation lasst sich das Minimierungspro-
blem auf den Fall

a 0, b 1
c 0, d 0

zuriickfithren.
Aus der Voraussetzung V) folgt nun

(Ubung).
Wir untersuchen die Differenz der Bogenlédnge einer beliebigen Funktion v € V' mit
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und der Losung von V) u:

1 1 1 1
L(v)—L(u):/\/1+v’2d:):—/\/1+u’2da::/\/1+v’2da:—/\/1+0d:):
0 0 0 0

1
1
> / Vide —1=0
0
Daraus ergibt sich unmittelbar L(v) > L(u) fiir beliebige v € V, als §0). [

Falls die Losung von (V) hinreichend glatt ist, gilt zusitzlich eine Differentialgleichung:

Satz IV.3 u € C*(I) sei Losung von(¥). Dann gilt auch

O*u = 0. ()

Ebenso gilt

© = O

IV.1 Variationsungleichungen

Es ist moglich, dafl die Losungsfunktion gewisse weitere Bedingungen erfiillen muss, dafl
sie zum Beispiel oberhalb eines gegebenen Hindernisses verlaufen muss:

IR EEE

ARERRIRN

Kontaktflache
— —

ANRRRRRRNARAARNY

\

IV.1.1 Minimumsuche (eindimensional) unter Invervallrestrik-
tion

f(x)

f sei stetig differenzierbar.
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f(x)

Fallunterscheidung (auch fiir Minima am Rand, siehe Skizze)
e W< fl@) ¥ zelat] ~ fla)>0
« JO)< @) ¥ zelad A~ f(B)<O
« fx) < flx) ¥ welall A fle)=0

kompakte Schreibweise: f'(zg) - (x —x9) >0 Vz
Das ist notwendige Bedingung fiir eine Minimalstelle xq auf einem Intervall.

IV.1.2 Minimierung auf konvexer Menge K C R"

fir f: K =R
gesucht: zg mit f(zg) < f(x) V z€ K
Betrachte F(¢) = f(zo + £(z — x9)) (Abbildung).

Aus dem eindimensionalen Fall ist bekannt:

iF(s) e>0 V >0
de e=0
= Vf(zo)(x—209)-e>0 V >0

= Vf(xg)(x —x9) >0

Das Beispielproblem vom Beginn des Kapitels léss sich abwandeln: Nun wird die kiirzeste
Verbingslinie zwischen zwei Punkten gesucht, jedoch darf ein vorgegebener durch v (x)
gegebener Bereich der Ebene nicht durchlaufen werden.
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Nun muss also das Funktional

Lm=/¢uwwmx

auf der Menge
K={¢eVl|p =1}

minimiert werden.

Bemerkung IV.4 K st eine konvere Menge:
Mit vi,v0 € K und 0 < o <1 gilt

avi + (1 = a)va > arp + (1 — a)yp = ¢,
also avy + (1 — a)vy € K.

Betrachte
L(g) == Llu+e(p —u)).
Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum im eindimensionalen Fall ist

d
dEE(a) B >0

Ausrechnen liefert:

1
——————(20,u) - O, (¢ —u)dx - >0 Vo € K
/2 g (20 0u(6 w2 e
1
= [ ——0,u- 0. (p—u)dx >0 VopeK
/ S .
Schreibweisen:
(fiir v,w e V)
(v,w):/v(:c) w(z)dx
T
(v, w) / L o00,uwd
a(v,w) = | ——=0,vo,wdx
) V14 (v)?
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Damit schreibt man die Distanz-Aufgaben variationell als
ueV: VYoeVy a(u,¢)=0

bzw.
ueK: VoeK a(u,¢—u)=0.

Die natiirliche Erweiterung von

1
—0, Oy
14 (Opu)?
unter der Vereinfachung
—0, - 1-0,u
in zwei Dimensionen lautet
—Au.

So gelangt man zur variationellen Formulierung des Poisson-Problems.

IV.2 Poisson-Problem

Rechengebiet Q0 C R?, beschréinkt (meistens (0, 1)?)
Betrachte Aufgabe: min (% [(Vu)*de — [ f - udx)
Q Q

mit u = u(a?), .f = f(ZL'), T = (1’1,1’2) €
fiu:Q—R Vu = (0, u, Op,u)
Suche die Losung von §1) in

33

V = {p|p ist stetig auf Q, 0, p, 0., sind stiickweise stetig und beschriankt, o = 0 auf 0 }

Satz IV.5 (Greensche Formel) Fir hinreichend glatte Funktionen v, w gilt

/Vvadx = —/vAwdx+/v@nwdF

Q Q oN

mit A = (02 + 02,) und d,w = Vw -n (Mit dem Normalenvektor n, siehe Abbildung).

[Analogon zur partiellen Integration]

n{



KAPITEL 1V. VARIATIONSFORMULIERUNGEN 34

Beweis: Benutze Divergenzsatz in 2D fiir vektorwertige Funtkionen. (Ubungsaufgabe)
Klassisches Poisson-Problem

—Au = f auf Q D)
u = 0 auf 092

Satz IV.6 Analog zum eindimensionalen Fall gilt

©=u

Beweis: Benutze die Greensche Formel. [ |
Betrachte die variationelle Formulierung:
a(u, ) = (f,0) V peV ©

mit a(v, w) := (Vo,Vw), v,w eV und (v,w):= [v-wdz, v,weV
0

Satz IV.7 (1) & W)

Beweis: Variationsrechnung [

IV.3 Sobolev-Raume

IV.3.0 Fahrplan/Ubersicht

e Wir haben gezeigt:
Eine Losung u € C*(Q2) von —Au = f erfiillt die variationelle Formulierung

/Vu-Vapdx:/f-cpdx Vi € C3(R).
Q Q

e Die Bilinearform

a(u, @) = /Vu -Vdz
Q
ist ein Skalarprodukt auf C7 ().

e a(-,-) induziert eine Metrik durch ,,\/a(v,v)“ .

e Die Vervollstéindigung von CJ(€2) unter dieser Metrik ist somit per Konstruktion
ein Hilbertraum, der spiter mit W,(Q) bezeichnet wird.
Vervollstéindigung meint dabei die Hinzunahme der Grenzwerte aller Cauchy-

Folgen in C}(Q) beziiglich der Metrik ,,v/a(v,v)* .

Fiir (geeignetes) gegebenes f legt man durch

F(@):I/fwodx
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ein beschriinktes lineares Funktional auf W, ?(Q) fest.
Der Riesz’sche Darstellungssatz (,, Funktionale kénnen auch mit Hilfe des Skalarproduktes
dargestellt werden. “ ) garantiert dann die Existenz eines u € Wol ’2(9), so daf3

u ist also Losung von

a(u, p) = Q/f - pdz.

Im Folgenden sollen nun die Sobolev-Réaume
WhP(Q)  und  WEP(Q)

eingefiithrt werden.

IV.3.1 [P-Raume

) C R™ sei dabei ein beschranktes Gebiet.
Mit p > 0 ist festgelegt:

LP(Q2) := {p|p ist messbar und |p|? ist Lebesgue-integrierbar}

LP ist ein Banach-Raum mit Norm

1/p

ll, i = el = /WWx
Q

Fiir p = oo definiert man
||u||oo;Q = ||u||Loo(Q) = s1£12p|u|.

Unter anderem gilt fir 1/p+1/¢ =1 und u € LP(Q2), v € LI(Q2) die Holder-Ungleichung

/uwmznwAwm

Q

Weiterhin ist L?(€) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /u -vdzx.
Q
IV.3.2 Approximation durch glatte Funktionen
Definition IV.8 Definiere

LP

loc

(©2) = {plp € LP(Q)VQ cC Q}

[ CC Q bedeutet, dafi 2 kompakt in 2 enthalten ist.]
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Sei weiterhin p € C*°(R™), p > 0 mit p = 0 auflerhalb der Einheitskugel B;(0) mit

/pd:c: 1.

p wird haufig als Glattungsfunktion (engl. mollifier) bezeichnet.

Beispiel:
1.
o= { e l(ms) st
0 lz| > 1

mit ¢ so gewéhlt, dafl [ p =1 erfiillt ist.
Fiir u € L, () und h > 0 bezeichnet man die Regularisierung von v mit wuy,, definiert

up(x) = h‘"/p (x—;y) u(y)dy,

durch die Faltung

falls h < dist(z, 09).

Bemerkung IV.9
up, € C(Q) V' ccQ

und h < dist(Y, 092).

Special feature:
up, approximiert v fiir A — 0 und zwar in der Topologie des Raumes, in dem u liegt:

Lemma IV.10 Seiu € C°(). Dann konvergiert u;, gleichmdf$ig gegen u fiir alle Q' CC
Q.

Beweis: Es gilt

lz—y|<h
= / p(z)u(x — hz)dz
EES!
und weiter mit ' CC Q und 2h < dist(', 09Q)
suplu — uy| < sup / p(2)|u(z) — u(z — hz)|dz
Q/

ze)
|2]<1

=< supsup |u(z) — u(z — hz)]|.
zeQ|z|<1

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von u auf der Menge
By () = {z|dist(x, ) < h}

konvergiert u;, auf Q' gleichméfig gegen u. |
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Lemma IV.11 Sei v € L},
L? (Q) (und auch LP()).

loc

(Q), p < oo. Dann konvergiert u, gegen w im Sinne von

Beweis: Die Holder-Ungleichung liefert

lun(@)[” < [ p(2)|u(z — hz)["dz,

|z]<1

so dal wegen €' CC Q und mit 2h < dist(€2', 09Q) gilt:

/|uh|pdaj < / / 2)|u(z — hz)|Pdzdx

Q' |z]<1
= / z /\u x — hz)|Pdxdz
|2]<1
/ / |u|Pdxdz
l2]<1 B o)
< / |u|Pdzx.
Br (&)

Dabei ist wie oben Bj,(Q') = {z|dist(x, ') < h}. Diese Ungleichung lésst sich mit " =
By,(€2) schreiben als
||uh||LP(Q’) < ||u||LP(Q”)‘ (Iv.1)

Nun wird Lemma IV.10 angewendet, dazu seien € > 0 und w € C°(Q) mit
||u — w||Lp(QH) < g, (IVQ)

wobei Q" = By/(Q) und 20" < dist(€?',092). Lemma IV.10 sagt nun aus, daf fiir hinrei-
chend kleines h
Hw - whHLP(Q/) <e (IV.3)

ist. Nun kann man den Ausdruck |[u — up|| 5 durch Einfiigen geeigneter Nullen abschétzen:

Ju— uhHLP(Q’) < flu— wHLP(Q’) + flw - whHLP(Q/) + flun — whHLP(Q/)

<ete+te=3e

Dabei wurde der erste Term durch Ungleichung (IV.2) abgeschétzt, der zweite durch Un-
gleichung (IV.3) und der dritte durch (IV.1) angewandt auf v — w. Also konvergiert wuy,
gegen u in L] ().

Die Konvergenz in beziiglich LP(2) erhélt man, wenn man u auflerhalb von Q auf null

setzt und das Bewiesene auf L7 (R™) anwendet. [
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IV.3.3 Schwache Ableitungen

Definition IV.12 Sei u lokal integrierbar auf Q) und o ein beliebiger Multiindezx. Dann
heifst eine lokal integrierbare Funktion v die a-te schwache Ableitung, von u, falls fir

alle ¢ € C1) gy
/ap vdx = (—=1) /uDo‘cpdx.

Q Q

Wir schreiben
v = D%.

Definition IV.13 Der lineare Raum der K mal schwach differenzierbaren Funktionen
erhdlt die Bezeichung
WE(Q).

Bemerkung: C¥(Q) Cc WE(Q)

Lemma IV.14 Es seiu € L}, .(Q) und der Multiindexr o gegeben und es existiere D*u.

loc

Fiir h < dist(z,0Q) gilt dann
D%y () = (Du)p(z),
das heifst die Ableitung der Regularisierung ist gleich der Regularisierung der Ableitung.

Beweis: Differentiation unter dem Integral ergibt

Doufa) =" [ D2p (“5 1) utudy
= (—1)“'h‘"/D§},0 (z - y) u(y)dy

= ‘"/p <x;y) Du(y)dy

— (D°u)u(a).

Satz IV.15 Seien u,v € L}, .(Q) v ist genau dann die a-te schwache Ableitung von u

loc
v=D% (schwach),

wenn eine Folge {um }men C C(Q) mit u,, — u in L,

(Q) und D*u,, — v in L} ().

Beweis: Via Lemma Lemma IV.11, Lemma IV.14 und Definition der schwachen Ableitung.
Richtig aufschreiben als Ubung. |
Dieser Satz liefert eine dquivalente Charakterisierung von schwacher Ableitung:

Schwache Ableitung als Grenzwert einer Folge von klassisch differenzierbaren Funktionen.
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IV.3.4 Die WFEP-Riume

Fiir p > 1 und k > 0 erklart man

WHhP(Q) == {u € WH(Q); D*u € LP(Q),|a| < k}

sowie
1/p
fulley = llroey = [ 3 1D"ups
o lal<k
bzw.
Jull, = 3 10l
|| <k

Bemerkung IV.16 WP ist vollstindig.

WyP(€) bezeichnet den Abschluss von C¥() in WH»(1).
Spezialfall: p = 2
WH2(Q) und W*(Q) sind Hilbertriume mit dem Skalarprodukt

(u,v) = Z D%uD%v | dx.
o \lol<k
Bezeichungen: H*(Q) bzw. HE(Q).
Satz IV.17 C*>(Q) N WkP(Q) liegt dicht in WkP(Q).

Beweis: Globalisierung von Lemma IV.11 und Lemma IV.14.
Die geeignete Formulierung des Poisson-Problems lautet:

we€ Hy(Q): Vo€ Hi Q) /Vu-Vgpd:)s:/f-gpdx
Q Q

oder abstrakter
weV: YoeV alu,@)=(f¢)

mit
a(u, o) = (Vu, Vo)
und V = Hy(Q)

IV.4 Abstrakte Formulierung

Abstrakter Rahmen:

e I/ ein Hilbertraum

39
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e (-,)y zugehoriges Skalarprodukt

|-l = +/(-, )y zugehorige Norm

e a(-,-) eine Bilinearform auf V x V

e [(-) eine Linearform auf V' (bisher immer ,L(-) = (f,-)*)

Variationelle Formulierung:

ueV: alu,p)=Llp) V peV )
Voraussetzungen:

a(-,-) ist symmetrisch

) a(:

Vii) a(,-) ist stetig: |a(v,w)| < c|jv|ly - [Jw]ly, ¥V v,w€V, ¢>0
) a(-,-) ist V-elliptisch: a(v,v) > « ||v||%/ V veV, a>0
)

L(-) ist stetig: |[L(v)| < Afjvll,, V veV, A>0

Satz IV.18 (Existenzsatz) Angenommen, es gelten die Bedingungen V i) bis V iv),
dann ezistiert genau eine Lisung u € V von (V) mit der Stabilititsabschitzung

lully < =

Beweis:

i) Eindeutigkeit
Annahme: 3 wuy,us € V, uq, us 1<'jsen@

a(ur, ) = L(p)
a(uz, ¢) = L(p)
= a(u; —ug, ) =0

Wihle o = u; —us @ alu; — ug,ug —ug) =0
Benutze V iii): o |ju; — ugl? < a(uy — ug, uy — ug) =0
= U —uy =20

ii) Existenz
Idee: Reduziere V) auf ein Fixpunktproblem

Rieszscher Darstellungssatz:
3 A€ L(V,V) :=Lineare Abbildungen, stetig von V nach V und ein [ € V| so da8}

a(u,v) = (Au,v)y Yu,v €V
Lw)=(l,v)y YveV
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Betrachte ():

Bretrachte w, : V' — V mit w,(v) = v — p(Av — 1)
Abschétzung von

lwp(v1) = w,(v2) 3 = lvr = p(Avy = 1) = va + p(Avy — DI},
= (v1 — pAvy — (v2 — pAvy), v1 — vy — p(Avy — Avy)),,
= (v1 — V2,01 — v2)v — 2p (A(v1 — v2), 01 — v2)y, +
+ 0 (Ao = va), A(v1 = v2))y,
= [lor = valy, = 2pa (o1 — va,v1 — v3) +p* [ A(v1 — w)I},

-~

>allvi—v2 |3, V iii)

< lor = vally, = 2pa [l = wally + P* A lon = wall5,
= (1 =2pa+ p* | A]l7,) llor — wally,
Jetzt , Kurvendiskussion® fiir (1 — 2pa + p* || A|l%)
Bedingung dafiir, dafl w, eine Kontraktionsabbildung ist:
1—2ap+p* Al < 1
d. b p(p) = —p2a —||A]} p) <0
= >0 A < 2a
p p<—s
1Al

= w, ist fiir solche p eine Kontraktionsabbildung

wy(v) = v — p(Av — 1)
~  dein Fixpunkt
~ es gibt eine Losung von ()

iii) Stabilitatsabschitzung
Wiihle ¢ = u in ) und benutze ,,V-elliptisch“ (V iii)) und die Stetigkeit von L (V

iv))

V i)

@ V iv)
allully, < alu,u) = L) < Al

-

& Jully <2

Bemerkung: Der Beweis gilt auch fiir eine unsymmetrische Form af(,-).
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Abstraktes Minimierungsproblem
Finde u € V, so daf§

Flu)<F(p) V ¢eV
gilt, mit

1
F(p) = 5ale,9) = L(y)
Satz IV.19 ) < (1)
Beweis: Ubung

IV.5 Diskretisierung

ueV: alu,p)=Llp) V eV
up € Vi, - a(uh,gp) :L(QO) i Y e V,CcV
Vi, = <901,---790N>

N
peV,: SOIZOQS% a; €R
=1

N
r~ Za’(gpjaﬁpz)xj:L(sz)g i1=1,...,N

j=1
~ Matrixform Az =b, AeRYY. z beRY
Ay = alej, i), b= L(y) (Reihenfolge der Indizes!)

Satz IV.20 Es gelte Vi) - V iv), dann ist A symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Ubung

Satz IV.21 Es gelte Vi) - V iv), dann gilt

A
< =
Jually < =

(kein Stabilitdtsverlust)

Beweis: Ubung

Satz IV.22 c
||“_UhHV§a||“_SOHV V peV,CV

42
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IV.6 Variationsungleichungen

Problem:
alu,p—u)>Llg—u) V pe KCV

K ist abgeschlossen und konvex.
(Variationsungleichung 1. Art)

Lemma IV.23 K CV sei abgeschlossen und konvex. Dann gilt

V zeV 3 yek, sodaf ||z—yl|= inf|z—¢|
peK

Der Punkt y heifit Projektion von x auf die Menge K : y = Pk(x)

Beweis:

i) ,,Es gibt ein y“
Sei ¢y eine ,Minimalfolge® | d. h. klim lox — || =d = in}f{ llp — z|]
—00 we

Durch Ausmultiplizieren verifiziert man

2

1
r— < (pr+ 1)

lor = @ill* = 2|z — @il* + 2 |lo — @]l — 4
2

Da K konvex:

2

1 1
serte) e K~ d? < T =5k — 1)

= en—allP <2z — el 2]l — o] —4?

—d? —d?

Somit ist ||¢r — @] — 0.
k,l—o0

Da V vollstandig ist und K abgeschlossen
d ye K mit klimcpk:y
Wegen der Stetigkeit der Norm ||z — y|| = klim |l — || = d

ii) ,,Eindeutigkeit von y*
Seien y1,yo € K mit ||z — y1|| = ||z — we|| = 121f< 1z — o|. Analog zu i):
)

lyr — voll* < 2llz — il + 2|z — gol|* — 4d® < 0
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Satz IV.24 Sei K C V abgeschlossen und konvexr. Dann gilt y = Pk(x) genau dann,
wenn gilt:
yeK: (y—z,p—y)>0 V 9K

Beweis:
,=rrxeVundy=Pg(r) e K
K ist konvex: (1 —t)yy+top=y+tlp—y e K,0<t<1
Betrachte
o(t) = llz —y — tle — )|’
= |l —yl* =2tz —y, 0 —y) + * o =yl

¢(t) nimmt bei ¢ = 0 das Minimum an

= ¢/(0)=0

& —2r-ye-y

& (T—y,p—y)

& (Y-—z.9-y)
»,<="“: Wihlte ¢ € K beliebig aber fest:

>0

IV INA
o o —

0<(y—x,0—y)
=Wy-—z(p—2)+(r—-y))
=y-—zr—y)+{y—z,¢—2)
=—lly—zl’+ @y —=z¢—2)
= ly—zl* <lly— =l [l — |
= lly—z<le—z] V pek

Korollar IV.25 Sei K C V' abgeschlossen und konvex. Dann ist Px nicht-expansiv:
|Px(z) = Pr(@)]| < [z —2'|| ¥V 2,2"€V

Beweis: Gegeben seien z,2' € V. y = Pg(x), ¥y = Px(2')
yeEK: (yo—y)=(xp—y) V 9K

yeK: (Yo—y)=(@.p—y) V peK

1. Ungleichung: ¢ = 3/; 2. Ungleichung: ¢ =y
,Addition* :

<(z—ay—y)
< lz =" ly = ¥/I
< [lz — 2|

ly—v1?=Ww—v,y—y)

sy =y
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Satz IV.26 Das Problem

alu,p—u) > Llp—u) V peK
hat eine eindeutige Losung.

Bewels:

i) Eindeutigkeit

Testen mit ¢ = uy bzw. ¢ = u; und Addition:

, Vi)
allu; —usl]” < alug —ug,us — uy

<0
= ||U1—U2|| <0

~—

ii) Existenz
Mit dem Rieszschen Darstellungssatz

a(u,v) = (Au,v) ¥V u,veV
Lwv)=(v) ¥V veV

ergibt sich

(Au, o —u) > (1,0 — u) V peK
& (—(Au—=1),p—u) <0
< (u—pAu—=1)) —u,po—u) <0 V p>0

Dies ist nach Satz IV.24 dquivalent zu u = Pk (u — p(Au —1)).
Betrachte w,(v) = Pk (v — p(Av — 1))
Seien vy, v € V

[wp(v1) — wp(U2)H2 < o1 — Uz||2 + 07 || Alvr — U2)||2 = 2pa(vy — v, v1 — v2)
(Pg nicht expansiv)
< (1= 2pa+ p* [|AI°) or = o’

2a

A%
Kontraktion ~ Fixpunkt ~ Fixpunkt ist Losung.

~ w, ist eine Kontraktion, falls 0 < p < gilt.

45
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IV.7 Lineare Funktionale

Bezeichnung: X und Y seien normierte R-Vektorrdume.
Wir untersuchen lineare Operatoren

T: X =Y,
das heifit lineare, stetige Abbildungen von X nach Y.
Lemma IV.27 Ist T : X — Y linear, so sind dquivalent:
i) T ist stetig.
ii) T ist stetig in xo fir ein xy € X.

wi)  sup ||Tx|y < oo
ll=llx <1

w) Je>0mit ||Tx|y <cllz||y YVrelX
[ohne Beweis]
Definition IV.28 (Stetige (oder beschrinkte) Operatoren)
L(X,)Y):={T: X = Y|T ist stetig und linear}
Die Operatornorm von T'ist die kleinste Zahl mit | Txlly < T pxy 2]

TN pxyy = sup [Ty

llzll x <1

Definition IV.29

i) X' := L(X,R) ist der Dualraum von X. Elemente von X' heifien lineare Funktio-
nale.

ii) FirTe L(X,Y) ist
NT)={zeX|[Tx=0€Y}

der Nullraum wvon T'.
Bemerkung IV.30 N(T) ist ein abgeschlossener Unterraum

Rechnung:

i) (Abgeschlossenheit)
Betrachte =y — x fiir k — oo, x € N(T'), x € X. Wegen der Stetigkeit von T" folgt

lim T'(x) =0 =T(z).

k—o0

Dies aber bedeutet, © € N(T).
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ii) (Unterraum)
Seien x1, 9 € N(T), dann gilt

T(S(Il + LL’Q) = T(Slfl) + T(SL’Q) =0+0=0.

Satz IV.31 (Rieszscher Darstellungssatz) X sei ein Hilbertraum.
Die Abbildung

J: X=X

r— (,x)x
ist ein linearer Isomorphismus.

Beweis:

i) J ist linear:

J(l’l) + J(LL’Q) = (',LL’l)X + (',SL’Q)X = (',LL’l —|—LL’2)X = J(S(Il —|—LL’2)

i) J(z) e X"

(@) ()] = (y, 2)x < [l |yl
= HSlnlgllJ(x)(y)l < flzllx < o0
= 1 (@) < Nzl

iii) J ist injektiv: Betrachte dazu ’J(m) (H—;')‘ = (ﬁ”g’;ﬁ) = ||z,
also ist [|J(x)||y, > ||x], das heiBit

x#0 = J(x)#£0,

der Nullraum enthélt also nur die Null.
Randbemerkung: Aus ii) und iii) folgt: Die Abbildung J ist eine Isometrie:

1T @) = NIl -

iv) J ist surjektiv:
Beweisstruktur: Konstruiere zu gegebenem 0 # zf, € X’ ein w € X mit

Vee X: zp(z) = (z,w)x.

[Vorschau: :”0”2 tut’s.]

llzo
P bezeichne die Projektion auf den abgeschlossenen Unterraum N (z).
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Wiéhle e € X mit xj(e) = 1.
Setze xq = e — Pe. Es gilt

zo(wo) = xp(e) — xp(Pe) =1-0=1,
also insbesondere zy # 0. Wendet man Satz IV.24, also
Voe K: (Pr—ux,0— Pz)>0,
an, ergibt sich
Vy € N(zg) (§— Pe,xg)x = (§— Pe,e — Pe)x <0
Mit y, Pe € N(xj) enthélt der Nullraum auch Summe und Differenz der beiden:
g=y+Pee N(zy) und §=y— Pee N(z).
Die obigen Ungleichungen lauten dann
(y,z0)x <0 bzw. (—y,z9)x <0,
woraus sich ergibt
Vy € N(xp) - (y,20) = 0. (%)
Fiir beliebige x € X ist x = x — z((x)xo + z{(x)zo Wegen

th(a — ah(x)x0) = ah(x) — zh(x) Th(xs) = 0
7

(z,20)x = (x — 2(2) w0 +xy(T)T0, T0) X

EN(zh)
= (25(x)z0, 20) x, wegen ()

— a(2) ||a:o||
7 - ( a0l )

=J

(H:con )< )
[ |
L(v) = (1,v)
a(u,v) = (Au,v), a(o, w) < e o]l o]

a(x,-) ist lineares beschranktes Funktional.

Riesz: a(x,-) = (Z,-) = (Ax, ")
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IV.8 Diskretisierung

ueV: alu,p)=Llp) V eV
up € Vi, - a(uh,gp) :L(QO) i Y e Vi, CcV
Vi, = <901,---790N>

N
peV,: SOZZCW%, a; €R
i=1

N
up € Vj uh:ijgoj, r; €R
j=1

a(up, ;) = L(y;i), i=1,...,N

r~ Za’(gpjaﬁpz)xj:L(sz)g i1=1,...,N

7j=1
~ Matrixform Az =b, AeRYN. zbeRY
Ay = alej, i), b= L(y) (Reihenfolge der Indizes!)

Satz IV.32 Es gelte Vi) - Viv), dann ist A symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Ubung |

Satz IV.33 Es gelte Vi) - Viv), dann gilt

A
< —
Jually < =

(kein Stabilititsverlust)

Beweis: Ubung |

Satz IV.34 c
||“_UhHV§a||“_SOHV V peV,CV



Kapitel V

Differentialgleichungssysteme

V.1 Wie fliefit Honig?

Beschreibung einer inkompressiblen (keine Dichtednderung), zdhen Fliissigkeit durch
Stokes-Gleichungen in einem n-dimensionalen Korper  (n = 2).

—Auq (21, x9) + Op, p(T1,22) =
—AUQ(ZL'l, {L‘Q) + axgp@l» xZ)
Oy U1 (21, T2) + Opyua (21, T2) =

(71, 72)

fi
fg(l'l,l'g) aqu
0

Dabei ist u; : 2 — R die Geschwindigkeitskomponente in Richtung x;.

(ul) =u: OQ—R
Usg

bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld.
p: ) — R ist der gesuchte Druck.
Als Randbedingungen betrachten wir

uw=uy auf 0.
Kompakt geschrieben lautet die Aufgabe (mit f = (f1, f2)7)
—Au+Vp=f auf
divu=0 auf €2
U = g auf 0€.

Bemerkung V.1 (Vertriglichkeitsbedingung an wg) ug kann nicht beliebig vorgege-
ben werden.

Nach dem Gaufischen Integralsatz gilt:

/uo-ndF:/u-ndF:/divudx:0.
—

a0 a0 Q =0

Im folgenden betrachten wir zunéchst den Fall

UOZO.

20
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Bemerkung V.2 (Drucknormierung) Der Druck p ist nur bis auf eine additive Kon-
stante bestimmt. Er wird in der Regel eindeutig festgelegt durch

/pdx = 0.
Q

(Druckmittelwert ist Null.)

V.1.1 Variationelle Formulierung

Wir setzen

V = (H;(Q))*

Q= qELz(Q)I/quZO

Q

Durch Testen von —Au + Vp = f mit ¢ € V:

und anschlieBender partieller Integration gelangt man zu der
Aufgabe: Finde (u,p) € V x @, so dafl

(Vu, V) — (p,div @) = (f,») VoeV
(div u, q) =0 VgeQ (V.1)
Stabilit:it

Satz V.3 (Babuska-Brezzi-Bedingung, BBB) Fulls Q0 beschrinkt ist und Q € C%!,
das heifit der Rand von  lisst sich lokal durch eine Lipschitz-stetige Parametrisierung
darstellen, dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dafs fir beliebige q € Q gilt

(div ¢, q)

> cllqll
eV ||90H1 0

Beweis: Via viel Literatur. [ |

Satz V.4 Es qilt die natiirliche Stabilitdtsabschditzung

lully +Iplly < Co- 1£1 -

mit

17l = sup! 22!

eev el
(Geschwindigkeitskontrolle)
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Beweis:
i) Mit der Wahl ¢ = v und ¢ = p und Addition der beiden Gleichungen ergibt sich:

(Vu, Vu) — (p,div u) (f,u)

+(div u, p) +0
und weiter
(f,u)
ull? = ]
! Ik 1 !
I(f, o)l
< sup ||u||1
weV ||‘P||1
= ull, < 111

ii) Kontrolle des Drucks:
Benutze die Babuska-Brezzi-Bedingung:

di
el < sup P ?)
eev el
= sup(vu’ Vo) = (J,¢) (Stokes-Gleichung)
peV el

< sVl 19l = ()
peV el
< el +supld2)
weV ||‘P||1
<cllull, + 1 £1l
<C|fll_ ( wegen i))

(Aquivalenz von IVelly und [j¢]|;)

i) und ii) ergeben zusammen die Behauptung. [

Bemerkung V.5 Die Stabilititsbedingung BBB spiegelt ein Zueinanderpassen der Raume
V und Q wieder. Dies muss auch bei der Diskretisierung beriicksichtigt werden.

Betrachte ein Galerkin-Verfahren:. ..

Die variationelle Formulierung des Stokes-Problems (V.1) ldsst sich auch schreiben als

a(u, p) + b(p,p) = (f,9) VpeV
b(u, q) =0 Vg € Q,
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dabei sind

V= (H;(9))*

Q=1q€eL* Q) [ q¢=0
/

CL(U, QO) (Vu, VQO) = (Vul, Vgol) + (VUQ, VQOQ)
(e, q) = (div ¢, q).

Damit lautet die Babuska-Brezzi-Bedingung;:

b
de >0 supM > cllqllg -

eev ll#lly

Diese impliziert die Stabilitdtsabschitzung

lully + llpllo < 11A11 - -

V.2 Sattelpunktprobleme

Aufgabe: Variationsprobleme mit Nebenbedingungen
Bezeichungen: X, M Hilbertrdume
a: XxX—-=R
b: X xM—R
X', M’ Dualrdume zu X und M
entsprechende Paarungen werden mit (-, -) bezeichnet
Weiterhin gegeben f € X', ¢ge& M’
Problem: Gesucht wird in X das Minimum von

J(w) = Sa(u,u) — (f.u) (PM)
unter der Nebenbedingung b(u,q) = (g,q) V q€ M
(Bezug zu Anwendung: u ~ o)
Umformulierung: Betrachte die Lagrange-Funktion

stetige Bilinearformen

L(u, A) = J(u) + [b(u, A) = (g, A)]
Dies fiihrt auf das Sattelpunktproblem: (vgl. Ubung)

Gesucht wird (u, A) € X x M mit
a(u, ) +b(p, A) =(f.9)  V peX (PS)
b(u,q) =(g,q) ¥V qeM
Fiir jede Losung (u, A) von (PS) kann man die ,,Sattelpunkteigenschaft

L(u,q) < L(u,A) < L(p,A)

nachrechnen. (vgl. Ubung)
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Beispiel V.6 Betrachte das Randwertproblem
—Au=f auf §2
u=gqg auf 0S.
Mit X = H(Q) und M = Ly(09) Definiere:

alu, p) := /Vquod:c
(ohi= [ 1-pda=(0)

b(p,q) = /s@ - qdl’

o0
(9,q) = /quF
o0
Nebenbedingung:
/uqu:/g~qu Vqe M
o9 o0
Beispiel V.7 Erneut
—Au=f auf €2
u=20 auf 0S).
Substitution: o=Vu (Spannung o)
Dies fiihrt auf das System
o=Vu
diveo=—f auf €2
u=20 auf OS2
Wir testen:

(o,7) = (Vu,T) V 1€ Ly(Q)
(divo,p)=(=f¢) ¥V p€H(Q)
Partielle Integration:
(o,7) — (Vu,7) =0 V 7€ Ly(Q)?
—(0, Vo) ==(f.v) ¥ weH(Q)
In diesem Beispiel: u ~ o; A ~u
X =(L2(2)?, M= H(Q)

a(o,7) = (0,7) = f{(017‘1 + 0970)dx

b(Tv 4,0) = _(7—7 VQO)
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V.2.1 Losbarkeit von Sattelpunktproblemen

Analyse fiir den endlichdimensionalen Fall:

Betrachte: I ( p BT) (u) b <f) 1 v
omi\B 0 J\A) ym \g) jm ’

—~ N~

n m

Zeilen von B seien linear unabhiéingig. (Keine doppelte Nebenbedingung)
Wir hatten bereits als notwendige Bedingung;:

n>m.
Bemerkung V.8
a) Unter den Voraussetzungen

i) A ist invertierbar,
ii) S := BA™1BT ist invertierbar,

ist das System (V.2) eindeutig lGsbar.

b) Notwendige Bedingung fiir die Invertierbarkeit von S ist die Injektivitit von BT,
Beweis:

a) Die erste Zeile von (V.2) ldsst sich nach u auflosen:

Au+ BT\ = f
Su = AYf - BT
und in die zweite Zeile einsetzen:
Bu=g
& BA™'f—A'BTX) =4
& (BA'BY) X=BA'f—g

—_—

=:S5, Schurkomplement

Nach Voraussetzung ii) ist damit A eindeutig bestimmt und dann auch u.

b) Wenn schon BT nicht injektiv ist, kann es S auch nicht mehr sein. |

Bemerkung V.9 ACHTUNG: Die Invertierbarkeit von A ist keine notwendige Voraus-
setzung zur Losbarkeit von (V.2). Betrachte hierzu

1 —-1/1
c=| -1 1|1
1 110

Hier ist det C' = —4 #£ 0.
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Bemerkung V.10 Fulls A nicht invertierbar ist, kann man alternativ wie folgt vorgehen:
i) Multipliziere die zweite Zeile in (V.2) mit BT :
BTBu = BYy.

ii) Addition zur ersten Zeile:

(A + éBTB J%T) (1;) _ (f +gBTg) .

Anwendung auf Beispiel der vorherigen Bemerkung:
vy (1 11
BB - (1) (1.1) = (1 1)

2
0
1

Das System lautet dann

01

211 :0)
110

m

Frage: Wieviel Invertierbarkeit braucht man fiir A?

Was weifl man tiber B?

e BER™"™ n>m

e B hat maximalen Rang = Rang B =m

e B:R" — R™
Betrachte
Z =Kem B={reR"Vy e R" (Bzx,y) =0}
R'=Zt®Z
B ist ein Isomorphismus auf Z+:
B:Zt - R™,
der sich darstellen lasst als B
B = (B,0)

mit B € R™™ und B existiert. A hat dann die Darstellung
A= (AJ_J_ Am) 7
Aor Aoo

also hat man insgesamt

Al A B
C=1A4. Ap 0
B 0 0

Bund B’ sind per Konstruktion invertierbar.
Falls zusétzlich Agyy invertierbar ist, ist das gesamte System invertierbar.
Es gilt also
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Satz V.11 Fulls
A: Z— AZ)

ein Isomorphismus ist, ist C invertierbar.

Lemma V.12
(Bz,y) Bzt —R"
n. > . . :
Vy € R xseigi zf| = Ayl st ein Isomorphismus.
Bewels:
e (&)

Vy € R™3z € Z+ mit y = Bz
(Ba,y) _ Iyl _ vl
[yl ezl 1Byl

[yl 1

— Byl 1Bl

e (=) Angenommen, B wire kein Isomorphismus von Z+ — R™, dann wiire B nicht
surjektiv (B ist per Konstruktion injektiv), also gébe es ein y € R™, so dafl

VeeZ+: Bx#y
= Bz € {y}*
= Jy:Vz (Bz,y)=0

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Abschitzung. [
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Satz V.13 Durch (PS) wird ein Isomorphismus L : X x M — X' x M’ erkldrt, wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Die Bilinearform a ist elliptisch auf dem Raum Z = {v € X|b(v,q) =0 Vq € M},
also a(v,v) > a|l||* firve Z c X und o > 0

b
i) |3 8>0 mitinfsup (v.9)
gemvex ||V [q]]

>

V.2.2 Laplace-Gleichung als gemischtes Problem

Au=—f auf ()
uw=0 auf 0

,formales System* :

c=Vu u: ) —R

div o = 0;,01 + 0p,00 = — f 0‘:(21)’ 0, Q1 —R
2
Variationeller Ansatz:
(o,7) — (Vu,7) =0 V7
(divo,p) = (=f,p) Vo

Primal-gemischte Formulierung
Gesucht ist (o,u) € Ly(Q)* x H}(Q), so daB gilt:
(0,7) = (Vu,7) =0 V7 € Ly(Q)?
—{0.Vp) = (=f.9) Vo€ H(Q)
Im abstrakten Rahmen: X = Ly(Q)?, M = H}(Q)

a(o,7) = (0,7) := (01, 71) + (09, T2)
b(T7 @) = _(T7 VQP)

Nachweis:

i) (Bedingung i) aus Satz V.13)
Wegen ||o||* = a(o, 0), ist a(-,-) elliptisch auf ganz X.

ii) (Bedingung ii) aus Satz V.13)
Sei v € H(Q) gegeben.
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Wihle 7 = —Vuv € Ly(02)?
Es gilt

I~ I~
_ (Vu, Vo) (Vu, V)
Il Vol
1
- >
1ol 2 2 ol

Poincaré-Ungleichung

Also sup A > L],

’TELQ(Q)z
Wiederholung;:
Das Problem
a(u, ) + b(p, p) = (9,9), peX
b(u, q) = (f,q), qgeEM

ist eindeutig 16sbar, falls

i) a(-,-) ist Z-elliptisch: Vo € Z a(p, ¢) > a||¢|l«
mit Z = {p € X|b(¢,q) = 0¥q € M}.

ii) sup”@ﬁ(“%q) >03>0

)
xllallar

Laplace, primal-gemischt

(o,7) —(7,Vu) =0, VT
—(0, Vo) =—(f.p) Ve

Stabil!

Dual-gemischte Formulierung
Vorbereitung: Hy, = {7 € Lo(Q)*|div 7 € Ly(Q)}
Zugehorige Norm: ||7]12, = ||7]|* + ||div 7|
Fiir v € H}(Q) und o € Hy;y
(0,Vv) = —(div o,v)

»schwache Formulierung“ : Gesucht ist (o, u) € Haiy X Lo(§2) mit

(o,7) + (u,div ) =0 V7 € Hgy
(divo,@) = (=f, ) Yy € Ly(Q) (V.3)
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Abstrakt: X := Hgy, M := Ly(Q)

a(o,7) = (0,7), b(t,v) = (div 7, v)

Bemerkung;: Z ={71 € Hgi, |(div 7,v) = 0,v € Ly(2)}
Nachweis zu i) aus Satz V.13:
a(t,7)=(1,7) = (1,7) + (div 7, div 7)
~———
=0 fiir TeV={r€Hg;y, |(div 7,v)=0,0€L2 ()}
= |I7I* + ldiv 7[|* = [I7]lg, ~ VreV

Nachweis zu ii) aus Satz V.13:
21 zeigen: sup T > gy
TEHgiv

I llaiv

i) Sei v € Ly(2) beliebig: Wahle dazu w € C§°(Q2) mit
[v — w] < 3 vl (A1)

Dichtheit?argument

ii) Man setze £ := inf{z |z € Q}.
Ansatz: 71 (z) = [w(t,z2)dt, T =0
£
Damit gilt: div 7 = 0,71 = w

Ahnlich wie beim Beweis der Poincaré-Abschiitzung:

r@)P = @) < [ luftm) P
3
< /|w(t, ) [2dt mit s = max{z;|z € Q}
3

Integration iiber x;:

/|7‘1(:L')|2da:1 §c/|w(t,x2)|2dt
13

S
=c |w(x1,x2)|2dx1
3

Integration iiber xs:
2 2
I7)1" < ¢ lwll (A2)
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iii) Ausgangspunkt ist (A1)

1
o=l = (0 - wv - w) < X Jof?
3.2 2
& 2v,w) 2 Lol + [lwl]
e S 32 o L 25 2
v,w) 2 llvll” + 5 flwll” = ellv]
iv) Auswertung von ”bT(ﬁd”) :
b(r,v) (div 7,v)
ITllae (1) + div 72)2
(div 7,v) :
>-————= wegen (A2) und div 7 = w
¢ lwll
_ (wv)
¢|lwl
> I egen (00) > clol?
d o]
= c|lvll

Passende Diskretisierung: (Raviart-Thomas-Elemente)

Ty = (QT> +cr (xl) ,ap, by, cp € R, 7 - n stetig an Kanten}
bT )

Mh:{v 6L2(Q)| ’U|T:dT, dr GR}

Bemerke: div 7 = 0,, 71 + O0p, 72 = ¢ + ¢r = const. € M,

Xﬁ:{TGLﬂQF

(V.3) definiert ein stabiles Sattelpunktproblem. Auf den ersten Blick sieht es so aus, als
ob durch (V.3) nur eine Losung u € Ly bestimmt ist. Tatséchliht liegt jedoch u € H ().
Wegen C°(Q)? C Hg;, besagt die erste Gleichung insbesondere

v, € C5° () US;Z dr = — /Uﬂidl’
Q ' Q

Also besitzt u die schwache Ableitung g—; = 0;. Deshalb ist u € H'(Q2) und es ist Vu = o

sowie mit (V.3)
/uT-Vds:/Vu-de+/div7‘ud:E
Q

o0 Q

:/U-de+/div7ud9::0.

Q Q
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Weil dies fiir alle 7 € C>(Q)¢ zutrifft, ist v = 0 auf dem Rand im verallgemeinerten Sinn,
d. h. es gilt sogar u € H}(Q).

Wihrend sich bei der Standardformulierung % = ( als natiirliche Randbedingung ergibt,
stellt sich hier also u = 0 als natiirliche Randbedingung ein.

V.2.3 Nichtlineare Probleme am Beispiel Plastizitit

Es wird dieselbe Notation wie bei der gemischten Formulierung der Laplace-Gleichung
verwendet.
Aufgabe: Finde o, so dafl die Komplementarenergie

Q/de 2/7 dx 7

Q Q
unter der Nebenbedingung
dive=—f
minimal ist.
Variationelle Formulierung
(o,7) +(div 7,u) =0 VT
(div o, ¢) =—(/,¢) Y
oder
(o,7) = (Vu,T) VT
(0, Vo) = (f, ) Vip

oder durch Einsetzen von ¢ = Vu in die zweite Gleichung

(Vu, Vo) = (f,p) Ve

1
/azdx < 5/7‘2(1:17

Q w

Dies ist ein lineares Problem.
Aufgabe: Finde o, so dafl

N —

unter den Nebenbedingungen

dive=—f
und
lo| = y/0? + 02 < 1.
Variationelle Formulierung
(0,7 —0) +(div 7 — div o, u) > V7 mit 7] <1

0
—(diV g, ()0) = (f7 @) VQO
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oder (?mal sehen ob sinnvoll?)

(0,7 —0) > (Vu,7—0) V7 mit [7| <1
(0, Vo) = (£, ) Vip
Die Ungleichung beschreibt eine Projektion:
o =II(Vu)
mit
Vu, falls |[Vu| <1
Vu

sonst

II(Vu) = {
Einsetzen in die Gleichung liefert

Vo (a(Vu)Vu, Vo) = (f,¢)

. 1, falls |[Vu| <1
mit a(Vu) = { 1 | s|0nst .
[Vul’

Dies ist ein nichtlineares Problem.
Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen ¢ und Vu fiir den eindimensionalen Fall:

Q= (a,b).

[Vul

o:(a,b) — (=1;1)

u:(a,b) = R

oy

o(z) = a(0yu)0yu
Problem: Nicht umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwichen ¢ und 0,u.

Beispiel V.14 (zur Nicht-Eindeutigkeit von u) FEs wird das eindimensionale Pro-
bem auf Q2 = (0; 1) untersucht. Im elastischen Bereich gilt

o=u = d,u.
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Es sollen die Fliefiregel

o] <1,
das Gleichgewicht
divo = 0,0 =0
sowie die Randbedingungen
u(0) =0
u(l)=A>0

erfillt sein.
Aus dem Materialgesetz
(0,7 —0) — (Opu,7—0) >0

folgt durch partielle Integration

(0,7 —0)+ (u,0,7 — 0po) — A(7(1) — (1)) > 0. (V.4)
Nun gilt
0,0 =0,
also ist o konstant:
o(x) =s, seR

und dann wegen |o| <1

Insgesamt ist s bestimmt durch
Vie P:={reR|lr|<1} (s,t—s)—A-(t—s)>0.
Das kann geschrieben werden als Minimum-Problem

1
s = argmin{§t2 — )\t} .

tepP

Falls A > 1 ist, ist der Optimalwert s = 1. Einsetzen in (V.4) liefert
(L, 7= 1)+ (u,7) > Ar(1) = A

= (1,7‘—1)—/2/7‘2—)\
Der Ansatz fiir u
(z) 0 T <z
u(r) =
(1_—’\1,0)@ — Zp) T > X
A-_
u(x)
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erweist sich als zuldssig, denn (fir X > 1) ist

1
—-1- —-A
! /1—%

& T(1=XA)=(1-2})
= T<1

(beachte 1 — X\ < 0)

Beispiel V.15 (zur Unstetigkeit der Verschiebung) FEs wird wieder das eindimen-
sionale Problem auf Q = (—1, 1) untersucht:

mit der Kraftdichte

f(z) = { ;ﬁ(i;)x) i i 8 mit 3 < K < 4.

Wegen —o’ = [ sind zulissige Spannungen
g g 9

K(l’—ﬁ), x>0

2

T(x) =C, + ) .
—K (x + %) , x <0
Fir —1 < C; <1 % ist damit |7(x)| < 1 erfiillt. Die eindeutige Lisung ist

x>0

o(x)=—-1+ (_962) b0

nfo+

Zum Nachweis dessen wird (o, 7 — o) > 0 nachgerechnet:

(0,7—0)22/1(—1+/€<x—%2))(CT+1)dx:(2?—2) (Cr +1).

Der letzte Ausdruck ist wegen —1 < C. und 3 < k nichtnegativ.
Nun folgt wegen Z—Z =

1\3|R ~——
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1 1 K
—1l-—k(=—2)=1-2
Cx “(2 6) 3

C’_:—1+/<o<—+%):—1—|——

n(m—% , x>0
o(x)=—-1+ .
—/ﬁ(l’-F%), x <0
—§+H<%2—%3>, x>0
u(x): 1 22 a3
§—/€<7+?), z <0

In der Darstellung der beiden Grifien erkennt man eine Unstetigkeit der Verschiebung u!

Lehre aus Beispiel V.15: Die dual-gemischte Formulierung erscheint angemessener.

Regularisierung
betrachte die Funktion

x, x| <1
flz) = { yr+ (1 —7)% sonst
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mit 0 <y <1.

Betrachte das regularisierte Plastizitétsproblem:

v(Vu, Vo) + (a(Vu)Vu, V) = (f, ) Ve (lineare Verfestigung)
mit
a(Vu) = { (ﬁv_l‘) sonst

Wiederholung: Plastizitat

1
argmin 5 / Qridx

TEP

mit P := {7 € (L(Q))?|div 7 = —f, |7| < 1}.
Formulierungen:

a)
Vre X (0,7 — o)+ (div T —div o,u) > 0
Vi € La(Q) (div o, ) = =(f, )

mit ¥ = {7 € Ha ||7] < 1}.

b)
vr e (L*(Q)% |71 <1 (6,7 —0)— (T —0,Vu) >0
Vo € Hy () —(0, V) = —(f.%)
~ (0 — Vu,7 —0) > 0lanalog (y —z,¢ —y) > 0 < y = Pk(x)]
~ o =1I(Vu)

¢) Vo €? (a(Vu)Vu, V) = (f,¢)
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¢’) Regularisierung:

3

Yo € B (C(T0). ) = (o mit €)= { S, e

V.2.4 Existenz von Lésungen

Wir definieren durch
a(u; ) = (C(Vu), Vi)

eine Abbildung
a(;-):VxV—-R

mit V = H}(Q). Fiir jedes feste u € V ist a(u;-) linear. Weiterhin gilt
a(u; ) < cl|Vullp, - [IVell,, < cllully llelly -

Also ist a(u;-) ein beschrinktes lineares Funktional a(u;-) € V.
AV — V' bezeichne den zugehorigen Operator, d. h.

Au = a(u;-).
Lemma V.16 Es gilt: Der Operator ist Lipschitz-stetig, d. h.:
| (Au, @) = (Aw, ) | = [(C(Vu), Vi) = (C(Vw), Vo)
< cllu=wly llelly -

Weiterhin gilt fir alle u,w € V:

i)
(Au — Aw,u —w) > ¢ |lu—wl},
Bei dieser Eigenschaft spricht man von starker Monotonie.

Beweis: Es gilt die Identitét

68

falls €] < 1
sonst

(C(Vu) — ), Vo) :/ (s-u+(1—38) w))]V(u—w),Vy)ds

1
[zur Erinnerung: [ F'(g(s)) - ¢'(s)ds
0
Fiir die Ableitung ergibt sich (siche Ubung)

/ V() [Vw| <1
C (Vw)() = { ’}/V() (Id (Vw) TVw) V() sonst

[Vwl]?
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Darin hat die Matrix (Id ) die Eigenwerte 0 und 1. Damit gilt dann

|V |2
CTOIES - -
=L HIIvOl+ |52 [ (- S ve)|, (vel>1
_[Ivel, Vul <1
=\ MINOI+ 290, (9] > 1
[Vw| <1
SOCIR I
< VO

Eingesetzt in die obige Identitét liefert diese Abschéitzung:

1
[(C(Vu) = C(Vw), V)| < /CHV(U —w)[[[IVellds < cllu—wlly el
0

also 1).
Um die zweite Abschitzung zu erhalten, setzt man (u — w) ein:

Y[V —w), < (C(Vu) = C(Vw), Vu - Vuw)
= fyHu—wHV (Au — Aw, u — w)
|
Unser Beispiel fillt in den allgemeinen Rahmen:

Satz V.17 Betrachte Operatoren A : V. — V' in dem Hilbertraum V und dessen Dual-
raum V' mit den FEigenschaften

i) A ist Lipschitzstetig, d. h. fir alle u,v € V ist
Vy eV [{Au— Av,y) | < M |lu— v [ly]

ii) A ist stark monoton, d. h. es gibt ein vy > 0 mit
Vu,v €V (Au— Av,u—v) > |lu—o|?
Dann besitzt das Problem
Au=f
zu beliebigem f € V' eine eindeutige Losung u € V.

Beweis: Bezeichne J : V' — V den Rieszschen Darstellungsoperator (jedem g € V'’ wird
ein Jg € V zugeordnet, so dafl gilt Vo € V : (g,v) = (Jg,v))
Definiere

Bv = J(Av — f), vel.

Wir haben also ein
B:V-—-V

mit den Eigenschaften:
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i) AM >0 VYu,veV ||Bu— Bu|, <M lu—uv|,
i) 3y>0 VYu,ve€V (Bu— Bv,u—v)>7|u—o|
und betrachten die Aufgabe
Bu = 0.

Analog zum Existenzbeweis im linearen Fall ist die eindeutige Losung festgelegt durch
den Fixpunktoperator
T,w:=v—rBv, veVrelR.

Dieser ist kontrahierend, falls 0 < r < %, denn es gilt

Ty — To|* = |ly — rBy — [v — rBo]||”
= |ly = v||* = 2r(By — Bv,y — v) + 1| By — Bv|”
< (1 =2ry +72M?) ||y — v|)? [Lipschitz und Monotonie]



