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Vorwort zur dritten Auflage

Dieses Skript dient zur Begleitung des Vorkurses. In ihm werden die Themen aufgegriffen
und vertieft, die auch wihrend des Vorkurses behandelt werden.

Neben der Berichtigung von Fehlern und der stilistischen Uberarbeitung einiger Stellen
wurden einige Abschnitte erweitert oder weggelassen. Auf Grund der Erfahrungen aus
dem letzten Vorkurs und Wiinschen von Seiten der Studierenden wurden einige Kapitel
neu hinzugenommen. Im Folgenden sind die Anderungen im Einzelnen aufgelistet.

Kapitel 1 wurde im Wesentlichen aus der zweiten Auflage {ibernommen. Die wenigen
Anderungen basieren auf [Sch71] und [SG94].

In Kapitel 2 wurden die Abschnitte {iber Relationen und Mengenvergleiche weggelassen
und der Abschnitt iiber Abbildungen basierend auf [SG94] erweitert.

Kapitel 3 basiert auf Kapitel 4 des alten Skriptes.

In Kapitel 4 wurde die Betrachtung quadratischer Funktionen aus dem alten Skript
tibernommen und basierend auf [SG94] erweitert.

Kapitel 5 wurde aus der zweiten Auflage aus Kapitel 2.5 {ibernommen.

Kapitel 6 entspricht Kapitel 3 der zweiten Auflage, ohne auf die Grundlagen der Kom-
binatorik einzugehen.

Kapitel 7 wurde basierend auf [SG94] neu hinzugenommen.

Kapitel 8 wurde basierend auf [SG94] und der zweiten Auflage umgeschrieben, ohne auf
die Grundbegriffe aus der Algebra einzugehen.

Die Kapitel 9 und 10 wurden auf Wunsch der Studierenden basierend auf [SG94] neu
hinzugenommen. Auf die theoretischen Hintergriinde wurde bewuf3t verzichtet, da diese
wesentlicher Bestandteil der ersten Semester sind und nicht auf Kosten anderer The-
mengebiete vorweggenommen werden sollen.

Kapitel 11 wurde zum Teil aus der zweiten Auflage iibernommen und mit einigen Grund-
lagen basierend auf [SG94] erweitert.

Kapitel 7 der zweiten Auflage wurde zu Gunsten anderer Themengebiete weggelassen,
da dieses wihrend der ersten Semester des Studiums ausfiihrlich bearbeitet wird.

Allen, die durch Bemerkungen und Anregungen zur Verbesserung beigetragen haben, sei
an dieser Stelle gedankt.

Siegen, im September 2007 Dipl.-Math. Monika Diicker
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1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

Zu Grunde liegt Kapitel 1 der zweiten Auflage ([CDDO06]). Anderungen basieren auf
[SG94] und [SchT71].

Bezeichung 1.1 Logik beschiftigt sich mit den Methoden des Denkens, d.h. mit der
Aufstellung und Uberpriifung logischer Gesetze und Regeln fiir das Bilden von Begriffen,
Aussagen und Schliissen.

Logik bestétigt oder widerlegt also nicht die Wahrheit, sondern zeigt nur auf, welche
Konsequenzen es in unserem Denken hat, wenn wir bestimmte Dinge als gegeben an-
nehmen. Man koénnte Logik auch als die Lehre vom Schlulfolgern bezeichnen.

1.1 Aussagenlogik

Bezeichung 1.2 FEine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das vom Inhalt her wahr
oder falsch ist, d.h. man kann jeder Aussage einen Wahrheitswert zuordnen.

Keine Aussagen sind:
e Guten Morgen!
e Walzer ist der schonste Tanz.
e Dieser Satz ist falsch.

Es ist nicht immer bekannt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, es gibt jedoch keine
Aussage, die weder wahr noch falsch ist und keine, die beides zugleich ist.

Bezeichung 1.3 Fine elementare Aussage ist eine Aussage, die keine weitere Aus-
sage als Teil enthdlt und die nicht Negation einer Aussage ist.

Beispiel 1.4
e Die Erde ist ein Planet. (w)
e 5 ist eine Primzahl. (w)

e 7 ist eine gerade Zahl. (f)

Bezeichung 1.5 Fine nicht elementare Aussage ist eine Aussage, die aus zwei oder
mehreren elementaren Aussagen zusammengesetzt ist oder die durch Verneinung einer
Aussage entsteht.

Beispiel 1.6

e [s gilt nicht, das Steine auf der Erde nach oben fallen. (w)
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o Rubens war weder Maler noch Architekt. (f)

Bezeichung 1.7 Fine Variable ist ein Symbol, das eine Leerstelle kennzeichnet, an
die ein beliebiges Element einer vorher festgelegten Grundmenge treten kann. Ist diese
die Menge der Aussagen und Wahrheitswerte spricht man von Aussagevariablen.

Bezeichung 1.8 FEine Aussageform ist ein sprachliches Gebilde, das mindestens eine
freie Variable enthdlt und in eine Aussage iibergeht, sobald ein Element der jeweiligen
Grundmenge fir jede freie Variable eingesetzt wird.

Aussageformen die ausschliefSlich Aussagevariablen enthalten, nennt man aussagenlo-
gische Aussageformen.

Beispiel 1.9

e Aida ist eine Oper des Komponisten A.

Fir A konnen sinnvollerweise Elemente aus der Grundmenge der Komponisten
eingesetzt werden, wobei die Aussageform genau dann den Wert wahr annimmdt,
wenn man Guiseppe Verdi fiir A einsetzt.

e Entweder p oder q ist eine wahre Aussage.

Es handelt sich um eine aussagenlogische Aussageform, da p und q sinnvollerweise
nur als Aussagevariablen zu verstehen sind. Die Aussageform nimmt genau dann
den Wert wahr an, wenn genau eine der beiden Variablen durch eine wahre Aussage
(bzw. den Wahrheitswert w) und die andere durch eine falsche Aussage (bzw. den
Wahrheitswert f) ersetzt wird.

Definition 1.10 FEine aussagenlogische Aussageform A, die bei jeder Belequng ihrer
Variablen den Wert wahr annimmt, heifst Wahrform (oder auch Tautologie, logisch
wahre Aussageform, logisches Gesetz). Man schreibt A < W.

Wird bei jeder Belegqung ihrer Variablen der Wert falsch angenommen, so heifit eine
aussagenlogische Aussageform Falschform (oder auch Kontradiktion, logisch falsche
Aussageform, logischer Widerspruch). Man schreibt A < F.

Alle tibrigen aussagenlogischen Aussageformen nennt man Neutralform.

Beispiel 1.11
1. ,Es gilt entweder p oder nicht p.“ 1ist eine Tautologie.
2. ,Es gilt p und nicht p.“ ist ein Widerspruch.

3. ,Es qgilt p oder q.“ 1ist eine Neutralform.

Definition 1.12 Fine Abbildung, die einer oder mehreren Aussagen bzw. Aussagefor-
men eine neue Aussage bzw. Aussageform zuordnet, nennt man Junktion.
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Bemerkung 1.13 Fiir bestimmte gebrauchliche Junktionen gibt es allgemein tibliche
Symbole, sog. Junktoren:

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise

Negation —p nicht p

Kongunktion pAq p und q

Disjunktion pVq p oder q (einschlieffendes oder)
Subjunktion (p—1q); pVgq p subjungiert q

Bijunktion | (p — q) AN (q — p); (p > q) | p bijungiert g

Antivalenz =(p<—q); (p<—q) entweder p oder q, (ausschlieffendes oder)

Beispiel 1.14 (Der zugehirige Wahrheitswert ist nicht angegeben. )

e p: Die Rose st rot.
=p: Die Rose ist nicht rot.

p: 18 ust durch 2 teilbar. q: 18 ist durch 3 teilbar.
pAq: 18 ist durch 2 und durch 3 teilbar.

p: Das Kind 1§t Bonbons. q: Das Kind st Schokolade.
pV q: Das Kind ifit Schokolade oder Bonbons (oder beides).

p: x ist durch 10 teilbar. q: x ist durch 5 teilbar.

p — q: Wenn x durch 10 teilbar ist, so ist x auch durch 5 teilbar.

p: Eine Zahl ist durch 6 teilbar. q: Eine Zahl ist durch 2 teilbar.

p < q: Eine Zahl ist dann und nur dann durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 teilbar
15t.

p: Peter ist in Kdln geboren. q: Peter ist in Bonn geboren.

p <+ q: Peter ist entweder in Koln oder in Bonn geboren.
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In der Logik interessiert man sich nicht (so sehr) dafiir, was eine Junktion bei konkreten
Aussagen bewirkt, sondern man betrachtet die Bedeutung einer Junktion als ausreichend
beschrieben, wenn man weifl, wie sich der Wahrheitswert der zugeordneten Aussage
in Abhéngigkeit von dem der urspriinglichen Aussagen verhélt. Dazu dienen die sog.
Wahrheitsfunktionen.

Definition 1.15 Die Zuordnung von Wahrheitswerten einer Aussagenverkniipfung zu

den Wahrheitswerten der in thr enthaltenen Elementaraussagen bezeichnet man als
Wahrheitsfunktion.

Wahrheitsfunktionen konnen mit Hilfe von Wahrheitswertetabellen beschrieben werden:

Mit Hilfe dieser Symbole und Funktionen kann man Sachverhalte, die in der Umgangs-
sprache nur sehr umsténdlich zu beschreiben wéren, sehr einfach ausdriicken. Auflerdem
lassen sich mit Hilfe von eindeutig definierten Symbolen Miflverstdndnisse vermeiden.

Beispiel 1.16
e p: Es schneit., q: Es ist kalt.

a) Es schneit, es ist kalt. pAq

b) FEs schneit, aber es ist nicht kalt. pA(—q)

c) Wenn es schneit, ist es kalt. p—q

d) Weder schneit es, noch ist es kalt. (=p) A (—q)

e) FEs stimmt nicht, daf es schneit oder es kalt ist. —(pV q)
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e p: Paul ist reich., q: Paul ist glicklich.
a) pA(—q) Paul ist reich, aber nicht gliicklich.
b) (—p)Vgq Paul ist nicht reich oder glicklich.
c) (=p)A(—q) Weder ist Paul reich noch glicklich.
d) p—q Wenn Paul reich ist, ist er glicklich.

e) p+gq Entweder ist Paul reich oder glicklich.

Definition 1.17 Seien A und B Aussageformen:

o A impliziert B (A = B), wenn A — B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: wenn
A, dann B; B folgt logisch aus A; A ist hinreichende Bedingung fir B; B ist
notwendige Bedingung fiir A). Man spricht von logischer Implikation.

o A ist dquivalent zu B (A < B), wenn A < B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: A
genau dann, wenn B; A dann und nur dann, wenn B). Man spricht von logischer
Aquivalenz.

Beachte: Die Pfeile <, = bezeichnen eine Beziehung zwischen Wahrheitsfunktionen,
die Pfeile «<», — verbinden Aussagen bzw. Aussageformen zu neuen Aussagen bzw.
Aussageformen. p — ¢ meint also die Aussageform ,, Aus p folgt ¢.“ wihrend p = ¢ die
Tatsache bezeichnet, dafl ¢ aus p logisch folgt, also p — ¢ eine Tautologie ist.

1.2 Gesetze der Aussagenlogik

o Kommutativgesetze
pPVqg<sqVp
PANG=qAp

e Assoziativgesetze
PV VrepVigVr)
(PAQ AT S pA(gAT)

e Distributivgesetze
pVigAr) e (Ve A(pVr)
pA(gVr)e (pAgV(DAT)
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e Idempotenzgesetze
pVpep
PAPSD

e Absorptionsgesetze
pV(pAg &p
pA(PVq) & p

e de Morgan Gesetze
~(pVq) < (=p) A(=q)
—(pAg) = (=p) V (—q)

e Andere Verneinungsgesetze

W& F
-Fe W

e Satz vom ausgeschlossenen Dritten
pV (—p) ist eine Tautologie.

e Satz vom Widerspruch
p A (—p) ist eine Kontradiktion.

e Kontrapositionsgesetz
(p—q) = (~g) = —p

e Transitivgesetz
(p=N(g—7r)=(p—T)

e Abtrenngesetze

p A (p — q) = q (direkter Schluf})
(p — q) A (—q) = —p (indirekter Schluf)

Bewiesen werden diese Gesetze durch Aufstellen der zugehorigen Wahrheitswertetabelle.

10
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1.3 Existenz- und Universalaussagen

Existenz- und Universalaussagen beziehen sich auf Aussageformen. Offen bleibt die Fra-
ge, ob Ersetzungen fiir die Variable existieren, die die Aussageform zu einer wahren
Aussage machen.

Beispiel 1.18 Sei K die Menge der Komponisten. Wir betrachten die folgenden Aus-
sageformen, wobei K die Grundmenge ist.

1. A beherrschte alle Musikinstrumente.
2. A hat die Oper Aida geschrieben.
3. A hat eine Oper geschrieben.

In 1. lafit sich kein Komponist einsetzen, in 2. und 3. lassen sich genau ein bzw. mehrere
Komponisten finden, so daff eine wahre Aussage entsteht. Man fiihrt folgende Symbolik
ein:

1. 3 A€ K: A hat eine Oper geschrieben.
2. A3 Ae K: A hat die Oper Aida geschrieben.
3. B Ae K: A beherrschte alle Musikinstrumente.

Somit sind sogenannte Existenzaussagen aus den Aussageformen entstanden. Beach-
te: Die vorkommende Variable ist nicht mehr frei, sondern durch den Existenzquantor
gebunden. (Man darf nicht mehr jedes beliebige Element der Grundmenge einsetzen.)

Es gibt Aussageformen, sogenannte Universalaussagen, die fiir alle Elemente der
Grundmenge zu einer wahren Aussage werden.

Beispiel 1.19 Sei K wie oben die Menge der Komponisten.
1. A kann Noten lesen.

Man kann davon ausgehen, dafS die Aussageform fiir alle Komponisten wahr wird. Hier
benutzt man den sogenannten Allquantor:

1. VAc K: A kann Noten lesen.

11
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1.3.1 Verneinung von Existenz- und Universalaussagen

Oftmals sind in der Mathematik Verneinungen von komplizierten Existenz- und Univer-
salaussagen zu bilden. Wir betrachten zunéchst Aussagen bestehend aus Quantor und
Aussageform. Dann gilt:

1. FEine Existenzaussage wird verneint, indem man den Allquantor vor die verneinte
Aussageform stellt.

2. Eine Universalaussage wird verneint, indem man den Existenzquantor vor die ver-
neinte Aussageform stellt.

Beispiel 1.20 (Verneinte Existenzaussage)

~(IneN: n>7 A n<10)
& VneN: =(n>7 A n<10)
& VYneN: =(n>7)V-a(n<10)
& VneN:n<7V n>10

Beispiel 1.21 (Verneinte Universalaussage)

—(V neN: nist eine Primzahl — n ist ungerade)
<  dneN: —(nist eine Primzahl — n ist ungerade))
<  dneN: (= (n ist eine Primzahl) V n ist ungerade)
& dneN: noast Primzahl N n ist gerade

Bei Aussagen, die mehrere Quantoren enthalten, gilt folgende Faustregel:

Zur Verneinung sind alle Quantoren umzudrehen (aus V wird 3 und umgekehrt) und
die zugehorige Aussageform ist zu verneinen. Die Eigenschaften der Variablen unter den
Quantoren sind beizubehalten.

Beispiel 1.22
~(3neNVm>n3keN: k>m)

& VneNdm>nVkeN: t<m

1.4 Notwendige und hinreichende Bedingung

Fiir A = B gibt es, wie schon erwihnt, die Formulierungen:
1. A ist hinreichend fiir B.

2. B ist notwendig fiir A.

12



1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

1. besagt, daf die Erfiillung der Aussage A ausreichend fiir die Erfiillung der Aussage B
ist.

2. besagt, daf} die Giiltigkeit der Aussage B erforderlich ist, damit die Aussage A gilt.
Gilt B nicht, so gilt auch A nicht.

Beispiel 1.23 A: Die Zahl n st teilbar durch 6. B: Die Zahl n ist teilbar durch 3.
Dann gilt: A = B.

Hinreichend dafiir, daff n durch 3 teilbar ist, ist das n durch 6 teilbar ist. Notwendig
dafiir, daf$ eine Zahl durch 6 teilbar ist, ist thre Teilbarkeit durch 3.

Die Aquivalenz A < B (gleichbedeutend mit A = B und B = A) gilt in diesem
Beispiel nicht. Z.B. ist 9 durch 3 teilbar, jedoch nicht durch 6.

1.5 Beweismethoden

Sei V' die Voraussetzung und B die Behauptung.
Ein mathematischer Satz hat die Form V = B.

Ein Beweis eines Satzes mufl ausgehend von der Wahrheit von V' die Wahrheit von B
zeigen, unter Umstidnden mit Hilfe von schon frither bewiesenen Ergebnissen.

Die Mathematik kennt drei prinzipiell verschiedene Beweismethoden: Den direkten,
den indirekten und den Beweis mittels vollstidndiger Induktion.

1.5.1 Der direkte Beweis

Beim direkten Beweis iiberfithrt man eine wahre Aussage mittels logischer Folgerung in
die Behauptung. Da bei korrekter Folgerung aus etwas Wahrem nur etwas Wahres folgen
kann, hat man somit die Wahrheit der Behauptung bewiesen.

b
Beispiel 1.24 a,b recll, a > 0, b > 0. Z.2: “0 > \/ab.

2

(a—b)?* > 0
(Binomische Formel) < a®—2ab+b > 0
(Addition von 4ab) & a’+2ab+ b > 4dab

Es gilt: (a —0)*> >0
(Binomische Formel) < (a+b)* > 4ab
(Wurzelziehen) = a+b > 2vab (a,b>0)
b

(Division durch 2) & a—;— > Vab

13
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Beim Beweisen von Gleichungen besteht der direkte Beweis im Uberfithren der einen
Seite in die andere Seite mittels bereits als giiltig erkannter Umformungen.

Beispiel 1.25 1. binomische Formel
Behauptung: (a + b)? = a* + 2ab + b*
Beweis:

(a+b)? = (a+b)(a+D)
= ala+b)+bla+b)
= aa + ab+ ba + bb
= a* 4 2ab+V?

1.5.2 Der indirekte Beweis

Beim indirekten Beweis macht man die Annahme, daf§ die Behauptung falsch sei, und
folgert daraus eine falsche Aussage (meist ist dies ein Widerspruch zur Voraussetzung).
Da etwas Falsches logisch nur aus etwas Falschem folgen kann, mufl die Annahme falsch,
mithin die Behauptung richtig gewesen sein.

b
Beispiel 1.26 a,b reell, a > 0,b > 0. Es gilt: % > \/ab.

b
Die Negation der Behauptung ist: Es existieren a > 0, b > 0 mit a~2|— < +Vab.

2
2

uadrieren da (a + 2>0) = < a
(Quadricren da (a + 5)/2 > 0) WO <

ultiplikation mit St a+ < 4a
(Multiplikati 4) (a+0b)? 4ab

tnomzische Forme < a”+ 2ab+ < da
(B he F 1) 2+ 2ab+1? 4ab
(Subtraktion von 4ab) & a?—2ab+0? < 0
(Binomische Formel) & (a—0)* < 0 (Widerspruch)
Also ista—i_bZ\/%. O

2

Als weiteres Beispiel soll der folgende Satz bewiesen werden:

14
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Satz 1.27 Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
Hier setzen wir, ohne es zu beweisen, voraus, dafl zu jeder natiirlichen Zahl n > 2 eine
Primzahl existiert, die n teilt.

Angenommen, es gibt endlich viele Primzahlen py,... p,, dannist [ :==py-...-p, + 1
durch keins der pp,k = 1,...,n teilbar, es mufl also eine Primzahl aufler pi,...,p,
existieren, die [ teilt. Widerspruch. U

1.5.3 Der Beweis durch vollstandige Induktion

Dieses Beweisprinzip nutzt man zum Beweis von Behauptungen iiber alle natiirlichen
Zahlen ab einem ny.
Zugrunde liegt das folgende Prinzip:

Wenn eine Aussage iiber natiirliche Zahlen A(n) fir eine bestimmte Zahl ny gilt und
aus der Giiltigkeit von A(n) fiir eine beliebige natiirliche Zahl n auch auf die Giiltigkeit
von A(n + 1) (also der Aussage fiir den Nachfolger von n) geschlossen werden kann, so
ist die Aussage wahr fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny.

Der Induktionsbeweis erfordert daher drei Schritte:

1. Induktionsanfang: Zeige A(ng).
2. Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gilt bis A(n).
3. Induktionsschritt: Zeige A(n) = A(n + 1).

Der Induktionsanfang wird auch mit Induktionsverankerung oder Induktionsanker be-
zeichnet, der Induktionsschritt mit Induktionsbehauptung.

Beispiel 1.28

1. ¥ n>0 git: 2" > n.

Beweis:
LA. n=0: 20=1>0
LV.: Die Behauptung gilt bis n, also 2™ > n.

ISn—n+1: Zz 2" >n+1
Es gilt nach Voraussetzung 2™ > 1 und 2" > n und somit

ontl — 9. on —9n L on > 4 1

15
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2.Yn>1gilt: 1+3+5+...+(2n—1) =n?

Bewets:
LA n=1: 1=12=1
LV.: Die Beh. gilt bisn, also 14+34+5+ ...+ (2n — 1) = n?

IS:n—n+1: Zz14+3+5+...+2n—1)+2n+1) = (n+ 1)

Es gilt nach Voraussetzung 1 +3 +5+ ...+ (2n — 1) = n?
Addition von (2n 4+ 1) auf beiden Seiten liefert:

143+5+...42n—1)+2n+1)=n"+(2n+1)
Durch Anwendung der 2. binomischen Formel folgt:

1+34+5+...+2n—1)+2n+1) = (n+1)?

1.5.4 Falsche Beweise

Von einem chinesischen Weisen wird erzéhlt, daB er in einer Zeit, in der das Uberschreiten
der Grenze mit Pferden strengstens untersagt war, einen Grenzposten mit Hilfe des
folgenden ,,Beweises davon iiberzeugte, dafi der Schimmel, auf dem er ritt, kein Pferd
sei und er folglich passieren diirfe: Ein Pferd kann braun sein. Ein Schimmel kann nicht
braun sein, also ist ein Schimmel kein Pferd. (Man hat nur: Es existiert ein Pferd das
braun ist, man brauchte aber fiir einen korrekten Beweis: Alle Pferde sind braun.)

1.6 Ubungsaufgaben

1. Geben Sie an, ob es sich bei folgenden Sétzen um Aussagen handelt oder nicht.
Bestimmen Sie gegebenenfalls den zugehdrigen Wahrheitswert.

a) Wie geht es Dir?
b) Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

)
¢) Mathematik ist dreimal so schon wie Latein.
d)

Die Winkelsumme in einem ebenen Dreieck betragt 100 Grad.

2. Gegeben seien die folgenden Aussagen:
p: Die Firma S stellt billige Mébel her.
q: Der Absatz verringert sich.

Schreiben Sie die folgenden Aussagen in der Formelsprache:

16



1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

a) Wenn die Firma S billige Mobel herstellt, verringert sich der Absatz.

b) Die Firma S stellt billige Mobel her, aber der Absatz geht nicht zuriick.

¢) Wenn der Absatz zuriickgeht, stellt die Firma S keine billigen Mobel her.
)

d) Es stimmt nicht, dal der Absatz genau dann zuriickgeht, wenn die Firma S

billige M&bel herstellt.

e) Der Absatz geht dann und nur dann zuriick, wenn die Firma S teure Mdbel
herstellt.

3. p,q,r seien Aussagen: p und ¢ seien durch eine wahre und r durch eine falsche
Aussage ersetzt. Bestimmen Sie unter dieser Voraussetzung den Wahrheitswert
der folgenden Aussagen:

a) (pAq)A(-r);
b) p—(qV(=r));
— (p—q);

)
)
) P
d) (=p) V(¢ —7);
)
)

@]

e) (pVa)A(qger);
f) =p— (¢ V (—=q)).

4. Die Aussage ¢ sei gegeben durch ,, Das Parallelogramm D ist ein Quadrat.*“. Geben
Sie jeweils eine andere Aussage p an, so daf} gilt:

a) q = p, aber nicht p = ¢;
b) p = g, aber nicht ¢ = p;
c) peg.

5. Geben Sie die Wahrheitswerte der folgenden Aussagen an, wenn p und ¢ durch
wahre Aussagen und r und s durch falsche Aussagen ersetzt werden:

a) (pA (=) Vr

b) (pVq)A(—s)

¢) ((=p) = q) — s;

d) ((=p) = s) Vg

e) ((=p) =)V (sAr);
f) (p—q) —s)—r

6. Beweisen Sie die Distributivgesetze der Aussagenlogik mittels Wahrheitswerteta-
bellen:

pVignr) &
pA(qVr) & (pAgV(pAT)

7. Denksportaufgaben:
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a) Was macht Paul, wenn die folgende Aussage wahr ist?

,Bs ist unrichtig, dafl Paul nicht die Aufgaben macht oder dal Paul im Garten
arbeitet.

b) Tante Katharina und Tante Maria unterhalten sich: die eine trinkt Kaffee, die
andere it Schokolade. Was macht Tante Maria, wenn die folgende Aussage
wahr ist:

,Es ist falsch, dal Tante Maria Kaffee trinkt oder nicht Schokolade ifit.
c) Wie heifit die Zahl z, fir die folgendes gilt?

x ist eine gerade Zahl.

x ist kleiner als 12 oder eine Quadratzahl.

x ist eine Quadratzahl, oder x ist nicht kleiner als 12.

x ist nicht gerade, oder x ist kleiner als 12.

8. Verneinen Sie die folgenden Aussagen:

a) Ve >0 3 ng € Nsodal Vn > ng gilt: |f, — f] <e

b) Ve > 030 >0, sodaB Ve € D mit |z — xo| < 0 gilt: |f(z) — f(zo)| <&
¢) Zu jedem Mann existiert eine Frau, die ihn nicht liebt.

d) Va,beRmita>b3dcecQ: a>c>b.

9. Beweisen Sie direkt: Das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl ist ungerade.

10. Beweisen Sie indirekt:

3z —4
Ve >0: x

> —1
20+ 4

11. Beweisen Sie induktiv:
a) 20 4+20 422+ 42 =27l _q;
2n+1)(n+1)n

b) 12+22+32+...+n*= G

18



2 Mengen und Abbildungen

2 Mengen und Abbildungen

Zu Grunde liegt Kapitel 2 der zweiten Auflage ([CDDO06]). Ergédnzungen basieren auf
[SG94].

2.1 Mengen

Definition 2.1 (“naiver” Mengenbegriff nach Cantor)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen, wohlbestimmten Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens. Die Objekte dieser Zusammenfassung
nennt man Elemente.

Schreib- und Sprechweisen:

a € M aist ein Element der Menge M; a liegt in M.
a ¢ M aist kein Element der Menge M; a liegt nicht in M.
M ={a,b,c} Die Menge M besteht aus den Elementen a, b, c.
M={aeR|a>0} M ist die Menge aller reellen Zahlen, die positiv sind.
(Angabe der die Elemente charakterisierenden Eigenschaft.)

M=0={} M ist die leere Menge.

Beispiel 2.2

1. N={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

2. Z=A...,-1,0,1,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

3. Q= {B ‘ p,qE€Z, q#0, g9T(p,q) = 1} ist die Menge der rationalen Zahlen.
q

4. R ist die Menge der reellen Zahlen.

&

. C ist die Menge der komplexen Zahlen.

D

{reR |22 =1} = {-1,1},
{zeR|2?==-1}=0={} (leere Menge)
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Bemerkung 2.3
e Die Reihenfolge der Elemente ist irrelevant:
{a,b,c} ={c,b,a}
e FEine Mehrfachaufzdhlung ist nicht zuldssig, d.h.
{a,b,c,a,b}
st keine Menge.

Bezeichung 2.4 Sei M eine Menge. #M bezeichnet die Anzahl der Elemente in M.
Andere Schreibweisen sind: ord(M) oder | M|.

Beispiel 2.5 Sei M ={a,b,c,d} gegeben. Dann ist #M = 4.

Bemerkung 2.6 (Russelsche Antinomie) Die Grenzen des naiven Mengenbegriffes
werden an folgendem Beispiel deutlich. Fine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthdlt, wie z.B. die natiirlichen Zahlen, heifit Normalmenge. Wenn man nun versucht,
die Menge M aller Normalmengen zu bilden und fragt, ob M normal ist, so stofit man
auf den Widerspruch, dafs, wenn M normal wdire, es sich selbst als Element enthalten
mifste und folglich nicht normal wdre. Wire dagegen M nicht normal, so enthielte es
sich selbst als Element, im Widerspruch dazu, daf$ alle Mengen in M normal sind.

Definition 2.7 Seien S, T, K, P, T\ und Ty Mengen.

1. T heifst Teilmenge von S, wenn jedes Element, das in T liegt, auch ein Element
von S ist. (i.2. T CS,SDT)
Gilt zusdtzlich T # S, so heifst T echte Teilmenge von S. (i.Z. T C S)

2. S heifit Schnitt(menge) von Ty und Ty, wenn S die Menge aller Elemente ist,
die sowohl in Ty als auch in Ty liegen. (i.2. S =Ty NT3)

3. S heifit Vereinigung(smenge) von Ty und Ty, wenn S die Menge aller Elemente
ist, die in Ty oder Ty (oder in beiden Mengen) liegen. (i.Z. S =Ty UTy)

4. Gilt T C S, so heifit K das Komplement von T in S, wenn K die Menge aller
FElemente ist, die in S, aber nicht in T liegen. (i.2. K = S\T)

5. Die Produktmenge P von S und T besteht aus allen geordneten Paaren (s,t)
mit s € Sundt € T (i.Z. P = S xT). Statt Produktmenge sagt man auch
kartesisches Produkt. Fiir die Produktmenge S x S schreibt man auch S?.
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6. Die Potenzmenge P(S) einer Menge S ist definiert als die Menge, die aus allen
Teilmengen von S besteht.

Beispiel 2.8 Betrachte die Menge der geraden Zahlen G = {n € N | 2|n} und die
Menge der ungeraden Zahlen H = {n € N | 2|(n + 1)}. Dann gilt:

1. GCN, HCN

2. GCNDH

GNH=0,GUH =N
{neG|n>4tn{neG|n<>5}={4}
N\H =G, N\G = H

S v e

{neG|n<6} x {meH|m<3}={2,4,6} x{1,3}
= {(21),(2,3),(4,1),(4,3),(6,1),(6,3)}

7. Die Punkte der Zeichenebene werden mit Elementen aus R? identifiziert. (kartesi-
sches Koordinatensystem)

Es gelten folgende Rechenregeln. Seien A, B und C' Mengen. Dann gilt:

(RI) AcBABCC = AcC (Transitivitdt von ,,C*)
(R2) Au(BUC)=(AuB)UC (Assoziativgesetze)
(R3) An(BNnC)=(AnB)NnC

(R4) AuB=BUA (Kommutativgesetze)
(R5) AnB=BNA

(R6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetze)
(R7) Au(BNC)=(AuB)Nn(AUC)

(R8) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)

(R9) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
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Bemerkung 2.9

1. Un'T C S zu zeigen, kann man auch a ¢ S = a ¢ T beweisen (Kontraposi-
tionsgesetz). (Auferhalb von S gibt es kein Element von T, also liegt T ganz in
S.)

2. Ist S eine beliebige Menge, dann gilt fiir jedes a ¢ S auch a ¢ 0. Somit folgt:
0cs.

3. Schnitt, Vereinigung und Produktmenge kann man auch fiir mehr als zwei Mengen
S1,...,5, n €N, definieren:

S = Sin..NnSy={z|V1<i<n: z€8}
Us = Siu..uS,={z|31<i<n: 25}

HSZ = Slx...xSn:{(sl,...,sn)]sZ-GSi, z:l,,n}

4. Zwei Mengen S und T sind gleich, wenn S CT und T C S gqilt, d.h. wenn a € S
daquivalent zu a € T ist.

2.2 Abbildungen

Definition 2.10 Eine Zuordnung, bei der jedem Element einer Menge M, M # 0,
genau ein Element einer Menge N zugeordnet wird, heifft Abbildung (Funktion).
Bezeichnet man die Abbildung mit f und ist y € N das Element, das v € M zugeordnet
wird, dann heifit y das Bild von x unter f, oder auch der Wert von f an der Stelle z.
Das Bild von M wunter f oder kurz das Bild von f ist definiert als

FOM) = {f(z) | = € M} C N.
Das Bild von f heifst auch Wertebereich von f.
Schreib- und Sprechweisen:
f:M — N fist eine Abbildung von M nach N
M  heiit Definitionsbereich oder Definitionsmenge

N heifit Zielmenge

y = f(z) vy ist das Bild von z unter f
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Moégliche andere Schreibweisen sind:

f:M — N, f(x) =2
fM>3z— f(x) €N,
f:M>DM >z f(r)e N CN;
FiM— N,aw f(z).

Fir My C M heiBt f(M,) :={f(x) | x € My} C N das Bild von M; unter f. Analog
definiert man zu jeder Teilmenge N; von N das sogenannte Urbild:

YN :={z e M| f(z) € N1}

Bemerkung 2.11 Zu einer Abbildung gehdren Definitionsbereich, Zielmenge sowie Zu-
ordnungsvorschrift, d.h. zwei Abbildungen sind genau dann gleich, wenn sie nicht nur in
der Zuordnungsvorschrift, sondern auch in Definitions- und Zielmenge tibereinstimmen.

Beispiel 2.12
1. f:R—R, f(z) =22 Fir das Bild von f gilt:
fR)={2*| 2R} =R=":={z R |z >0}

2. g:{a,b,c,d} — {1,2,3,4,5,6}

g(a) = g(b) = g(c) =1, g(d) =6

9({a,b,¢c,d}) ={1,6}, g({a}) Ng({a,b,c}) = {1}
3. h:{0,1,2,3} — {0,1} x {0,1}

h(0) = (0,0), h(1) =(0,1), h(2) = (1,0), h(3) = (1,1)

Sei f eine Abbildung von M nach N. Das Bild von f ist immer eine Teilmenge der
Zielmenge (s.0.). Auerdem konnen i.a. zwei verschiedene m;, ms das gleiche Bild unter
f besitzen. Wir kennzeichnen die folgenden Spezialfélle:

Definition 2.13 FEine Abbildung f : M — N heifit

1. surjektiv, wenn f(M) = N gilt.
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Abbildung 1: Surjektivitét

2. ingektiv, wenn fiir beliebige x| # x5, 11, 29 € M folgt f(x1) # f(22). Aquivalent
dazu ist (Kontrapositionsgesetz!)

Vay, o€ M: f(r)=f(r2) = z1=m

Abbildung 2: Injektivitit

3. bigektiv, falls f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Abbildung 3: Bijektivitét

Beispiel 2.14

1. f:R—R, f(x)=2?
f ist nicht injektiv, da f(—1) =1= f(1), aber —1 # 1.

f ist nicht surjektiv, da keine negative reelle Zahl existiert, die zu f(R) gehirt,
also f(R) C R.
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2. R—>R, glz)=z+1

g 1st injektiv, denn fiir alle x1, o € R gilt:

T £ Ty = v +lFr+1 = glr) # g(r)

g ist surjektiv, denn fir alle y € R existiert ein R 3> x :=y — 1 mit

d.h. g(R) =R, somit ist g auch bijektiv.

Die Eigenschaften Injektivitdt und Surjektivitdt und damit auch die Bijektivitat hdngen
ganz wesentlich von Definitions- und Zielmenge ab und nicht nur von der Zuordnungs-
vorschrift. Betrachte f definiert durch f(z) = 2 fiir verschiedene Definitions- und Ziel-

mengen (D bzw. W):

glr)=gly—-1)=(@y—-1+1=y

D W || surjektiv | injektiv | bijektiv

R R nein nein nein

R | R=0 ja nein nein
R0 | R nein ja nein
R=0 | R20 ja ja ja

Bezeichung 2.15 Sei M # (). Die Abbildung f: M — M, f(x) = x wird als identi-
sche Abbildung oder auch Identitdt auf M bezeichnet (i.Z. idy;).

Definition 2.16 Seien S, T,U Mengen und f : S — T, g: T — U Abbildungen. Dann
ist die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) go f S — U definiert durch

(g o f)(x) = g(f(x)).

Satz 2.17 Eine Abbildung f : M — N ist genau dann
1. surjektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so dafl f o g =1idy gilt.

2. injektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so daf$ g o f = idy; gilt.

3. bigektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so daf§ f o g = idy und
go f =idy gilt. g heifit in diesem Fall die Umkehrabbildung von f (Bez.: g = f=1).
Die Umkehrabbildung ist, obwohl sie mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird wie

das Urbild, von diesem streng zu unterscheiden.
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Beweis:

1. Sei f surjektiv. Dann gilt fiir alle y € N:

[ () #0.
Als Bild von y unter g withlt man ein beliebiges Element aus f~!(y) aus und hat
so eine Abbildung g mit der gewiinschten Eigenschaft f o g = idy definiert.
Ist umgekehrt eine solche Abbildung g vohanden, so ist f surjektiv, denn zuy € N
ist g(y) Urbild.

. Sei nun f injektiv. Dann definiert man (zy € M beliebig):

Offenbar hat ¢ die gewiinschte Eigenschaft g o f = idy,.

Ist umgekehrt eine solche Abbildung ¢ vorhanden, so ist f injektiv, denn aus

f(z1) = f(z2) folgt g(f(x1)) = g(f(x2)) und folglich mit g o f = idy; der Zusam-
menhang z; = x».

. Ist f bijektiv, so sind die jeweils zur Injektivitdt und Surjektivitdt definierten
Abbildungen identisch.

Ist umgekehrt eine Abbildung g mit den beiden Eigenschaften f o g = idy und
g o f =idy gegeben, so folgt mit dem ersten und zweiten Teil dieses Satzes, daf3
f sowohl surjektiv als auch injektiv, also bijektiv sein muf. U

Bemerkung 2.18

1. Die Komposition von Funktionen ist assoziativ, d.h. fir Funktionen f, g, h mit den

entsprechenden Definitions- und Wertebereichen gilt:

(hog)of=hol(gof)

2. Die Komposition von Funktionen ist i.a. nicht kommutativ.

Z.B. ist fiir f,g:R — R mit f(z) =2 und g(x) =2+ 1

(fog)@) = (@ + 1)’ =2* + 2+ 142” +1= (g0 f)(x).
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Weitere Eigenschaften von Funktionen sind Monotonie und Symmetrie, die im Folgenden
erldutert werden sollen.

Definition 2.19 f heifit in einem Intervall [a,b] C D monoton steigend genau dann,
wenn fiir zwei beliebige Werte xy € [a,b], z2 € [a,b] mit 1 < x5 gilt:

f(x1) < fx2).
Gilt
f(x1) > f(z2)

so heifit sie monoton fallend. Gilt das Gleichheitszeichen nicht, so spricht man von
strenger Monotonie.

1
Beispiel 2.20 f(z) = 37 + 1 ist streng monoton steigend in D = R.

Definition 2.21 Fine in einem Intervall I definierte Funktion f heifst gerade oder
symmetrisch genau dann, wenn Vx € I mit —x € I gilt:

f(z) = f(-=).
Sie heifit ungerade oder antisymmetrisch genau dann, wenn ¥Vx € I mit —x € I gilt:
f(@) =—=f(-=).

Beispiel 2.22
f(x) = a? ist eine gerade Funktion. f(x) = 3 ist eine ungerade Funktion. (vgl. Abb. 4)

y

X
| | | |
f T T T

-3 -2 -1 0 1 2
Abbildung 4: f(z) = z? links und f(z) = 2® rechts

Eine genauere Untersuchung verschiedener Funktionstypen soll in Kapitel 4 durchgefiihrt
werden. Zunéchst einmal sollen Potenzen, Wurzeln und Logarithmen betrachtet werden.
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2.3 Ubungsaufgaben
1. Sei B ={0,1}. Bestimmen Sie B> = B x B x B.

(Bemerkung: Man erhilt damit die Antwort auf die Frage, welche verschiedenen
Binérzahlen ein Dreibit-Computer darstellen kann.)

2. Sei S = {«, B, 7v}. Bestimmen Sie P(S) und die Anzahl der Elemente von P(S)
(i.Z. [P(9)]).

3. Seien A, B und C Mengen. Beweisen Sie:

a) AN B C A4
b) ACANB N BCBNA = A=B5B;
c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
d) Seien A, B und C Teilmengen von X. Fiir A C X ist das Komplement A’
von A in X erklart durch A" := X \ A. Zeigen Sie
a) AUB=BUA (Kommutativgesetz);
b) (AUB) = A'NB" (eine der Regeln von de Morgan);
c) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).
Bemerkung:
Die oben angegebenen Regeln fiir Mengen gelten auch, wenn man jeweils U
durch N und N durch U ersetzt. Die Regeln von de Morgan gelten nicht nur
fiir zwei, sondern auch fiir eine beliebige endliche oder unendliche Anzahl von

Mengen.
e) Seien B und C Teilmengen einer Menge A. Zeigen Sie die Aquivalenz von
a) B CC;
b) BNC = B;
c) BUC=C.

f) Die Mengen A, B und M seien gegeben durch
A := {Teller, Schiissel, Tasse}, B := {gelb, grin} und M := Ax{griin}.

a) Bestimmen Sie die Menge B x A.

b) Wie viele Elemente hat die Menge B x A x {}?

c¢) Bestimmen Sie die Menge (A x B) \ M.

d) Bestimmen Sie die Menge M N ({Teller, Schiissel} x {gelb, griin}).
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4. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Surjektivitét, Injektivitat und Bi-
jektivitat:
a) er—>R, flx) =%

b) f :

&) fiR R, f(z) = 1t

d) f:RZ SR, f(r) = ot

) £ R\[0} — R\[0}, f(x) =~

f) f:R->Rzw— 2z —1,;

8) 9+ [~2i00[ [2ioclx 2?2 —

5. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Monotonie:
a) [:R—=R, f(z)=22-3;
b) f:R—R, f(x)=—22%
c) f:R—R, f(z)=222+1.

6. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Symmetrie:

a) [:R—-R, f(z)=ao+1;
b) f:R—R, f(z —220 +1;

) (z)
c) f:R—-R, f(x)=
d) [R—-R, f(z)=
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3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Zu Grunde liegt Kapitel 4 der zweiten Auflage basierend auf [SG94].

Seien a; € R,i € Z, k,l € Z. Wir verwenden im folgenden die Symbole

.

Qp * Qggq - .. ap, k<l
1
Qj ‘= ag, k=1
i=k
1, k>1
\
.
g+ Qi1+ ...+ a,, k<n
n
@ =N ag, k=n
i=k
0, k>n

\

3.1 Potenzen und Wurzeln
Definition 3.1 Seia € R,n € Nyg. Man definiert:

[Ta, n#0
=1

a” =
1, n=>0
a heifst Basts, n Exponent und b = o Potenzwert.

Definition 3.2 Seia € R,n € N. Man definiert fir a # 0 :

Seien a,b € R, n,m € Nj. Es gelten folgende Rechenregeln, die man mittels vollstédndiger
Induktion beweisen kann:
(R1) a”- 0" = (a-b)"
a” a\"”"
R2 ":b":—:(—> b A0
(R2) a =3 #

(R3) a™-a™ = a™t™
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(R4) a”:am:a—:a”*m, a#0
am
(R5) ()" =
Bemerkung 3.3 (R1)-(R5) gelten auch fir n,m € Z, wobei darauf zu achten ist, daf
evtl. auftretende Nenner immer ungleich 0 sein miissen.

Beispiel 3.4

4 _3b0 —2 6,.4

9*(a®y/ab)? 3%a*ab? 3
182(3ab)3 22 3%. 333 4b fira >0, b#0.

Definition 3.5 Sei a € R=2°, n € N. Die Gleichung b = a hat in R genau eine
nichtnegative Lisung (der Beweis ist nicht leicht, s. z.B. [Heu90]), die man mit

b= a

bezeichnet. a heifit Radikand, n Wurzelexponent und b der Wurzelwert. Merke
Radikand und Wurzelwert sind immer nichtnegativ (zur Begrindung siehe [SG94])!

Bemerkung 3.6 Definiert man zundchst firm € Ng, n € N, a >0, a» := /a™ und

anschlieffend fiir a > 0
—m 1
ann = —,

a

so ergibt sich wiederum die Giiltigkeit von (R1)-(R5) auch fir rationale Ezxponenten
(achte jeweils auf Nenner ungleich 0).

o a-b= ab;

. W:%Zgzﬁ;

o Jax/a= "Vartm;
o Ja: a= "Vamr
e /Ya= "Ya.

Bemerkung 3.7 Diese Giiltigkeit bleibt erhalten, wenn man auch beliebige reelle Expo-
nenten zuldfst, wobei die Potenzen dann fir irrationale Fxponenten z.B. durch Intervall-
schachtelungen definiert werden konnen.
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3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Beispiel 3.8

1 1

o V125 = (125%)g _ (125%>5 — 58 — /5.
[ ]
8v/343 — 49/125 + 5/8 — 5/729 = 873 — 4/53 + 5v/28 — 53/36

= 8-7—4-545-2-5-9
= 1.

Wir fassen zusammen: Fiir a,b € R>?, m,n € Z, «o, 3 € R gilt:

l.a"=1, L =a.

2. a=an, Yam = (Ya)™ =a%,n >0
3. a®-b* = (ab)”.

4, q%-aP =a**P, a*: af = a* P,

5. (a%) = a*P.

3.2 Logarithmen
Definition 3.9 Seien a € R>% b € R™%\ {1}.
Man definiert:

c = logya < c ist die eindeutige Lisung von b° = a.

Bemerkung 3.10 Der Logarithmus von a zur Basis b (auch: b-Logarithmus von
a) ist also diejenige Zahl, mit der man b potenzieren muf, um a zu erhalten. Es gilt also
per Definition:

ploga _

und
logyb° = c.

Aus der zweiten Beziehung folgt unmittelbar fir ¢ =0 bzw. ¢ = 1:
log,1 =0, log,b = 1.

Der Logarithmus zur Basis 10 heif$t dekadischer Logarithmus (i.Z. lg), der zur Basis
e (Buler’sche Zahl e=2,71828...) heifit natiirlicher Logarithmus (i.Z. In).
Merke: Basis und Argument des Logarithmus sind immer positiv.
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3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Beispiel 3.11
e 27=16 & r=10gy,16 & x=4;
e 2=10g, 36 & 12=36 & z=6;
o v =log;125 & 5" =125 & x =3,
e 5=log,r & 3 =1 & x=243.
Satz 3.12 Fir den Logarithmus zur Basis b gelten folgende Rechenregeln (c,d,x > 0):
(R1) log,(c-d) = log, c + log, d
(R2) log, (2) = log, ¢ — log, d
(R3) log, 2% = a-log,xz, a € R

log,, ©

(R4) log,, * = log, x -log,, by < log, = = og,, br
Die letzte Regel gibt zum einen an, wie man einen Logarithmus von einer Basis by
in ewne andere Basis by umrechnet, und erlaubt zum anderen die Berechnung von
Logarithmen zu einer beliebigen Basis by, falls man nur die Logarithmen zu einer
festen Basis by (etwa 10 oder e) vollstandig kennt.

Beweis:
(Rl) b log;, c+log,d b logy ¢ | b log, d _ c-d
(RQ) b logy, c—log, d _ b logy c . b —log,d _ E
(R3) p alogyz — (b logbz)a —
by T08by U1 2 Sor ® byt
(R4) blog x-logy, b1 <blogb b1>10 by blog T .
2 - 2 - Y1 -
Beispiel 3.13
[ J
2v/ b a®b? 1 1
log vatbavt log 2 + log(a + b)2 + log a® + log b* — log ¢3 — log(a + ¢)?

Vela+ 0P
1 1
= 10g2+510g(a+b)+310ga—|—210gb— glogc—Qlog(a—i-c)

Voraussetzungen an a, b, ¢ damit der Logarithmus definiert ist.
Auf der linke Seite der Gleichung mufS gelten:
i) a+b>0, damit die Wurzel definiert ist.
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3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

3.3

ii) a >0, damit der Zihler nicht negativ wird.
iti) b0 damit der Zdhler nicht 0 wird.

i) ¢>0, damit die Wurzel definiert ist.

v) a-+c#0, damit der Nenner nicht 0 wird.

Fiir die Logarithmen auf der rechten Seite mufl zusdtzlich gelten:

b> 0 und a+ c >0, damit die Logarithmen definiert sind.

1
log(a + b) + 2log(a — b) — 5 log(a® — b?)

= log(a +b) +log(a — b)* —log(a* — bQ)%

~ log (a+b)(a—b)?

Voraussetzungen an a,b, damit der Logarithmus definiert ist.
Auf der linken Seite muf§ gelten:

i) a+b>0, damit der Logarithmus definiert ist.
it) a—b>0, domit der Logarithmus definiert ist.
i) Mita+b>0 unda—>b>0 ist auch a®> — b* > 0.
iv)  Fir die rechte Seite miissen keine zusdtzlichen Bedingungen erfillt sein.

Ubungsaufgaben

Schreiben Sie als Potenzen:

. Berechnen Sie:

a) (—27)%
b) 18(a — 1) —3(1 —a)® — 15(a — 1)* + 4(1 — a)® + 3(1 — a)?;
a:r+1 b:p+3 a3x71 bw+3

C> a®2p3—zgrphr+l )
a5x—2y a4z+y

d)

b6m—1 : bm—Q;
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3 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

an—i—lbm—l +anbm +an—1bx+l
e) an—2phz—1 )

2 -3
0 (1) ()
4 3
3. Machen Sie den Nenner wurzelfrei:

2 2
o2 —A27) o mT

r2 — g2

3 5
5 4
\/a3 \/ a?\/ a®Vas.

5. Die franzosische Gréfin Elisabeth-Angelique de Beauteville verwitwete im Alter
von 20 Jahren. Thr Gatte, der Gouverneur Sanslisse, liebte sie sehr und hinterliefl
folgendes Testament:

4. Berechnen Sie

Im ersten Jahr nach seinem Tode wird der Witwe ein Goldstiick ausgezahlt, wenn
sie nicht wieder heiratet, im zweiten zwei Goldstiicke, im dritten vier usw., also
in jedem Jahr doppelt so viele Goldstiicke wie im Vorjahr, vorausgesetzt sie bleibt
unverheiratet. Die Gréfin lebte noch 69 Jahre und heiratete nicht wieder. Wie viele
Goldstiicke hétte sie erhalten miissen?

6. Berechnen Sie:

a) log, 49 = x;

7. Berechnen Sie mittels der Logarithmengesetze und bestimmen Sie den Giiltigkeits-
bereich:

a’b?

1 wY

a) logy, P
(CL2 _ b2)2
b) lOglo W

8. Man nehme ein Blatt Papier der Dicke 0,1 mm und falte es 40 mal. Welche Dicke
hétte es dann? Wie oft miiite man es falten, um einen Papierstapel von der Erde
bis zur Sonne (8 Lichtminuten, Lichtgeschwindigkeit 300000 km pro Sekunde) zu
erhalten?
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Basierend auf [SG94| und [CDDO06].

In Kapitel 2.2 wurde bereits definiert, was eine Funktion ist und es wurden einige Ei-
genschaften vorgestellt. Im Folgenden sollen verschiedene Funktionstypen genauer un-
tersucht werden.

4.1 Ganzrationale Funktionen

In diesem Abschnitt werden zunéchst einige elementare Funktionen und deren Eigen-
schaften untersucht.

Definition 4.1 Man nennt
p(z) = apz™ + ap_12" . Fagx® + a1z +ay, = €R,
mit n € Ny, a; € R, a, # 0 ganzrationale Funktion n-ten Grades (Polynom).
Aus der Schule sind insbesondere die linearen und die quadratischen Funktionen bekannt.
Definition 4.2 Eine Funktion f: R — R der Form
y=f(x)=mx+n, mnéeckR,

heifit lineare Funktion (Gerade).
m bezeichnet die Steigung und n den y-Achsenabschnitt.

Ist n = 0 so heifit y = max Ursprungsgerade.

y

Abbildung 5: Zwei Geraden
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Seien (xg,yo) und (z1,y;) zwei Punkte auf der Geraden und m die Steigung, dann sind
alternative Darstellungen der Geraden die Punktsteigungsform
Y—%
r — X

=m & y=mx+ (Yo — mxo)

und die Zwei-Punkte-Form

Y=Y _ MY yl—yox+(y0_y1—yox0).
r — I 1 — Xy 1 — X 1 — X

Die Gerade hat fiir m # 0 genau eine Nullstelle (y = 0):

n
N = ——
m

Zwei Geraden y; = mqx + nq und ys = msex + ng heiflen
e parallel zueinander genau dann, wenn m; = msy.
e senkrecht zueinander genau dann, wenn mymsy = —1.
Weitere Untersuchungen sollen fiir lineare Funktionen nicht gefiihrt werden.
Definition 4.3 Eine Funktion f : R — R der Form
f(x)=az®>+bx+c, abcER, a0,

heifit quadratische Funktion (Parabel).
Ist f(«) der kleinste Funktionswert im Fall a > 0 bzw. ist f(a) der grofite Funktions-
wert im Fall a < 0, dann heifst der Punkt S = («a, f(«)) der Scheitelpunkt der Parabel.

Bemerkung 4.4 Ist |a| > 1, so liegt eine Streckung der Parabel vor; ist 0 < |a| < 1,
so liegt eine Stauchung der Parabel vor. Im Fall a = 1 verwendet man i.a. die Schreib-
weise 2% + px + q fiir az® + bx + c.

Satz 4.5 Sei f: R — R gegeben durch

f(x)=az’>+bx+c, abccR, a0.

b b —4dac
5= (_%’_T)

Dann ist

der Scheitelpunkt der Parabel.
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Beweis:
Mit Hilfe der quadratischen Ergidnzung erhélt man die sog. Scheitelpunktsform:

ar’+br+c = ar’*+ —r+ — — — +c¢
a

4a

b\ 2
a) Ist @ > 0, dann ist a (x + 2—> > 0 fiir alle x € R und somit
a

+b 2 b2—4ac> b? — dac cR
a\r 2a da 4a . )

b\ 2
Die Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn a <x + —) = 0 gilt, also fiir

2a
b
T = ~5a Damit lautet der kleinste Funktionswert
a
b b? — dac
I <_2_) =TT
b b — 4dac
lsoS=|——,—— | .
R

b\ 2
b) Ist a < 0, dann ist a (3: + 2—> < 0 fiir alle z € R und somit

a
+b 2 b2—4ac< b — dac cR
A\ 4a  — ba " '
b\2
Die Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn a <x + 2—) = 0 gilt, also fiir
a
b
T=—c Damit lautet der grofite Funktionswert
a
b b? — dac
A
2a 4a
b b — 4dac
lsoS=|—-———"]. 0
awo ( 2a’ 4a )
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Beispiel 4.6

a) fx)=2>—-6z+8=(z—3)2—1; §=(3,—-1);
b) g(x) =2 —2x+5=(z—1)>+4; S=(1,4);
¢) h(z) =—2?4+11=—(z —

1 1 1
d) k(z) = —§x2 — 3z — 5= —§($ +3)2+4; S=(-3,4);

0)? +11; S =(0,11);

-5 —4/—3 -2
o |

Abbildung 6: Die Graphen der Funktionen f, g, h und k

Satz 4.7 Sei [ eine quadratische Funktion. f besitzt genau

(i) zwei Nullstellen, (ii) eine Nullstelle, (iii) keine Nullstelle
in R, wenn fir die Diskriminante
D = b* — 4ac

qgilt:

(i) D >0, (i) D=0, (iii)D <O0.

Die Nullstellen lauten dann

i) :_b—\/ﬁ _b+\/5 b

5 , To = 5 (zz)x:—%.
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Beweis:
Es gilt
b\> b —dac
2
pr— b pr— — _
f(z) =az*+br+c a(x—l—Qa) 1
Damit erhdat man schlieSlich
flx)=0
- N b\> b —dac 0
aler+—) ——— =
2a 4a
o (o4 D
Y90 ) T a2
& b i\/E
T+ —=+——
2a 2a
b++D
r=— )
2a
*. Fir D < 0 ist diese Gleichung in R nicht losbar, fiir D = 0 ergibt sich die Losung
b
rT=——. U
2a
Bemerkung 4.8
e [st D=0, so nennt man x = ~5 auch eine doppelte Nullstelle von f.
a
2
o Im Falla=11ist D= (g) — q. Die Nullstellen lauten somit

Doy = L (72)2_ __r_ (1_9)2_ i)z =L
) ==5+4/(5 ;2= =3 5) —4 War=—3

(p — q—Formel).

Satz 4.9 Die quadratische Funktion f besitze die Nullstellen x1 und x4, wobei x1 = x-
zugelassen ist. Dann qult

b c
T+ x9=—— und x1T9= —,
a a
und f lafit sich darstellen durch

f(x) = alz — 1) (x — z2)
(Satz von Vieta).
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Beweis:
Die Nullstellen x; und x5 haben die Darstellung

b—+/D b++D

20 2= 2a

1 — —

Dann gilt

b—vD b D 1 b
Ty 4 Ty = — vD +\/__%(—b+\/5—b—\/5)_—a,

2a 2a

2a 2a 4a? 4a? a

xm:(_b—@)(_bJr\/E):b?—D b — (b —dac) ¢

Damit erhalt man schlie3lich

a(r —x1)(xz —29) = a(@® — (z1 + 22)T + T170)

o)
= ar  —a|—|x+a—
a a

= ar’+bx+c
= f(z).

Beispiel 4.10 Berechnung von Nullstellen quadratischer Funktionen:

a) f(z) =a® -2 —6;

_ _1:i: —1 2+6—1j: 25 = rg=-2 Vzx=3;
T 2 27V v T=9

b) g(x) = —22% — 6z + §;
—6++/(—6)2—4-(-2)-8
- 2-(-2)

xr =

1
= —(6£VI00) = v=—4 Vo=1;

Satz 4.11 Jede ganzrationale Funktion n-ten Grades hat n Nullstellen. Sie konnen alle
voneinander verschieden sein oder mehrfach auftreten, reell oder paarweise konjugiert
komplez sein. (vgl. Kapitel 8)

Sind x1,xs,...,x, die n Nullstellen der Funktion

Y=ant" + ap 12"+ . Far? +ar+ag, a; €C, x €R
so lafit sich y als Produkt von Linearfaktoren schreiben:

y=ay(zr—x1)(r —29)...(x —2,), x€R
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Bemerkung 4.12 Werden nur reelle Nullstellen der Funktion gesucht, gilt dieser Satz
i.a. nicht.

Beispiel 4.13
22° — 62° — 202% — 8z + 80 = 2(z — 2)*(x + 2)(2* + 22 + 5)

Die quadratische Funktion f(x) = x? + 2x + 5 besitzt keine reellen Nullstellen, da die
Diskriminante negativ ist: D = —16.

Die Berechnung der Linearfaktoren ergibt sich bei Kenntnis einer Nullstelle durch Poly-
nomdivision. Diese soll anhand eines Beispieles noch einmal verdeutlicht werden:

Gegeben sei das Polynom p(z) = z* + 523 + 522 — 5z — 6. Gesucht ist die Linear-
faktorzerlegung dieses Polynoms. x; = 1 ist eine Nullstelle dieses Polynoms. Mit Hilfe
der Polynomdivison ergibt sich:

(x*  +52® 4522  —Br  —6) (zv—1)=a23+62>+ 11z +6
PR
62° +522
—(62®  —62?%)
1122 —oT
—(112* —11x)
6x —6
—(6z —6)
0
Also p(z) = 2% + 523 + 522 — 5x — 6 = (23 + 622 + 11z + 6)(x — 1).
1y = —1 ist eine Nullstelle von p(z) = 23 + 622 + 11z + 6. Durch eine weitere Polynom-

division ergibt sich:
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

(x> +62° +1lz +6) :(zv+1)=2>+5x+6

—(z%  +a?)
52 +1lx
—(52?  +5z)
6x +6
—(6x +6)
0
Also

p(z) = ' + 52° + 52" — b — 6 = (z — 1)(z + 1)(2* + 52 + 6).

p(r) = 22 4+ 52 + 6 148t sich nochmals in die Faktoren (z + 2)(x + 3) aufspalten.
Somit ergibt sich als Linearfaktorzerlegung:

p(r) = 2" +52° +52° =52+ 6= (x — 1)(z + 1)(x + 2)(z + 3).

Fiir weitere Aussagen iiber charakteristische Punkte ganzrationaler Funktionen muf} die
Differentialrechnung zu Hilfe gezogen werden, worauf spéter in Kapitel 9 noch einmal
eingegangen werden soll.

Ohne die Differentialrechnung lassen sich jedoch noch Aussagen zu dem Verhalten der
Funktion im Unendlichen machen. Dafiir benutzen wir den Begriff des Grenzwertes.
Dazu betrachten wir wieder die allgemeine ganzrationale Funktion n-ten Grades

() = ap2" + ap 12"+ .+ agx® + ayx + ag.

Es gilt:

. . (p—1 a2 ay ao

lim p(z) = lim 2" (an+ e +—+—

r—F00 r—=F00 [L‘n_Q In_l xn
. . Ap—1 a2 ai Qo
= lim 2" lim (an—f— L+ + —
T—Fo00 r—F00 2 zn—1 xh

= a, lim 2"

r—=+00

Es sind nun verschiedene Félle zu untersuchen. Dabei héngt der Grenzwert von a,, n
und z — 400 oder z — —oo ab.
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Fall: + — 4+ a, >0 a, <0
n gerade lirf p(x) = o0 lir+n p(x) = —o0
n ungerade lirf p(z) = o0 lir+n p(zr) = —00
Fall: + - — a, >0 a, <0
n gerade lim p(z) =00 | lim p(x)=—oc0

n ungerade

lim p(x) = —oc0

r——00

lim p(z) = oo

T——0OQ

Im Folgenden sollen spezielle ganzrationale Funktionen betrachtet werden.
Definition 4.14 Fine Funktion f: R — R mit
flz)=2% aeR, >0

heifst Potenzfunktion.

Bemerkung 4.15 Fiir a € Ny ist die Potenzfunktion eine ganzrationale Funktion.

Fiir gerades 0 < @ € Z haben alle Kurven den Definitionsbereich D = R, den Wertebe-
reich W = R{ und die gemeinsamen Punkte (—1,1),(0,0), (1,1).
Fiir ungerades 0 < o € Z ist D = W = R und gemeinsame Punkte sind (-1, —1), (0, 0),

und (1,1).

Abbildung 7: fi(z) = 2% und fo(x) = 2* links, f3(x) = 2 und fy(x) = 2° rechts
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

Fiir 0 > a € Z nennt man y eine gebrochenrationale Funktion. Diese hat einen Pol
bei x = 0 und y = 0 als Asymptote.

Fiir 0 > a € Z gerade haben alle Funktionen den Definitionsbereich D = R\{0}, den
Wertebereich W = R{ und die gemeinsamen Punkte (—1,1), (1,1).

Fir 0 > a € Z ungerade ist D = W = R\{0} und die gemeinsamen Punkte sind

(—1,-1), (1,1)

1+ f 1

w
I
[\]
I
—_
—_
N
[=2}
I
f

Abbildung 8: fi(z) = 272 und fo(z) = 2 links und f3(x) = 27! und fy(x) = =73

rechts

4.2 Exponentialfunktionen
Definition 4.16 FEine Funktion f mita >0, a # 1
f(z) = a”,
heifst Exponentialfunktion.
Bemerkung 4.17 Ezponentialfunktionen haben den Definitionsbereich D = R und den

Wertebereich W = RY. Da a® = 1 Va € RT gilt, ist (0,1) gemeinsamer Punkt aller
Ezxponentialfunktionen.
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

f2 [ fs

1
3 -2 -1 1 2 x

Abbildung 9: Exponentialfunktionen: fi(x) =277, fo(z) = 107, f3(x) =e€”

Fiir a > 1 ist f streng monoton steigend und strebt fiir + — —oo gegen die x-Achse.
Fiir 0 < a < 1 ist f streng monoton fallend und strebt fiir z — oo gegen die z-Achse.

4.3 Logarithmusfunktion

Definition 4.18 FEine Funktion f mita >0, a # 1
f(z) =log, =

heifst Logarithmusfunktion.

Die Funktion hat den Definitionsbereich D = R>? und den Wertebereich W = R.
Gemeinsamer Punkt aller Logarithmusfunktionen ist (1,0).

Fiir a > 1 ist f streng monoton steigend und hat die negative y-Achse als Asymptote.
Fiir 0 < a < 1ist f streng monoton fallend und hat die positive y-Achse als Asymptote.

Die Kurven von f(z) = log,x sind das Spiegelbild von g(x) = a® an der Geraden
h(z) = .
1+ Inz
| | | lgm |
1 1 2 3 4 5)
1
_2 _

Abbildung 10: Logarithmusfunktionen: f(z) =lgz und g(z) =Inx
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

4.4 Trigonometrische Funktionen

Definition 4.19 Als trigonometrische Funktionen oder Winkelfunktionen be-
zeichnet man die Funktionen sinx, cosx, tanz, cotx.

Funktion Definitionsbereich Wertebereich
f(z) =sinx D=R W =[-1,1]
f(x) =cosx D=R W =[-1,1]

f(z) =tanz =2 | D =R\{Z + kr, ke Z} | W =R

cosx

flz) =cotx =<2 | D=R\{km, k €Z} W =R

sin x

Abbildung 11: sinx und cos x

Symmetrie | Periode Nullstellen
sinx | ungerade 2m xy =km, keZ
s
Cos T gerade 2m T =5 +km, kel
tanx | ungerade T xp =k, keZ
s
cotx | ungerade T T =g +km, kel

Auf weitere Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen wird in Kapitel 7 einge-
gangen.
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4 Betrachtung verschiedener Funktionstypen

4.5

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Geraden, die durch folgende Punkte gehen:
a) (2,3), (5,5);
b) (L,1), (3,7);
c) (—=1,0), (—2,-3).

Gegeben sind die folgenden quadratischen Funktionen f : R — R. Bestimmen Sie
den Scheitelpunkt und die Nullstellen von f.

a) f(z) =12*— 4z +3;

b) f(z) = (x = 5)(z —1);

c) f(x) = 32? + 6.
Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen mittels Polynomdivision
und untersuchen Sie das Verhalten der Funktionen fiir x — co und x — —oo:

a) f(z)=az"+22% — 212* — 22z + 40;

b) f(z) =2z* — 323 — 62% + bz + 6;

c) f(x) =+ 4a* — 5x® — 2022 + 4z + 16.
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrage

Zu Grunde liegt Kapitel 2.5. der zweiten Auflage. Anderungen basieren auf [SG94].

5.1 Gleichungen

Das Losen von Gleichungen 148t sich zuriickfithren auf das Berechnen von Nullstellen
der zugehorigen Funktion.
Alle Gleichungen der Form

A + ap 12"+ ar?+az+ag=b

lassen sich umformen zu
_1 2 —
ApT" + Gp_1x2" "+ ...+ ax” + a1z + ag = 0.

wobei ag = ag—>b gilt. f(z) = a,2"+a,_ 12" +.. . +ayx®+a,7+0d ist eine ganzrationale
Funktion deren Nullstellen die Losung der Gleichung sind. Wie diese berechnet werden,
wurde bereits in Kapitel 4 vorgestellt.

Beispiel 5.1

2 —6r+2=-6 & 22—-6x+8=0

Die Nullstellen lassen sich mittels der p — q— Formel ausrechnen und sind die Losungen
der obigen Gleichung:

L= {24},

Die Losungsmenge kann man auch am Graphen der Funktion ablesen. (vgl. Kapitel 4.1
Abbildung 6)
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

5.2 (Un-)Gleichungen mit Betragen
Definition 5.2 Die Betragsfunktion |- | ist definiert durch

x, x>0
| ] R—>RY, 2+
—x, = <0.

Definition 5.3 Fir eine Funktion f : R D D — R sind die Funktionen fy und f_
definiert durch

Beispiel 5.4

a) 2l — 7| < 7(x+2)+ |5z +2|;
Aufgrund der Betrdge ist eine Fallunterscheidung notwendig:

))r—T>0AbBx+2>0 & 2>TANae>-2 & o>T,

20 —7) <T7(x+2)+ 5z +2
& 2r—14<12x+ 16
& =30 < 10z
&S x> =3

insgesamt liefert dies: x >7 N x> -3 & x>7: Ly =[7,00);

i) x—T<0ANDBz+2>0 & <7 ANa>-2 & —2<a<T,

27T—2) <T7(x+2)+5x+2
& 14 —-2x< 120416
& —2< ldx
& o> -1

insgesamt liefert dies: —% <z<T7TANz>-1 & —% <x <T:

7
LQ = (_%7 7)7
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

iii) t—=7>0 AN bx+2<0 & xz>7 AN < —% (Widerspruch!);
insgesamt liefert dies: Ly = {};

w) r—T<0AbBr+2<0 & <7 ANa<—-2 & z<—3
207 —x) <7(x+2)— (5bx + 2)
S 14 —-2x <224+ 12
& 2<4x
& >

insgesamt liefert dies: v < —2 A x> 1 (Widerspruch!): Ly = {};

L=L UL UL;ULy=[7,00) U (=3,7) U {} U {} = (—%,00);
b) |fl = f++ f=

Aufgrund der Betrige ist eine Fallunterscheidung notwendig:

i) f(x) 20: |f(@)| = fz) = f(z) + 0 = fi(x) + f-(2);
i) flx) <0 [fx)] = =f(z) = 0= fz) = fy(z) + f-(2);
somit gilt fir allex € D: |f(x)| = fi(z) + f-(x), d.h. |f]| = f+ + f=;

5.3 Quadratische (Un-)Gleichungen

Bemerkung 5.5 Jede quadratische Ungleichung laf$t sich leicht auf eine der folgenden
Formen bringen:

2 4pr+qg<0, 224+pr+q¢g<0, 22+pr+q¢>0, a2°+pr+q>0.

Die Léosungsmenge der Ungleichung kann man mit Hilfe der p—q— Formel direkt angeben:

flx)=2*+pr+q<0

D<0|L={}

D=0|L={)

p>0[L= (-4 et/ )
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

flx)=2>+pr+q<0

D<0|L={}
D=0|L={-%}

D>0|L= |5 -0 -5+ /)7~ 4]

flx)=2*+pr+qg>0

D<0|L=R

D=0|L=R\{-2

2

D>0|L= (0.4 -a) U (54 /B - 0)

flx)=2>+pr+q>0

D<0|L=R
D=0|L=R
D=0 LZ(—OO’J%— (%)2—61} y {—§+ (%’)2—q,oo>

Beispiel 5.6 Zu ldsen sind die folgenden quadratischen Ungleichungen:

a) >+ 5z > Tx + 3;

22 +5x>T7r+3
s 2—-20—-3>0
S (24 1D)(x—-3)>0

S < -1V x> 3;

Die Lisungsmenge lautet also: L = (—oo0,—1) U (3, 00).
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

Abbildung 12: Anhand des Graphen der Funktion f : R — R, f(z) = 2? — 2z — 3 liBt sich
die Losungsmenge leicht ablesen.

b) 222 — 62 +4 < 61 — 12;

202 — 6 +4 < 6z — 12
& 22 —6x+8<0
& (x—=2)(x—4)<0

S 2<x <4,

Abbildung 13: Anhand des Graphen der Funktion g : R — R, g(x) = 22 — 6x + 8 4Bt sich
die Losungsmenge leicht ablesen.
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

5.4 Sonstiges
Beispiel 5.7

a) Wurzelgleichung:

Vi—1l=vVa2—-1 = z-1=2’-1 22—2=0< 2=0V z=1;

Eine Probe liefert folgendes Ergebnis:

x=0: v0—1=+/—1 ist in R nicht definiert, also ein Widerspruch! Also gilt
0¢L.

r=1: V1-1=0=+12—-1, also gilt L = {1}.

b) Quadrieren von Ungleichungen:

)
> -3 Z 7% > 9;
?
Es gilt hier weder die eine noch die andere Richtung:
Gegenbeispiele:
= Setx =2
2> -3 (w) & 4=2%>9 (f), also gilt diese Richtung nicht.
=5 Serx=—4:
16=(—4)*>9 (w) & —4> =3 (f), also gilt diese Richtung nicht.

Bemerkung 5.8 Das Quadrieren von Gleichungen kann dazu fiihren, daf die Losungs-

menge vergrofiert wird (vgl. Beispiel a)). Deshalb ist dieser Vorgang i.a. keine dquivalente
Umformung. Daher ist eine Probe sinnvoll.

Bei Ungleichungen kann sogar der Fall auftreten, dafl noch nicht einmal mehr die Hin-

richtung gilt (vgl. Beispiel b)). Daher ist beim Quadrieren grofle Vorsicht geboten, da
man anderenfalls falsche Ergebnisse erhdlt!

5.5 Ubungsaufgaben

1. Losen Sie die folgenden Ungleichungen iiber R:
a) 8r —3 <2z +9;
b) Bz +1)(2z — 1) < (5bz — 3)(2x — 1);

2c — 2
< 2:
) 5 <%
3(dx — 1 2(4x — 5
r—1 r—1

e) 2%+ 5r > Tx + 3;
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5 Gleichungen, Ungleichungen und Betrége

f) 222 — 6x + 4 < 62 — 12;

5)
g) x2—2x+1>§x—1;

20

h —2) > —— —7):
) 8 =2) = ——+3(—7)
L |lr+3
i)

l1—=x
i) B—zl<2—]z -5
k) [1—[2—z]]] = 1.

> 3;

2. Losen Sie folgende Ungleichungen iiber R. Skizzieren Sie zudem die Losungsmenge

auf der z—Achse.
a) % > 3;

b) |z|—-1 > 1

21 = 2

¢) |z —|z—1|] > -2z + 1.

Hinweis:
Machen Sie geeignete Fallunterscheidungen fiir x.
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6 Der binomische Lehrsatz

Zu Grunde liegt Kapitel 3 der zweiten Auflage (|[CDDO06]).

6.1 Satze und Definitionen
Definition 6.1 (Fakultit) Sein € Ny. Die Zahl

n
1]
=1

heifst n! (lies: n-Fakultdt).

Definition 6.2 (Binomialkoeffizienten) Seien n,k € Ny. Unter dem Binomialko-
effizienten (Z) versteht man die Zahl

n

I i

i=n—k+1

k!

Satz 6.3 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)
Seien n, k € Ny.

1. Es qilt:

2. Firn <k ist

3. Firn >k qilt die Darstellung

und die Symmetriebedingung

4. FEs qilt:
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6 Der binomische Lehrsatz

Beweis:
1. Die Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Binomialkoeffizienten.
2. Fiir n < k ist einer der Faktoren im Z&hler 0.

3. Firn > k ist

(i:nf[k+1 z) (n — k)!
(- )|

n!

kl(n — k)

Es folgt

n n! n!
(k+ 1) T HMm—R Dm0

B nl(k+ 1)! nl(n —k)!
EE+DIn—k)!  (k+DI(n—k—1)!(n—k)
nl(k +1) nl(n — k)

(k+Dln—=Fk)!  (E+1)l(n—k)!
nl(k+14+n—k)
(k+1D!(n—k)!
nl(n+1)
(k+Dln+1—-Fk—1)
(n+1)!
(k+ DN (n+1)— (k+ 1)

~ (n+1
- \k+1)
Satz 6.4 (binomischer Lehrsatz) Seien a,b € R, n € Ny. Dann gilt:

(a+b)" = zn: (Z”) aibi,

1=0
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6 Der binomische Lehrsatz

Beweis: [vollstindige Induktion]

ILA:n=0:

ILV.:

1.S:on—=n+1:Zz

(CL + b)n—f—l

Folgerung 6.5

Beweis:

(a+0b)" =
(a+b)"H! = Z
(a+b)"(a+Db)

n

(a+b) Z (n) Qi
()£

> (20 ()
("

n+1

S

1> an-l-l [

=0

.

28

n
n

( )ab" ’+1+i< )ab” s

)an—i—lbO + (8’) aObn-‘rl

1> Al g (n + 1) g HLpHD—(n+) | (n + 1) Oprt1-0
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6 Der binomische Lehrsatz

Man kann die Binomialkoeffizienten sehr iibersichtlich im sogenannten Pascalschen
Dreieck anordnen:

Um die Werte in diesem Pascalschen Dreieck zu berechnen mufl man nicht die Binome
berechnen, sondern addiert die jeweils dariiber stehenden Zahlen folgendermafien:
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6 Der binomische Lehrsatz

Zusammen mit dem binomischen Lehrsatz kann man so z.B. sehr schnell (a + b)®

berechnen:
(a +b)® = a® + 5a*b + 10a®V? 4 10a%V® + 5ab* + V°.

6.2 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie
5!

5;
(n+2)!
(n—1)0
c) 2n!;

d) (2n)!.

a)

b)

2. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:
a) (i);
4
o ()
()
c) %

3. Berechnen Sie die folgenden Summen:
) 2 N 2
a :
1 2)’
3 3
b .
() ()
) 4 N 4
c .
1 2
4. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

a) (z+y)";

b) (a—1b)%

¢) (5a + 4b)%;
)

1 1\*
—r— - .
27 T3y

o
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7 Elementargeometrie

Basierend auf [SG94].

7.1 Das rechtwinklige Dreieck

Es soll im Folgenden nur das rechtwinklige Dreieck betrachtet werden. Die dem rechten
Winkel gegeniiberliegende Seite heifit Hypotenuse, die anderen beiden Seiten heiflen
Katheten.

Abbildung 14: Rechtwinkliges Dreieck

Am rechtwinkligen Dreieck gelten die nachfolgenden Sétze:

Satz 7.1 (Satz des Pythagoras) Im rechtwinkligen Dreieck ist die Fliche des Qua-
drates iber der Hypotenuse gleich der Summe der Flichen der Quadrate tiber den Ka-
theten:

a’>+b* =2

Satz 7.2 (Kathetensatz) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber eine Kathete
flichengleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und der Projektion dieser Kathete auf
die Hypotenuse:

a2:p-c, bzzq-c.

Beweis Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

A = >+
v o= ¢+ h°
2 = pz 12

zusitzlich haben wir ¢ = (p + ¢)* = p* + 2pq + ¢*. Damit gilt:
2 = 21
= P +2q+¢ -
= PP+ 20+ ¢ — (¢ + 1)

= p*+2pg— I
= p*+2pg— (a® —p?)
= 2p* +2pq—a®
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7 Elementargeometrie

Also
20> = 2p° + 2pq
& a® = pP+pg
= plp+q)
= pc
b?* = qc analog. O

Satz 7.3 (Hohensatz) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der Hohe auf
der Hypotenuse fldchengleich mit dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten:

h?=p-q.
Beweis:
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
& = a®+ b
V¥ o= ¢+ R
a> = p*+h?

zusitzlich haben wir ¢ = (p + ¢)? = p? + 2pq + ¢*. Damit gilt:

a+b = &
SpPP+¢E+20 = ¢
SpP+¢ 420 = (p+q)’
SpP+¢+20 = PP+ +2pq
Also 2h? = 2pg und somit h? = pq. O

7.2 Seitenverhdltnisse am rechtwinkligen Dreieck

Abbildung 15: Rechtwinkliges Dreieck

Die dem Winkel a gegeniiberliegende Seite a wird als Gegenkathete von a bezeichnet,
die Seite b als Ankathete. Fiir den Winkel (3 ist b die Gegenkathete und a die Ankathete.
Mit diesen Bezeichnungen lassen sich Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens wie folgt
erkléren:
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7 Elementargeometrie

Sinus von o
Kosinus von a

Tangens von «

Kotangens von «

Diese Verhiltnisse hdngen nur vom
Beziehungen:

Gegenkathete _ a
—————  bzw. sina = —;
Hypotenuse c
Ankathete b
—  bzw. cosa = —;
Hypotenuse c
Gegenkathete by, ¢ a
——————  bzw. tana = —;
Ankathete b’
Ankathete b
——————  bzw. cota = —.
Gegenkathete a

Winkel a ab. Mit § = 90° — a gelten folgende

b
sinf = - = sin(90° —a) = cosq;
c
a :
cosf = — = cos(90° — ) = sina;
c
b
tanf = — = tan(90° —a) = cotu;
a
a
cotf = 5 = cot(90° — ) = tana.
Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras erhélt man:
sin“a +cos" = — + 5 = >— =1
2 < c
a> b+ a? 2 1
l+tan’a=14+—=-— = _ =
lanta * b? b2 b2 cos?a’
v¥oooat+ b A 1
1 tPa=1+—= = === .
Feotta * a? a? a?  sin’a
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Einige Werte der Winkelfunktionen fiir spezielle Winkel:

sin o COS (v tan o cot o
1 1

020° 5\/6 =0 5\/4_1 =1 0 nicht definiert
T A 1 1 1 1 1
—=30°| =vV1=— -3 -3 =— 3
6 2\/_ 2 2\/_ 3\/_ \/§ \/—
/SN 1 1
— = 45° —+/2 —+/2 1 1
4 > 2\/_ 2\/_
T A 1 1 1 1 1
— = 60° -3 —v1== 3 —V3=—
3 2\/_ 2\/_ 2 \/_ 3\/_ \/§
T A 1 1 . .
5 = 90° 5\/4_1 =1 5\/6 = 0 | nicht definiert 0

7.3 Sinus- und Kosinussatz

Die beiden folgenden Sétze ermdglichen es, Berechnungen an einem allgemeinen Dreieck
(kein rechter Winkel mehr) durchzufiithren (7 = v, + v2):

C
b Y2 | M
a
e
a B
A q c p B

Abbildung 16: Allgemeines Dreieck

Satz 7.4 (Sinussatz) Mit den Bezeichnungen des Bildes gilt:

a b c

sina sinf3  sinvy’
Dieser Satz kann verwendet werden, wenn in einem Dreieck zwei Seiten und der der

grofleren Seite gegeniiberliegende Winkel (SSW) oder eine Seite und die beiden anlie-
genden Winkel gegeben sind (WSW).

Satz 7.5 (Kosinussatz) Mit den Bezeichnungen des Bildes gilt:
a? = b+ —2bccosa;
¥ = a®+c* — 2accos B;
& = a®+b*—2abcos.

Dieser Satz kann verwendet werden, wenn in einem Dreieck drei Seiten (SSS) oder zwei
Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind (SWS).
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7.4 Additionstheoreme

Es gibt eine Vielzahl von Beziehungen zwischen den trigonometrischen Formeln, von
denen hier nur einige angegeben werden sollen.

sin(x 4+ y) = sinz cos y £ cos x sin y;
cos(z £ y) = cosx cosy F sinzsiny.

Beweis: (nur fiir cos(x + y))
Ausgehend von Abbildung 16 setzen wir 71 = x, 7, = y und somit v = x + .
Nach dem Kosinussatz gilt mit a? = p* + h?, 0> =¢*>+h?, = (p+q)?

2abcosy = a*+b* —c?
= PP +R A+ +h - (p+q)?
= P+ +hi—q" —2pg—p°
= 2h2—2pq.

Damit folgt

cosy = — ——

= CO0S "Y1 COS Yo — Sin 7y; sin 7Ys.

Insgesamt gilt also:
cos(x 4+ y) = cosz cosy — sinx sin y.

Aufgrund von Symmetrie gilt:

cos(z —y) = coszcos(—y) — sinzsin(—y)

= cosxcosy + sinzsiny.

Weitere Beziehungen sind:
sin 2z = 2 sin x cos T;

2

2y —sin? x;

coS 22 = cos
tanz + tany
1 Ftanztany

tan(x £ y) =

Fiir weitere sei auf die Literatur verwiesen.
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7.5 Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie:

a) sin(z £ y) = sinx cosy £ cos zsiny;

b) sin2z = 2sin x cos z;

c) cos2z = cos?z — sin® z;
tanx £ tan

d) tan(z £ y) = J

lFtanztany

2. Berechnen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Winkel:

a) cos(15°);
b) sin(15°);
c) cos(75°);
d) sin(75°);
) tan(15°);
) tan(75°).

e

f

3. Berechnen Sie die fehlenden Grofien in den folgenden Dreiecken:

a) A ABC mit a =3 cm, b =4 cm, v = 90°.
b) A ABC mit b =6 cm, o = 30°, v = 90°.
¢) A ABC mit b= 3 cm, ¢ =7 cm, v = 90°.
d) A ABC mita=5cm, b=06cm, c=7 cm.
e) A ABC mit a =5 cm, = 6 cm, v = 50°.
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8 Komplexe Zahlen

Zu Grunde liegt Kapitel 5 der zweiten Auflage (|[CDDO06]).

Die komplexen Zahlen sind in Kapitel 2 schon einmal erwéahnt worden. Nun sollen diese
etwas genauer eingefithrt werden, wobei auf die algebraischen Hintergriinde verzichtet
werden soll. Im Folgenden soll lediglich gezeigt werden, wie man mit komplexen Zahlen
rechnet.

Schon sehr einfache quadratische Gleichungen wie

?+1=0
haben keine reelle Losung mehr. Mit Hilfe der komplexen Zahlen 148t sich jedoch eine

Losung angeben:
1 =V —]., To = —V —1.

Fiir v/—1 wihlt man das Symbol 7, und somit ist 2 = —1.
7 nennt man auch imaginére Einheit.

Definition 8.1 z =a + bi mit a,b € R heifit komplexe Zahl.
Z=a— bi heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Der Betrag von z ist definiert durch |z| = v a? + b2.

a heifst Realteil (a = Re(z)) und b Imagindrteil (b = Im(z)).

Bemerkung 8.2 Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sie sowohl in Realteil als auch
i Imagindrteil ibereinstimmen:

a1 +bii=as+by & a;=as N by =bs.

8.1 Rechenoperationen mit komplexen Zahlen

Mit komplexen Zahlen rechnet man wie mit reellen Zahlen. Somit ergibt sich fiir die
Addition zweier komplexer Zahlen:

21+ 20 = (a1 + byi) + (ag + bai) = (a1 + az) + (b1 + be)i.
Analog ergibt sich fiir die Subtraktion:

21 — 22 = (ag + 1) — (ag + boi) = (a1 — az) + (by — by)i.
Fiir die Multiplikation gilt nach den iiblichen Rechenregeln fiir reelle Zahlen:

Z1R9 = (CLl + blZ) ((12 + bgl) = a1a2 + albgi + blagi + blb2i2
= a1a9 + &1b2i + agbli — blbg
= ai1as — blbg + (albg + (lgbl)i.
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Um den Quotient zweier komplexer Zahlen zu berechnen, erweitert man den Bruch mit
der konjugiert komplexen Zahl des Nenners:

é _ (a1 + bli)(ag — bgl) _ (a1a2 + blbg) + ((lgbl — albg)i
z9 ((12 + bgi)(ag — bQZ) CL% + b%

und erhélt so wieder eine komplexe Zahl z

o a109 + b1b2 a261 — albg X
N a3 + b3

Beispiel 8.3 Seien z; = 2 — 3i und 2o = 3 + 2i zwet komplexe Zahlen.

1. 21:24—32, 22:3—2’i,'
2. 131‘:\/224'32:\/44-9:\/@; |22‘:\/32+22:\/ﬁ;
3.1 +20=02-3i)+B+2)=2+4+3)+(-3+2)i=5—1;
Jo—2=02-3)—3+2)=(2-3)+(-3—2)i =—1—5i;
5. 2z =(2-3—(=3)-2)+(2-2+(=3)-3)i = (6 +6) + (4 — 9)i = 12 — 5i;
0.
a 2-3i (2-30)(3-2i)
2 342 (3+20)(3—20)
_ (2:3-(=3)(=2) + (2 (=2) +(=3) - 3)i
3% + 22
B (6—6)—1—(—4—9)2’_—13._ .
- 13 R

8.2 Die GauBsche Zahlenebene

Man kann komplexe Zahlen in der Ebene veranschaulichen, der Gauf3schen Zahlene-
bene. Dabei trigt man den Realteil von z auf der z-Achse und den Imaginérteil von
z auf der y-Achse auf. Die konjugiert komplexe Zahl z geht dann durch Spiegelung an
der z-Achse aus der Zahl z hervor (siehe Abb. 17). Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen lassen sich mittels Vektoraddition graphisch darstellen (siche Abb. 18 und Abb.
19).

68



8 Komplexe Zahlen

Im(z
b @:a+m
_____ Re(a)
‘ "a
‘Z=qa—bi

Abbildung 17: Komplexe Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene

Zl+22

Abbildung 18: Addition komplexer Zahlen

Im(z)

21

Abbildung 19: Subtraktion komplexer Zahlen
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8.3 Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen

Ein Punkt P der Zahlenebene ist auch durch Angabe seiner Polarkoordinaten, also
des Abstandes r vom Ursprung O und der Angabe des Winkels ¢, den OP mit der
positiven reellen Achse gegen den Uhrzeigersinn einschlieit, eindeutig beschrieben.

Im(z)

Abbildung 20: Darstellung mittels Polarkoordinaten

Ist 2 = a + bi so gilt fiir r und ¢:

S N

;

arctan —, a>0
a
w4+ arctan—, a <0
6 =< @ .

— =0,0>0
27 a 9

3

= =0,b<0
L 27T7 a )

¢ heifit auch Argument von z (¢
bestimmt.
Dies fiihrt auf die sogenannte Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen:

arg(z)) und ist bis auf Vielfache von 27 eindeutig

2z =a+ bi =r(cos ¢ + isin @) = re.

Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lésst sich die Multiplikation komplexer Zahlen
in der Zahlenebene folgendermafien berechnen:

2129 = (r1€"Y)(ree?) = r(cos ¢y + isin ¢;)ra(cos ¢y 4 isin @)
= rira(cos(pr + o) +i(sin(¢1 + ¢2))

- T1T2€i(¢l+¢2).

Fiir den Beweis werden die trigonometrischen Additionstheoreme oder die Potenzgesetze
benotigt.
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8.4 Eigenschaften der komplexen Zahlen
Satz 8.4 Seien z, z1, 20 € C. Dann gilt:

1.
21+ 29 = 21 + 2o
2122 = 21 %2;

Z =z
2=z & zeR;
arg(z) = —arg(2);

2. 1
Re(z) = §(z+z),
—1
Im(z) = 7(z—2),
3.
|2 = |2 = V2%
4.
Re(z) < |z
Im(z) < |z|;
d.

2| =0 < z=0 (Definitheit);
|z122] = |z1]|22| (Homogenitit);

|21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung).

Beweis: Bis auf die Dreiecksungleichung lassen sich alle Eigenschaften sehr leicht veri-
fizieren. 0

Folgerung 8.5 Sei

f(2) ::Zakzk:(), ar €R, k=0,...,n, neN,

k=0

ein komplexwertiges Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gilt:

fe) =0 < f@)=0
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8 Komplexe Zahlen

Beweis:

F(z0)

n

= E akz(’)“
k=0
n

= E CLkZéC
k=0

n

= §a_kz§

k=0
n
= E arZo”
k=0

— f(=)

o
I
|
I

In C gilt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra:

Satz 8.6 Jedes komplexe Polynom der Form
f(z):Zakzk:O, ar €C, k=0,...,n, neN,
k=0

hat in C mindestens eine Nullstelle (und zerfdllt damit vdillig in Linearfaktoren).

Somit sind alle Gleichungen vom Typ

n
Zakzkzo, ap € C,n e N,

k=0
l6sbar.
8.5 Ubungsaufgaben
1. Besti Sie fi L 3 ! d L 3i
. immen Sie fiir z; = — — —un =_ _ Z
es e e fiir z; 5 5 und 2z, 1 1
a) z1 + z9;
21
b .
) 2
¢) |zl;
d) |zl;
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V4
) u;
|22
Z1
f -
) -

2. Bringen Sie die folgenden Ausdriicke auf die Form z + iy, x,y € R:
a) i 41+ +41

b) 5
) 5+
2
1+iv2 |~ .
d) (1—z‘\/§> ’

V3 —V2i
V3 4+ V20
3a+4bi , da—3bi
da — 3bi ' 4a+ 3bi’

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
a) 2+ (3 —2i)z +3(1 — i) =0;
b) 22+ (1 +i)xz —2(1 —i) =0.

3 3 1\°
Hinweis: 2 — -t = —=+ =7 | .
2 2 2

Beweisen Sie fiir z € C mit |Re(z)| < 1 die Ungleichung

2]
~ 1= (Re(2))*

z
1 — 22

B. Bestimmen Sie die Teilmengen von C, die durch die folgenden Gleichungen bzw.
Ungleichungen charakterisiert werden, und skizzieren Sie diese:

a) |z —2| =|z+2|;
b) |z =1 = |z + 1];
) |z =1 < |z +2;
d) Re(ii_}[)ZZS, z # 1.
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9 Differentialrechnung

9 Differentialrechnung

Basierend auf [SG94].

9.1 Der Differentialquotient

Definition 9.1 f sei eine an der Stelle xy und einer Umgebung dieser Stelle definierte
Funktion. x sei eine beliebige Stelle dieser Umgebung mit x # xo. Dann existiert der
Differenzenquotient:

%:Z/—yo _ fl@) = f(xo)  flwo+ Aw) — f(wo)  flwo+h) — f(x0)

Axr x—x T — X Ax h

mit h = Ax.

Graphisch ist der Differenzenquotient der Anstieg der Sekante.

Yy

Yo

o T

Abbildung 21: Graphische Darstellung des Differenzenquotienten

Hat dieser Differenzenquotient fiir x — ¢ bzw. fiir h — 0 einen Grenzwert, so heifit die
Funktion f an der Stelle z( differenzierbar. Man schreibt:

(ﬁ) = (o) = lim f(x) = f(@o) — lim f(170+h})L—f(SUo)'

dx asze X — X h—0

Dieser Grenzwert wird auch als Differentialquotient oder Ableitung der Funktion an
der Stelle xy bezeichnet. Graphisch ist die Ableitung die Tangente der Kurve im Punkt

(w0, Y0)-
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9 Differentialrechnung

Yo

To X

Abbildung 22: Graphische Darstellung des Differentialquotienten

9.2 Differentiationsregeln

Satz 9.2 Multiplikation mit einer Konstanten
Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist es auch cf und es gilt:

(cf(x)) = cf'(x).
Beweis

eF@) — tim TN @) o S = S

h—0 h h—0

Satz 9.3 (Summenregel)
Sind f1 und fy an der Stelle x differenzierbar, dann sind auch die Summe

filz) + fo(x)
und die Differenz
filz) = fo(z)
an der Stelle x differenzierbar, und es gilt:
(fi(@) + f2(x)) = fi(z) + fi(2);
(fi(@) = fo(2)) = filz) = f(2).

Satz 9.4 (Produktregel) Sind fi und fo an der Stelle x differenzierbar, so ist auch
das Produkt fifo an der Stelle x differenzierbar, und es gult:

(fi(z) fa(2)) = fi(@) folz) + fi() f5(2).

s
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9 Differentialrechnung

Beweis

i D@t (et h) = fi2)fale)

h—0 h
_ i L@@+ 1) = fi@) ol + ) + fi(@) falz + h) — fil@) fa(2)

h—0 h

o (Ll h)fae+h) = filr) o+ ) fil@)felz+h) — fi(2)folz)
= ;115%( h - h >
o flz+R)(filz+h) = filz) | fil@)(folz+h) = fo(z))
- %%( h * h )

g

Satz 9.5 (Quotientenregel) Sind f, und fo an der Stelle x differenzierbar mit fo(x) #

0, dann ist auch der Quotient 2L an der Stelle x differenzierbar, und es gilt:

f2
(f1($))/ _ fi@) falw) = fi(w) f5(x)
fa() (fa(m))? '

Satz 9.6 (Kettenregel) Ist die Funktion g in x und die Funktion f in z = g(z) diffe-
renzierbar, dann ist auch f(z) = f(g(x)) in x differenzierbar, und es gilt:

f'(z) = (f(g(2))) = f'(g(x))g (x).

In der folgenden Tabelle sind Ableitungen einiger wichtiger Funktionen zusammengefaft.
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9 Differentialrechnung

f(z) f'(x) Voraussetzungen
c = konst 0
x™ na™ 1 neN
" na ! ne’Z, z#0
" nx™ ! neR, >0
VT = %:}:%_1:7%1{”/5 neN, x>0
e’ e’
a® azlnazlo‘;:e a>0,a#1
Inx % x>0
log, x %logae:mﬁm a>0,a#1, >0
sinw Cos T
coS T —sinx
tan —— =1+tan’x v#(2k+1)5, ke Z
cot x ——— = —(1+cot?x) v #kn, keZ

9.3 Extremwerte und Wendepunkte

Definition 9.7 FEine in einer Umgebung von xy definierte Funktion f hat dort ein lo-
kales Mazximum, wenn fir alle hinreichend nahe bei xq liegenden x gilt:

fx) < f(zo).

Gilt in einer Umgebung von xg
f(x) = f(wo),

so hat die Funktion dort ein lokales Minimum.

Definition 9.8 FEine in einer Umgebung von xy differenzierbare Funktion f hat dort
einen links-rechts Wendepunkt, wenn ihre Ableitung dort ein lokales Mazximum hat. Hat
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9 Differentialrechnung

die Funktion dort ein lokales Minimum, hat die Funktion dort einen rechts-links Wen-
depunkt.

Satz 9.9 (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum) Hat eine in xq dif-
ferenzierbare Funktion f dort ein lokales Extremum, so gilt:

f'(z0) = 0.

Die notwendige Bedingung reicht jedoch nicht aus, um die Lage eines Extremums zu
bestimmen.

Z.B. gilt fiir f(x) =23 inxy=0: f'(0) = 0. Dort liegt jedoch kein Extremum vor (vgl.
Abb. 23).

Abbildung 23: f(x) = 2*

Dies fiihrt zur hinreichenden Bedingung fiir Extrema.

Satz 9.10 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum) Gilt fiir eine in
xo zweimal differenzierbare Funktion f

f'(@o) =0, f"(zo) # 0,

so hat sie in xg ein Extremum.
Ist
f//(xO) < 07
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liegt ein Maximum an der Stelle xy vor, ist

f,/(x()) > 07
liegt ein Minimum an der Stelle xy vor.

Analog kann man fiir Wendepunkte ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur
Existenz von Wendepunkten einfiihren.

Satz 9.11 (Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt) Hat eine in xy zwei-
mal differenzierbare Funktion f einen Wendepunkt in xq so gilt:

f//(l‘o) = 0

Auch hier reicht die notwendige Bedingung nicht aus, um etwas iiber die Existenz von
Wendepunkten zu sagen.

Z.B. gilt fiir f(z) = 2* in 29 = 0: f”(0) = 0. In 29 = 0 liegt jedoch kein Wendepunkt
vor, sondern ein Minimum (vgl Abb. 24).

Abbildung 24: f(x) = z*

Dies fithrt wieder zur hinreichenden Bedingung fiir Wendepunkte:

Satz 9.12 (Hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt) Gilt fiir eine in xq
dreimal differenzierbare Funktion f

f//(ﬂf()) = 07 f”/(xO) 7& 07

so hat sie in xg einen Wendepunkt.
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Bemerkung 9.13 Liegt in einem Wendepunkt zugleich eine waagerechte Tangente,
spricht man von einem Sattelpunkt (z.B. fiir f(x) = 2 in xo = 0 vgl. Abb. 23).
Notwendige Bedingung fiir einen Sattelpunkt:

(o) =0, f"(x9) =0.
Hinreichende Bedingung fiir einen Sattelpunkt:
" (zo) # 0.
Extrema und Wendepunkte sind Bestandteil fiir eine Kurvendiskussion mit Hilfe derer

man den Graphen einer Funktion ohne Anlegen einer Wertetabelle skizzieren kann.

9.4 Kurvendiskussion

Hier soll zunédchst einmal eine Kurvensdiskussion fiir ganzrationale Funktionen betrach-
tet werden. Dazu werden die folgenden Punkte abgearbeitet.

e Liegt Symmetrie vor?

Bestimmen der Nullstellen.

Berechnen der Extrema.

Berechnen der Wendepunkte und evtl. der Sattelpunkte.

Das Verhalten der Funktion im Unendlichen, also

lim f(z) und lim f(x).

T——00 r—00

Beispiel 9.14 Gegeben sei f(x) = 323 — bx? + 8.
e Untersuchen auf Symmetrie: Berechnung von f(—x).

f(=z) = 3(—z)’ = 5(—x)*+8
—32% — 522+ 8

= f(x) # f(—x) = keine Achssensymmetrie;
—f(—z) =323+ 52% — 8 # f(x) = keine Punktsymmetrie.

e Berechnung der Nullstellen:

323 — b5x? + 8 = 0. Es ergibt sich x; = —1. Mittels Polynomdivision erhdlt man
3% — 52% + 8 = (z + 1)(32% — 8z + 8).

Die p — q—Formel liefert, daf$ keine weiteren reellen Nullstellen existieren.

80



9 Differentialrechnung

e Berechnung der Ezxtrema:

f'(z) = 92% — 10x. Nullsetzen ergibt:

f(z) =0
& 922 — 10z =0
& z(9r—10)=0
& :chO\/yc:E
9

Damit ergeben sich die Nullstellen von f' zu xo =0, x3 = 1790.
Zu tberprifen ist nun noch die hinreichende Bedingung fiir Extrema:

f"(x) = 18x — 10. Einsetzen von xs und x3 liefert:
£7(0) = —10 < 0.

Also liegt fiir xo = 0 ein Maximum vor. Fir dieses ergeben sich die Koordinaten

(0, £(0)) = (0,8).
7" (%) = 18% — 10 =10 > 0.
10

Also liegt fiir x3 = <5 ein Minimum vor. Fir dieses ergeben sich die Koordinaten
(%,f (%)) _(l, 1) o (111;5.04)
e Berechnen der Wendepunkte:
f'(x) =18z — 10 = 0. Es ergibt sich x4 = 2.
Zu tberprifen ist noch die hinreichende Bedingung fir Wendepunkte f"(x) # 0.

1694
f"(x) =18 > 0 Vx. Somit liegt bei (§ 69 ) ein Wendepunkt.

9’ 243
e Das Verhalten der Funktion im Unendlichen:

lim (32 — 522 +8) = —o0;

r——00

lim (32° — 52 4 8) = oo.

r—00

Nachdem diese Punkte abgearbeitet wurden, ist man in der Lage den Verlauf des Graphen
der Funktion anzugeben.
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Abbildung 25: Graph der Funktion f(z) = 3z® — 52% + 8

Bei gebrochenrationalen Funktionen mufl der Definitionsbereich eingeschréinkt werden
(Nenner # 0), und zusétzlich die Funktion auf Polstellen untersucht werden.

Satz 9.15 Sei f(z) = p_x) eine gebrochenrationale Funktion. Es liegt eine Polstel-

q(x
le in xo vor, wenn q(xy) = 0 (notwendige Bedingung) und p(x¢) # 0 (hinreichende

Bedingunyg).

An der Polstelle existiert dann eine Asymptote, deren Gleichung man mittels Polynom-
division aus f ausrechnen kann.

3 — 4x? + 4o

Beispiel 9.16 Gegeben sei f(x) = TR
2?2 — 8x

o Definitionsbereich:

Dazu mufS die Nullstelle des Nenners gesucht werden:

422 —8x+4=0 < 22—-2x+1=0.
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Anwendung der p — g—Formel liefert: x15 = 1. Damit ergibt sich

D =R\{1}.
Der Nenner zerfillt somit in Linearfaktoren
4o — 8z + 4 = 4(x — 1)

e Berechnung der Nullstellen:

Hier gentigt es die Nullstellen des Zihlers zu berechnen und zu tiberprifen, ob diese
Elemente des Definitionsbereiches sind.

? — 4 4z =0 & z(2® —4dx+4)=0.

Anwenden der p — q— Formel liefert neben x1 =0

To=2+V4—4=2, 23=2—-V4—-4=2=u,.

Beide Nullstellen liegen in D und somit hat f die Nullstellen x4 = 0 und xo = 2.

Der Zihler zerfillt somit ebenfalls in Linearfaktoren:

2? — d2® + 4o = x(z — 2)%

e Berechnung der Ezxtrema:

fla) = 1((z = 2)* +2(z = 2))(x — 1) —2(z = 2)*2(x — 1)
4 (x —1)*

_ z(r —2) + (z —2)?)(z — 1) — 2z(z — 2)?
4(x —1)3

_ (x—=2)((2x 4+ (x — 2))(z — 1) — 2z(x — 2))
4(z —1)3

_ (x —2)((Bx —2)(z — 1) — 2z(x — 2))

4(x—1)3

 (z—2)(B32* =3z —20+2— 227 + 4

B 4(x —1)3

_ (xr —2)(a? —x+2)

4(z —1)3

Nullsetzen des Zdihlers liefert:

(x—2)(a* —2+2)=0.
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Die quadratische Gleichung hat keine reellen Nullstellen. Somit ergibt sich fiir eine
mogliche FExtremstelle x = 2.

Zur Uberprifung der hinreichenden Bedingung mufl zundchst die zweite Ableitung
bestimmt werden:

o) = (z—2)2z -1+ (@ —2+2)(z—1)3— (z —2)(2* — 2+ 2)3(z — 1)?
4(x —1)8
C (z=2)2z -1+ (@ —24+2)(z—1)=3@x—-2)(z* -z +2)
B 4(x —1)%
22—t a2 — 220 w4 A — 2+ 20 — 2P
- o —1¢ *
—2? + 1z + 22 — 2 — 323 + 32° — 62 + 627 — 6z + 12
i Iz — 1)
. 2z +8
4(x —1)%
(s — 1)
2z — 1)
Einsetzen von x = 2 liefert:
., 24 9
f (2):—2(2—_1)4:—7:1>0

Also liegt an der Stelle v = 2 ein Minimum mit den Koordinaten (2,0) vor.

Berechnung der Wendepunkte
Es muf$ f"(x) =0 gelten, also:
4 —x =0, d.h. ein mdglicher Wendepunkt liegt ber x = 4.

Zur Uberpriifung der hinreichenden Bedingung muf8 zundichst die dritte Ableitung
hergeleitet werden:

1" 1 —(.23—1)4—(4—33)4(33—1)3
o =5 (x—1)°
1 —(z—-1)—44—1x)
T2 (z — 1)
1l —x+1-16+4x 3zx—15
T2 (z — 1) T2 —1)Y
» 3-4-15 -3
f (4):—2(4—1)5:4_86<0'

4
Somit liegt bei (4, §) ein Wendepunkt.
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e Das Verhalten der Funktion im Unendlichen:

lim f(z) = —o0 und lim f(z) = 0.

e Untersuchen auf Symmetrie: Berechnung von f(—x).
(—2)° —4(=2)* + 4(-2)

J(=2) A(—z)? —8(—1) + 4
I A
4a? 4+ 8x +4
= f(z) # f(—z) = keine Achsensymmetrie.
S 4 4x% +4
—f(—z) = % # f(x) = keine Punktsymmetrie.

o Asymptoten:

Mittels Polynomdivision erqibt sich:

1 1 —x+2
3 2 2
4a? f ) (42 —8r 4 A) = T T2
(x x® +4x) : (4o xr+4) i 2+4x2—8x—|—4

Der letzte Summand geht fiir v — oo gegen 0 und somit ist

11
= - — —
Yy=3" 73

die Asymptote von f.

_x3—4x2+4x
4?2 —8r+ 4

Abbildung 26: f(x)
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9.5 Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die Summenregel.

2. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

1 1 1
a) f(z)= —5554 + gaj?’ — 222 + . 5;
1
b) f(z) = —227°+ 3073 — —a72 + 4;

2
1
c) f(x) =y*x® — azr? + €L~ 1.

3. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion fiir folgende Funktionen f : D — R durch:

a) f(x)=2*—102>+9, x € D;

b) f(x) = 2%(2® — 1), z € D;
¢) f(x) =e”, z € D;

D) f@) =51, v e D;

) f(x):x2+22;:+17 D:
f) f(x):$2 3 T xeD

4. Bestimmen Sie die Koeffizienten des Polynoms
p(z) == ar® + br +c,

so daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Das Polynom p besitzt eine Nullstelle fir z = 1.
ii) Die Tangente im Punkt (2,p(2)) ist parallel zu der Geraden y + 2z = 2.

iii) Die Tangente im Punkt (—1,p(—1)) steht senkrecht auf der Geraden y—x = 5.
Hinweis:
Zwei Geraden stehen senkrecht auf einander, wenn das Produkt ihrer Stei-
gungen —1 ist.
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10 Integralrechnung

Basierend auf [SG94].

10.1 Definitionen

Gesucht sei die Fliche zwischen dem Graphen der Funktion f (f(z) >0), y =0,
r=a, =0

Abbildung 27: Graphische Darstellung der gesuchten Fléche

Dazu teilt man das Intervall [a, b] in n Teilintervalle [x;_1,2;], i =1,...,n, mit
A=< T <X <..<pg<z;<...<xz,=0

Man wéhlt einen Punkt &; € [z;_1, z;] beliebig.
Eine Naherung fiir die Fliche, die von f und dem Intervall [z; 1, x;] eingeschlossen wird,
ist dann:

AF; = f(&)(vi — wi1).
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[

Ti-1 & T
Abbildung 28: Schematische Darstellung der ndherungsweisen Flachenberechnung

Durch Summation iiber alle Teilintervalle erhalt man:

F = ZAFi = Zf(@)(ifz - il?i—l)
i=1 i=1
Definition 10.1
b n
F= [ 1) do= lim 3 ()i = i)
o i=0

heif$t, falls der Grenzwert fiir jede Zerlequng existiert, bestimmtes Integral von f tiber
la,b]. Dabei heifit f Integrand, x Integrationsvariable, a untere, b obere Integra-
tionsgrenze und [a,b] Integrationsintervall.

Bemerkung 10.2 Die Integrationsvariable kann beliebig bezeichnet werden:

/b f(x) dz = / F(u) du = / f(w) dw.

Satz 10.3 Ist f dber das Intervall |a,b] integrierbar, und ¢ € [a,b], dann gilt:

/bf(x) dxz/cf(x) dx+/bf(x) dz.

Definition 10.4 Ist f dber das Intervall [a,b] intergrierbar, so gilt:
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10 Integralrechnung

Definition 10.5 Sei f in einem offenen Intervall (a,b) definiert. Jede dort existierende
differenzierbare Funktion F die der Bedingung

F'(z) = f(x), z € (a,b),
gentigt, heifit Stammfunktion von f.
Zu einer gegebenen Funktion f existiert nicht nur eine Stammfunktion, so sind z.B.
Fi(z) =23, Fy(x)=23+1, F3(z) =23+2, ... allgemein Fp(z) = 23+ C Stammfunk-
tionen zu f(z) = 322

Satz 10.6 f sei in einem offenen Intervall I stetig. Dann ist fiir a € I
Fo)= [ 10

eine Stammfunktion von f fir x € 1. Jede weitere Stammfunktion von f hat die Form:
F(x) = F,(z)+ C.
Bezeichung 10.7 F(z) = [ f(z) dx heift unbestimmtes Integral.

Satz 10.8 Berechnung des bestimmten Integrals:
f sei im Intervall I stetig, und F sei Stammfunktion von f. Dann gilt fir a,b € I

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

10.2 Einige Stammfunktionen

In der folgenden Tabelle sind einige wichtige Stammfunktionen zusammengestellt:
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f(x) F(z) = [ f(z) dx Voraussetzungen
" —a"t 4 C ne€R\{-1}, x>0
1 In|z|+C r#0
a” ﬁam—i—C a>0,a#1
e’ e’ +C

sin —cosz + C

Cos T sinz 4+ C

Sin12x —cotx +C r#n-m, nel

— tanx + C r#5+n-m, nel

ﬁ arctanx + €| = —arccot x + Cy

\/1+7 arcsinx + Cy = — arccos x + Cy lz] <1

10.3 Integrationsregeln

Bei den folgenden Integrationsregeln fiir unbestimmte Integrale werden die Integrations-

konstanten weggelassen.

Satz 10.9 (Multiplikation mit einer Konstanten)
Sei f in emnem Intervall stetig, dann gilt dort:

/af(x) iz — a/f(x) iz,

Satz 10.10 (Summenregel)
Seien fi1 und fy in einem Intervall stetig, dann gilt dort:

Satz 10.11 Substitutionsregel
Sei uw = g(x) stetig differenzierbar und y = f(u) stetig, dann gilt:

/Zf(g(ﬂf))

g(a)

90

a € R.

[t + o) do = [ fiw) do+ [ folo) a

9(2)
§(z) do = / f(u) du = F(g(2)) — F(g(a).
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Beispiel 10.12

= [2-cos(2z — ) dx
0

Substitution: 2x — m = u, Ableitung: Z—u =2 2dr=du
x
Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = —7, g(b) = g(7) =

I= /2 -cos(2x — m) dx = /cosu du =sinu| = sin(m) — sin(—7) =0
0 -7

w/2
2. I = [ 3cos(2z —m) dx
0

d 1
Substitution: 2o — 7™ = u, Ableitung: d_u =2 & dr = §du.
x

Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = —m, g(b) = g(7w/2) = 0.
w/2
I = /3005(2;1:—7r) dx =

DO | W

—T

0 5 .
/cosu du:ﬁsinu =0

[e=]

1
8. 1= [+y-3x+5
0

d 1
Substitution: —3x + 5 = u, Ableitung: d_u =-3&dr= —3 du.
x
Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) =5, g(b) = g(1) =2

1 1 1 2 32 2.5 2 _:

6721:73 dl’

N | —

1
JI=]
0

d 1
Substitution: —2x — 3 = u, Ableitung: d_u = -2 dr= —3 du.
x

Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = =3, g(b) = g(1) = —5.

I
o\
N | —
m‘

Do

)

@
Q
)

|

|
| —
o)

S
oY
N

I
|
| —
D
e
|
ot
|
|
| —
o)
o
|
| —=
o)
w
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10 Integralrechnung

Ist eine Funktion nicht linear, mufl der zweite Faktor des Integranden bis auf ein Kon-
stante die Ableitung der Funktion des ersten Faktors sein.

Beispiel 10.13
1. I = [4ava? —1dx

d 1
Substitution: 2> — 1 = u, Ableitung: d—u =2r & xvdr = 3 du
x
2 4
I:/4x\/x2—1 dmz?/ué du:2-§u%+C:§\/(x2—1)3+C’
2. 1= [sin’z-cosx dx
d
Substitution: sinx = u, Ableitung: d_u =cosx & cosx dr = du
x
.3 3 Ly L.y
I=[sin°z-cosxdr= [ u du:zu +C:ZSIH x4+ C

222
2 — 3

1
3. 1= dx
0

d 1
Substitution: 2 — x3 = u, Ableitung: d_u = -32? & 2% dx = -3 du
x

1

1
272 1 [24d 2 ! 2 !
I = /de:—— —u:——1n|u| = ——In|2 — 2%
2 — a3 3 U 3 ) 3 0
2

2 2
= ——(Inl1—-In2)==-In2
3 3

Satz 10.14 (Partielle Integration) Seien u und v in einem Intervall I = (a,b) stetig
differenzierbar, dann gilt dort:

/ W@ (@) da = u(z)v() b _ /b o (2)0(z) da.

/

stimmt mit der Ableitung der linken Seite u(z) - v'(x) iiberein. O
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10 Integralrechnung

Beispiel 10.15
1. I = f:pcosm dx

Setze u =z, v' = cosx, dann gilt: ' =1, v =sinzx.

]:/xcosx dx:x-sinx—/l-sinx dr =z -sinx + cosx + C.

2. 1= [a% e dr Setze u=12? v = ¢, dann gilt: W' =2z, v = €".

I:/x2~exdx:xz-ex—2/:v~ezd:v

Hier mufs eine weitere partielle Integration fir das verbleibende Integral durch-
gefiihrt werden.

Setze u =z, v =€, dann gilt: u' =1, v = €.

I:xz-em—Z/x-e”‘" dx:x2‘61—2<xex—/1ex dx) =22 " —2xe”" + 2"+ C

3. I=[Inzdz

1
Setze u =Inx, v =1, dann gilt: v' = —, v = .
x

I:/lnxdx:x-lnx—/l-xdx:ac-lnx—x—l—C

T

10.4 Ubungsaufgaben

Berechnen Sie die folgenden Integrale

L [(a® —52® 4+ Tz — 2) dz;

no

—
|

IS
i

w
—
|
%
)

W

. [42® Inx dx;

(S8

. [ cos?x dx;

(=]

. fx-(cosz+ 1) du;

- V22 =T du;

~J
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10 Integralrechnung

10.

11.

[x-Va? =7 dr;
3x
J

—x2+1

2
[x-e* 3 du.

dx;

Der Graph der Funktion f mit f(z) = (2® — 4)? schlieBt mit der z—Achse ei-
ne Flidche ein. Dieser Fliche kénnen Dreiecke einbeschrieben werden, die gleich-
schenklig und symmetrisch zur y—Achse sind und deren Spitzen im Ursprung des
Koordinatensystems liegen. Laft man diese Dreiecke um die y— Achse rotieren, so
entstehen Kegel. Gesucht ist der Kegel mit dem maximalen Volumen.

a) Fertigen Sie eine Zeichnung an, die den Sachverhalt wiedergibt.

b) Zeigen Sie, daB fiir das Volumen V' des Kegels

V) = %W(TS _ ar)?

gilt.

c¢) Bestimmen Sie mit Hilfe von V(r) den Radius r und die Hohe h des Kegels
mit dem maximalen Volumen sowie das maximale Volumen V..
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11 Lineare Gleichungssysteme

11 Lineare Gleichungssysteme

Zu Grunde liegt Kapitel 6 der zweiten Auflage ([CDDO06]). Ergédnzungen basieren auf
[SG94].

Zunichst einmal werden lineare Gleichungssysteme und aus der Schule bekannte Ver-
fahren zu deren Losung vorgestellt. Im Weiteren soll die Betrachtung auf beliebig viele
Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten ausgedehnt werden.

Zunéchst einmal ein Beispiel zu einer Gleichung mit einer Unbekannten:

Beispiel 11.1 Gegeben sei 2z = 6.

Zur Losung dieser Gleichung mufl sowohl die FExistenz der Lésung als auch deren Fin-
deutigkeit tberprift werden. Zundchst zur Eindeutigkeit der Losung. Dafiir nehmen wir
an, das eine Losung x existiert. Dann gilt:

20 = 6 |:2

S o= 3.

Dadurch, das bei der Rechnung nur eine Lésung auftritt, ist die Eindeutigkeit gezeigt.
Zur Fxistenz der Liosung bestitigen man nun durch FEinsetzen, dass 3 tatsdchlich eine
Lésung ist.

Bei einer Gleichung mit zwei Unbekannten 148t sich die Losungsmenge als Geradenglei-
chung angeben. Auch fiir diesen Fall soll nur ein allgemeines Beispiel angegeben werden:

Beispiel 11.2 Gegeben sei ax + by = c. Dabei sollen a,b # 0 angenommen werden. Fiir
a =0 oder b =0 ergeben sich Geraden parallel zur y- bzw x-Achse.

Da b # 0 angenommen wird, lifit sich ax + by = ¢ umformen zu y = —%x + g Es ergibt

sich als Lisungsmenge:

]L:{(x,y)‘y:—%x—i-g, xeR}.

11.1 Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

Gleichungen mit zwei Unbekannten kénnen als Funktionsgleichungen fiir Geraden ange-
sehen werden. Dementsprechend kénnen verschiedene Lésungsmengen auftreten:

e Das Gleichungssystem hat keine Losung: Die Geraden sind parallel.

e Das Gleichungssystem hat eine Losung: Die Geraden schneiden sich in einem
Punkt.

e Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen: Die Geraden sind identisch.

Zur formalen Losung eines solchen Gleichungssystems sollen nun verschiedene Verfahren
vorgestellt und anhand eines Beispieles vertieft werden.

95



11 Lineare Gleichungssysteme

1. Gleichsetzungsverfahren:

Man 16st beide Gleichungen nach der gleichen Unbekannten (z.B. x;) auf und setzt
sie gleich. Dabei erhélt man eine Gleichung mit einer Unbekannten (z.B. x9) die
man wieder elementar 16sen kann. Einsetzen von x5 in eine Ausgangsgleichung
liefert x;.

Beispiel 11.3 Gegeben ist das Gleichungssystem

2$1+3[E2 = 4
A\ 1’1—21'2 = —b.

Auflosen nach xy liefert:
131:2—5332 A I1:2I2—5.

Gleichsetzen ergibt:

3
2 — 51’2 = 2.’13'2 -5
7
& — §x2 = —7
= X = 2
FEinsetzen von x4 liefert:
3
T =2 — 5 2=-1
Somit gilt:
T
201+ 319 =4 3+
2 1 — 2.2132 = -5
1 4
5 —4 -3 —2 -1 1 \2/ 3 4 5 6"
-1 4
91

Abbildung 29: Graphische Losung des Gleichungssystemes
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11 Lineare Gleichungssysteme

2. Einsetzungsverfahren:

Man 16st eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und setzt diese in die andere
Gleichung ein. Dies ergibt eine Gleichung mit einer Unbekannten, die man wieder
elementar 16sen kann.

Beispiel 11.4 Gegeben sei das Gleichungssystem

221 + 39
N 4dxy +6x9 = 8.

Wir losen die erste Gleichung nach x1 auf und setzen diese dann in die zweite
Gleichung ein:
3

$1:2—§I2

3
4(2—51'2) +6ZL‘2 = 8
& 8 —0x9+ 629 =

& 0 =0

Damit ist xo beliebig wdhlbar und als Losungsmenge ergibt sich eine Geradenglei-

3
chung: L = {(.7)1,1‘2) ‘ T =2 — %2, T2 eR

T
3 4

Abbildung 30: Graphische Losung des Gleichungssystemes
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11 Lineare Gleichungssysteme

3. Additionsverfahren:

Man addiert das Vielfache (evtl. auch negative Vielfache ) einer Gleichung zum
Vielfachen der anderen Gleichung und eliminiert auf diese Weise eine Unbekannte.

Beispiel 11.5 Gegeben sei das Gleichungssystem

201+ 319 = 4
VAN 4$1+6I‘2 = 10.

Man multipliziert die erste Gleichung mit —2 und addiert sie zur zweiten Glei-
chung. Dies liefert:

4r; —4x; + 629 — 629 = 10—28
& 0 = 2

Dies ergibt einen Widerspruch, d.h. das Gleichungssystem hat keine Lisung:

L =0.

X1

Abbildung 31: Graphische Losung des Gleichungssystemes

11.2 m Gleichungen mit n Unbekannten

Fiir mehr Gleichungen mit mehreren Unbekannten sind dies sehr aufwendige Verfahren,
bei denen leicht Fehler unterlaufen. Dazu zunéchst ein Beispiel fiir drei Gleichungen mit
drei Unbekannten.
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11 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 11.6 Gegeben sei das Gleichungssystem
T + ) + r3 =
A Ty —Tg+2x3 =
A I + T9 — T3 = 0

Man dibernimmt die 1. Gleichung, addiert die 1., die 2. und die 3. Gleichung und addiert
die 2. und 3. Gleichung. Dies liefert das folgende System.:

r1+rotaxs = 1
N xi+axy+a3 = 1
A 0 =0

Damit ist das Tripel (1—xo—x3, X9, x3) Lisung des zweiten Systems, aber nicht unbedingt
des ersten Systems. Z.B. gilt mit (1/3,1/3,1/3)

1+1+1_1

3 3 3

aber ] 1 { 1
3 373 37C

Dieses Beispiel legt nahe, nur solche Umformungen zu verwenden, die die Losungsmenge
nicht verdndern. Solche Umformungen nennt man elementare Umformungen.
Zunéchst soll aber ein allgemeines lineares Gleichungssystem angegeben werden:

1,171 +a1,2%2 +... Far1n7n = b
A CL271fL’1 +CL272$2 +... +a27nxn = bg
A
A Qpo11%1 FCm—12T2 ... FQp_10Tn = by
A Am, 121 +am,2x2 +... —l—am,nxn = bm

mitai7j,bi€Rfﬁr1§i§m, 1§j§n

Oder in der Summenschreibweise:

n
Zai,jxj:bi, 1§z§m
=1

mit a;;,0; e Rfir 1 <i<m, 1 <j<n.
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11 Lineare Gleichungssysteme

Satz 11.7 Die folgenden drei Operationen sind elementare Umformungen, das heifst,
durch ihre Anwendung wird die Lisungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht
verdndert:

e Vertauschung von zwei Gleichungen
o Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl # 0

e Frsetzen einer Gleichung durch die Summe dieser Gleichung mit dem Produkt
einer Zahl # 0 und einer anderen Gleichung. Die anderen Gleichungen werden
beibehalten.

Beweis: Jede der Umformungen 148t sich riickgéngig machen. Sei (I) jeweils das System
von Gleichungen vor der Umformung und (II) das System nach der Umformung. Offenbar
gilt zunéchst bei jeder der Umformungen: Wenn y eine Losung von (I) ist, so ist y auch
eine Losung von (II) (Gleichungen werden nicht falsch, wenn man sie vertauscht, mit
einer Zahl multipliziert oder zu einem beliebigen Vielfachen einer anderen Gleichung
addiert.)

Ist umgekehrt y eine Losung von (I1), und etwa aus (I) durch Vertauschung der ersten und
zweiten Zeile entstanden, so ist nach nochmaliger Vertauschung der ersten und zweiten
Zeile y Losung des dann entstandenen Gleichungssystems (III)=(I). Analog gilt, wenn
y eine Losung von (II) ist und (II) aus (I) durch Multiplikation z.B. der 1. Gleichung
mit ¢ # 0 entstanden ist, dal y auch Losung des Gleichungssystems (III) ist, das aus
(IT) durch Multiplikation mit 1/c¢ entsteht. Wiederum ist (III)=(I). Ist schliefllich das
Gleichungssystem (I) der Form

n

Zai,jxj = bi, 1 S 1 S m,
j=1

ersetzt worden durch das Gleichungssystem (II)

n

Z(au + CCLQ,j)%‘ = by + cby,

J=1

n
Zam-xj = bi, 2<1 < m,
j=1

und y 16st (IT), so 16st y auch (III):

n

D (a1 + cagy) + (—c)agj)z; = (b + cha) + (—)by,

Jj=1

n
Zai7jxj = bi, 2 S /) S m.
j=1
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11 Lineare Gleichungssysteme

Auch hier ist aber (IIT)=(I). O

Diese Umformungen sind ausreichend, um jedes lineare Gleichungssystem behandeln
zu konnen.

Satz 11.8 (Gauf-Algorithmus)
Durch elementare Umformungen lifit sich jedes lineare Gleichungssystem

n

Zai,jxj = bi, 1 < 1 < m,

=1
mn die Form:
ClyTr, FCipTre +... .. FC1T, = di
C2.ry Ty +... . HepT, = d
ChryTr, - FChnTn = dy
0 = dk+1
0 = d,

mit cj,, # 0 dberfihren (Dreiecksgestalt).

Eine einfachere Darstellung von linearen Gleichungssystemen ist die Darstellung mittels
Matrizen.

Definition 11.9 Sei M eine nichtleere Menge. Eine m x n— Matriz ist eine Anordnung
von m -n Elementen aus M in einem rechteckigen Schema mit m Zeilen und n Spalten:

aii a1, e a1n
a1 a2 9 e a2 n
A= (aij)icizm =
n
Am-1,1 Om-12 --- Am—1n
Am,1 Q2 e Am,n
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11 Lineare Gleichungssysteme

Die Menge der m x n-Matrizen bezeichnet man auch mit M™*™ oder M™™. Gebrdauch-
lich fiir M st vor allem R oder C. Im Folgenden werden der Einfachheit halber reelle
Matrizen betrachtet.

n

Ein lineares Gleichungssystem ) a; jx; = b;, ¢ = 1,...,m ldBt sich somit abkiirzend
j=1

als erweiterte Koeffizientenmatrix schreiben:

aii a19 - Qg b1
azq a2 92 co. Q2n b2
Am—1,1 Am—-1,2 <o Am—1,n bm—l
A1 A, 2 cos Qo b,
oder auch
Ax =0b.

Auf diese Matrixdarstellung fiir lineare Gleichungssysteme 1d8t sich der Gau3-Algorithmus
in analoger Weise anwenden.

Beispiel 11.10 Zu Ldsen ist folgendes lineare Gleichungssystem:

T1+To+2x3+Ts = a
N T1—To—T3—24 = a—4
N x1+T9—x3—24 = a-+1

N 3!L‘1+172+ZL‘3—ZL'4 = 0.

Es ergibt sich folgende erweiterte Koeffizientenmatriz auf die der Gauf-Algorithmus an-
gewendet wird:
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11 Lineare Gleichungssysteme

11 11| a
200 0[2a—14
=
2 20 0[2a+1
4 2 2 0| a
1111 a
1 00 0| a—2
=
1 10 0|a+1/2
1 1 1
01 1 1 2
1 00 0| a—2
=
01 00 :
1 1 3
1
0011 —3
1 00 0| a—2
=
0100 5
011 0|-3a+4
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11 Lineare Gleichungssysteme

1000 a—2
N 0100 2
0011 —3
001 0|-2a+3
1000 a—2
- 0100 2
001 0|-32a+3
000 1] 3a—2
Somit gilt:
5 3
T =a—2, T2 =5 x3:—§a+§, x4:§a—2

Also

5 3 3 3
L—{(a—2,§,—§a+§,§a—2)}

Betrachtet wird im Folgenden ein homogenes Gleichungssystem (rechte Seite gleich 0)
Ax =0

sowie das zugehorige inhomogene Gleichungssystem (rechte Seite ungleich 0)
Ax =b.

Satz 11.11 Ist y; eine Losung von Ax = b, dann gilt: y ist Lésung von Ax = b genau
dann, wenn y —y; eine Lisung von Ax = 0 ist, (d.h. man erhdlt die allgemeine Lisung
eines inhomogenen Systems, indem man zu einer speziellen Losung des inhomogenen
Systems die allgemeine Losung des zugehdrigen homogenen Systems addiert).

Beweis:

=

Seien y, y; Losungen von Az = b (also Ay = b = Ay;). Dann folgt:
Aly—y) =Ay— Ay =b-b=0,

also 16st (y — y1) das homogene System.
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11 Lineare Gleichungssysteme

<=
Sei y — y; =: yo Losung von Az = 0, es gelte also Ays = 0. Dann folgt:

Ay= Ay +y2) = Ayr + Ayo = b+ 0 =1,
also 16st y das inhomogene System. U

Bemerkung 11.12
e [in homogenes LGS hat immer 0 als Losung.

e Nach dem letzten Satz hat also das inhomogene System genau dann hochstens eine
Losung, wenn das homogene System nur die triviale Losung besitzt.

11.3 Matrizen

Zunéchst sollen einige Rechenoperationen mit Matrizen betrachtet werden.

e Addition: Fiir A, B € R™*™ gilt:
ail ... Qip b171 c.. bl,n ai + 6171 cee Qrgp + bLn
A+B = + =
Am1 -+ Amn bm,l e bm,n A1 —+ bm,l v Qmpn + bm,n
e Skalarmultiplikation:
)\(1171 e Aa’l,n
AN =
A1 oo A

e Multiplikation: Sei A € R™! und B € R"*", dann definiert man das Produkt
C =AB € R™" zu:

a1 ... Q1) b171 e bl,n €11 ... Cin

A1 - Gy bii ... bin Cmi - Cmn
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11 Lineare Gleichungssysteme

l
mit Cij = Z ai,kbk,j, 1 < ) < m, 1 < j <n.
k=1

Merke: Anzahl der Spalten von A = Anzahl der Zeilen von B, damit C' = AB
definiert ist. C' hat die Zeilenanzahl von A und die Spaltenanzahl von B.

Beispiel 11.13

12 3 2 4 6 36 9
1. 145 6|+]|135|=]5 28 11
2 4 6 15 2 39 8
1 20
4301 2 5 21 17
0 4 2
21 40 1 14 8 10
2 130 1=
00410 13 1 7
113
201 0 4 5 4 17
00 4
1
4301 2 5
0
21 40 1 14
3 3| =
00410 13
1
201 0 4 5
0

Offenbar ist Beispiel 3 ein Teil von Beispiel 2, allgemein hat man, wenn A € R™*"
und etwa b;, i =1,2,3,4 Spaltenvektoren der Linge n sind:

A~ (by by bs by) = (Ab; Aby Aby Aby)
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11 Lineare Gleichungssysteme

n=1
n=2
n=3J3:
n=4:
Vermutung:

10
11 =7
0 1
1
0 110
1 =(0 11
1 00 1
2
10 121
11 =0 1 2
01 00 1
3
10 121 110
11 =0 1 2 011
0 1 00 1 00 1
4
10 13 3 110
11 =0 1 3 011
01 00 1 00 1
110 1 n (3n(n—1))
011 =]0 1 n
00 1 00 1
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Beweis:
LA:n=1,/
110 1 n (3n(n—1))
LV:Esqilt: 1o 1 1] =10 1 n
001 00 1
n+1
110 1 n+1 (3(n+1)n)
ILS:n—n+1zz|0 1 1 =10 1 n4+1
0 01 0 0 1
n+1
110 1 n (3n(n—1)) 110
011 = 101 n 011
00 1 0 0 1 001
n+1
—N—
1 n+1 n+gn(n—1) 1 n+1 2+ (n—1)
- [0 1 n+1 — 10 1 n+1
0 0 1 0 0 1

Bemerkung 11.14 FEigenschaften der Matrizenrechnung:
. (A+B)+C=A+(B+C)
. A+ B=B+A

~

CA+0=A4A
LA+ (-A) =0
- (Am)A = ApA)
C1-A=A

Sy G N
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7. A+ p) A= A+ pA

8. MA+DB)=AA+AB

9. A-(B+C) = AB + AC
10. (B+C)A=BA+CA

11. (A-B)-C=A-(B-C)

12. Die Multiplikation ist nicht kommutativ. Kommutativitdt kdme, wenn tiberhaupt,
nur fir quadratische Matrizen in Frage. Es ist aber z.B.

0 1 1 0 00

0 0 00 ) 00
aber

10 01 01

00 00 : 00

13. Die Matrizenmultiplikation ist nicht nullteilerfrei: Es gilt zwar fiir jede Matrixz A,
dafi A-0=0, aber nicht: A-B=0 = A=0V B =0 (siche Kommutativitit).

Bezeichung 11.15

1. FEine quadratische Matriz der Form

10 0 ... 0
01 0 0
E= . heifit Einheitsmatrix.
00 ... 1 0
00 ... 0 1

Fiir alle quadratischen Matrizen A gilt: A-E=F-A=A.

2. Gibt es zur Matriz A eine Matriz B mit A- B =F = B- A, dann heifit B inverse
Matriz zu A (B = A71). A heifit in dem Fall requldr.
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Satz 11.16 Gibt es zu A Matrizen B und C mit B-A=FE und A-C = E, dann gilt
B=C.

Beweis:

B=B-E=B-(A-C)=(B-A)-C=E-C=C

O
Folgerung 11.17 A hat hochstens eine inverse Matriz.
Beweis: Annahme: Es gibt zwei inverse Matrizen B, C mit B # C, dann gilt:
BA=FE, AB=F, CA=FE, AC=F
mit Satz 11.16 folgt B = C. U

Beispiel 11.18

1. Inverse Matriz zu E.

Es ist nach Definition der inversen Matrix
E'E=F

und nach Definition der Einheitsmatriz
E-F=F.

Nach der Eindeutigkeit der inversen Matriz folgt:

E'=E.

2. Gegeben:
a b

A:

c d

Gesuchi:
A7l = ©
g h

Lésung:
A-AP=F
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fiihrt auf
ae+bg af + bh 10

ce+dg cf +dh 01

Man erhdlt also das folgende Gleichungssystem fiir e, f, g, h (je zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten):

(1) ae+bg = 1

(2) ce+dg = 0
und

(3) af +bh = 0

(4) cf+dh =1

Multipliziere (1) mit ¢, (2) mit —a und addiere beide Gleichungen, damit folgt:
—c

9= T b und e o naloges Vorgehen fiir (3) und (4) liefert
a —b
= T be und f = Py also
. 1 d —b
" ad—be
—c a

Satz 11.19 Ist A~ die inverse Matriz zu A, so gilt:
1. A7t st invertierbar mit (A7) 7! = A.
2. Sind A, B invertierbar, dann ist auch A - B invertierbar mit

(AB) ' =B A7

3. Die Inverse einer Matrix lafst sich mit dem Gaufs-Algorithmus berechnen.
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Beweis:

1. Rechne nach, daf§ A die Eigenschaft einer Inversen zu A~! besitzt, aus der Ein-
deutigkeit der Inversen folgt dann die Behauptung.

2. Rechne nach, da B~'A~! die Eigenschaft einer Inversen zu AB besitzt, auch hier
folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Inversen.

3. Gesucht ist B mit

wobei

Lose also

A:Ul:el = b=

Al’2:€2 = b2:$2

Usw.
O
Beispiel 11.20
1. Gegeben:
1 00
A=10 2 0
00 3

Bezeichnet man die Inverse mit X, so gilt AX = FE, d.h.
A - (1’1 ) ZL’3) = (61 €9 63)

1 0 01 1 0 00 10 0]0

lose also: | 0 2 olo lwd ]| o 2 ol1 |und| 0 2 0l0

0 0 3]0 00 3|0 00 3|1
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Zusammengefasst:

Die rechte Hilfte des Schemas ist nun genau A",

2. Gegeben:

Hier liefert das Verfahren:

Die rechte Hilfte des Schemas ist genau B™1.
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11 Lineare Gleichungssysteme

11.4 Ubungsaufgaben

1. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme

a)

T + 29 +

I + QZEQ +

2£B1 +

—633'1
—9.T1
—31’1

—15;61

21’1 +
4£B1 +

41’1 -

3$2 +

+ 65[}2
+ 81]2
+ 21’2

—+ 14562

6%2 —
3332 +
3&32 +

3ZL‘2 +

3(133
31‘3

6333

—6

—10

—18

— 2xy = 2

— 2x4 = 3
=1

— 4dxy = 5

1224, = —6

1524y = 6

6ry = 6

2vy, = 14
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