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GWT: The Groups-within-Treatment Analysis of Variance to reduce error
terms. Application, theory and designs up to the three-factorial case.

summary :

First the problems with statistical inference when using intact groups as
samples are discussed. The handicaps of traditional techniques in the anal-
ysis of variance are shown to demonstrate the advantages of the "groups-
within-treatments" analysis of wvariance for the samples mentioned above.
Then the two- and three factorial designs are developed.

Zusammenfassung:

Zunachst werden Stichprobenprobleme bei der Generalisierbarkeit statisti-
scher Ergebnisse flr den Fall der Erhebung intakter Gruppen diskutiert. An-
schlieBend werden die Nachteile varianzanalytischer Techniken zur Bewdlti-
gung dieser Probleme kurz aufgezeigt, um als theoretisch und inferenzstati-
sche Alternative die "Gruppen-innerhalb-Stufen" Varianzanalyse herzuleiten
und in ihren Vorteilen zu begriinden.
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1. STICHPROBENPROBLEME IN DER SOZIALWISSENSCHAFTLICHEN FORSCHUNG UND IH-
RE BERUCKSICHTIGUNG DURCH DIE STATISTISCHE AUSWERTUNG

1.1 In der sozialwissenschaftlichen Forschung treten in vielen Fallen
Stichprobenprobleme auf, da die Gesamtheit der Versuchspersaonen nicht

eindeutig =zufallig den jeweiligen experimentellen Bedingungen zugeordnet

werden kann.

Vor allem bei Versuchen mit geschlossenen bzw. intakten Gruppen (z.B.
Schulklassen, Kindergartengruppen oder Seminaren) ist diese zufdllige Zu-
ordnung der Versuchspersonen nicht garantiert (Lindquist 1953:172f., Mit-
tenecker 1973:151-153, Klauer 1973:99-101).

Diese intakten Gruppen charakterisieren sich durch homogene Merkmale (z.B.
Alter, Geschlecht, Leistungsfahigkeit, Interessen, Verhaltensnormen, etc.),
die, werden solche Gruppen als Gesamt einzelnen experimentellen Bedingungen
zugeordnet, die Generalisierbarkeit der Stichprobenergebnisse auf die Popu-
lation in Frage stellen (Klauer 1973:99f., 1979:331).

Wir wollen im folgenden die innerhalb varianzanalytischer Designs mdglichen
Techniken zur Bewaltigung dieser Schwierigkeit diskutieren und eine bisher
wenig benutzte Designkonstruktion vorstellen und weiterentwickeln. Die Be-
schrankung der inferenzstatistischen Mdoglichkeiten auf varianzanalytische
Verfahren sehen wir durch die weite Verbreitung und Vielseitigkeit von
Varianzanalysen innerhalb der sozialwissenschaftlichen Forschung als sinn-

voll gegeben.

1.2 Diese Generalisierungsprobleme konnen durch sehr groBe reprasentative
Stichproben (viele intakte Gruppen je Versuchsbedingung) in den F&l-

len behoben werden, (1) wo die Reprdsentativitdt von Ergebnissen anwen-

*Das Projekt wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft unter der Num-
mer Schm 335/11-1 gefdrdert.
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dungsbezogen intendiert ist und (2) wo die finanziellen, organisatorischen
und zeitlichen Forschungskapazitaten flr sehr groBe Stichproben garantiert
sind. In den Fidllen, in denen entweder grundlagenorientierte Theoriebildung
und/oder forschungsckonomische Verhdltnisse diesen Ldsungsweg nicht sinn-

voll bzw. unmdglich machen, missen andere Losungen gesucht werden:

1.2.1 Statt wie normalerwelise mit einzelnen Versuchspersonen zu arbeiten,
konnen alternativ im hier skizzierten Fall die jeweiligen gesamten
Gruppen als experimentelle Einheit genommen werden (cf. Klauer 1973:99,
Mittenecker 1973:151-153, Lindmann 1974:155, Winer 1970:216-218).
Im Fall von einer Gruppe pro Faktorstufenkombination tritt dann allerdings
die Schwierigkeit auf, eine herkommliche Bestimmung der Fehlervariation
nicht durchfihren zu konnen, eben weil nur ein MeBwert pro Zelle vorlieqgt
(cf. Groeben 1972 als Beispiel fir diesen Fall).
Diese Schwierigkeit kann "methodisch sauber" behoben werden, da in einem
solchen Fall (n-faktorielle Varianzanalyse) die Fehler - und n-fach Inter-
aktionsvarianz konfundiert sind und somit diese n-fach Interaktionsvarianz
als Fehlervarianz anzusetzen ist (cf. u.a. Bortz 1977:396-400). (In einer
dreifaktoriellen Varianzanalye mit einem MeBwert pro Zelle wirde also die
Dreifachinteraktion als Fehlervarianz angesetzt). Allerdings entfdllt damit
die n-fach Interaktion als zu priifende Varianz, da sie als Prifvarianz fun-
giert. Daraus ergibt sich dann auch der Nachteil dieses Verfahrens: Wenn
die jeweilige n-fach Interaktion als Priufvarianz fungiert und thecrieabhan-
gig sinnvoll interpretierbar ist, ergibt sich bei der Anwendung des Falls

"ein-MeBwert-pro-Zelle" ein Informationsverlust.

1.2.2 Eine Alternative dazu liegt in der Erweiterung des eigentlichen Ver-

suchsplans um einen zusatzlichen Faktor "Gruppe'" (Keppel 1973:509-
512). Damit wird es m8glich, eventuelle Finflisse der intakten Gruppen zu
bericksichtigen, allerdings wird die eventuelle Wirkung des Gruppenfaktors

nicht nur als Fehlervarianz generierende Quelle beriicksichtigt, es sind al-

so Einflusse der theoretisch interessierenden Faktoren und die des Gruppen-
faktors teilweise konfundiert. Daruber hinaus ergibt sich beil Anwendung

dieses Verfahrens schnell ein zu groBer unhandlicher Versuchsplan.

1.2.3 Dieser Unhandlichkeit und GréBe des Versuchsplans kann zwar in vielen

Fallen durch die Anwendung unvollstandiger, mehrfaktorieller Ver-
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suchsplane begegnet werden und es liegen hier auch zahlreiche effektive De-
signanlagen vor, die Effekte von Fehlervarianz generierenden (Quellen be-
riicksichtigen, aber alle diese Moglichkeiten leisten keine "reine" (nicht
konfundierte) Abbildung der fehlerquelle "Gruppen" in der jeweiligen Prif-
varianz. Speziell MeBwiederholungsdesigns bieten, ihre theoretische Indika-
tion vorausgesetzt, vielfdltige Moglichkeiten zur Eliminierung von Stdrein-
flidssen.

Wenn wir an dieser Stelle zusammenfassen, so zeigen sich unterschiedliche
Moglichkeiten der durch eine spezifische Designanlage kontrollierbaren Ein-
flisse von intakten Gruppen auf Fehlervarianzen. (Den Fall der designunab-
hdngigen Kontrolle wvon Storvariablen - Kovarianzanalyse - betrachten wir
hier nicht).

Dabei zeichnen sich drei Kriterien ab, nach denen die Wahl des geeigneten
Versuchsplans zu treffen ist:

1. Anzahl der Versuchspersonen / Komplexitédt des Versuchsplans

2. Objekttheoretische Indikation - Informationsinteresse

3. Konfundierungsgrad von Stor- und Experimentaleffekten

Rekapitulieren wir die jeweils sehr kurz vorgestellten Mdglichkeiten, so

stellen wir fest, dal bei den designabhingigen Verfahren der Varianzanalyse

keines existiert, das eine nicht konfundierte Berticksichtigung von Stor-

und Experimentaleinfliissen gewdhrleistet, ohne dabei parallel Informations-

verlust oder StichprobenvergroBerung zu implizieren. (Cf. auch Glass, et

al. 1970:501-509, die eine ubersichtliche Darstellung der Problematik lie-

fern und weitere Literatur angeben!).
2. DIE IDEE DES "GRUPPEN-INNERHALB-STUFEN-DESIGNS"
Damit 1ist die Indikation fir die "Gruppen-innerhalb Stufen-Varianzanalyse"

(GIS) formuliert:

Die Bericksichtigung der Einflisse intakter Gruppen auf Fehlervarianz ohne

Konfundierung von Experimental- und FehlereinfluB, ohne Stichprobenvergro-

Berung und ohne Informationsverlust durch Aufgabe einer Interaktion als zu

priifende varianzgenerierende Quelle (Lindquist 1953: 172-187, Myers 1972:
227-235).

Das GIS-Design integriert die sonst alternativen Moglichkeiten, die Gruppe
als experimentelle Einheit mit ihrem EinfluB3 auf die Fehlervariation zu be-

riicksichtigen wund gleichzeitig die Fehlervariation innerhalb der Gruppen
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einzubeziehen. Wir haben also ein subjektbezogenes Design mit zwei Fehler-
komponenten: Die Komponente "innerhalb Gruppen" (oder "zwischen Subjekten')
und die Komponente "zwischen Gruppen" (oder "innerhalb Zelle'").

Zundchst wollen wir die Argumentation der GIS-Idee verdeutlichen, um dann

Vorteile und Einsatzmoglichkeiten des Designs zu diskutieren.

2.1 (Die folgende Darstellung orientiert sich an Lindquist 1953:174-177)
Angenommen folgender eindimensionaler Fall liegt vor:

Der vollstandige Datensatz einer Studie besteht aus a Zellen eines Faktors,

jede Zelle besteht ihrerseits aus Gruppen, insgesamt gibt es k Gruppen in

den a Zellen.

1. Normalfall unter Vernachlassiqung von Gruppen innerhalb Zellen

Qs = Qs + QS

tot treat fehler (1)

2. Vernachlassigung der Zellen und alleinige Berucksichtigung der Gruppen

as = QS + QS (2)

tot zwischen Gruppen innerhalb Gruppen

3. Innerhalb einer Zelle j ist dann die ustot die Summe aus der '"zwischen

Gruppen" und "innerhalb Gruppen" Komponenté:

Qs = Qs + QS (3)

tot zwischen. innerhalb .
J J J

4. Fur alle a Zellen ergibt sich dann:

a a a
,:EZ ustot. - :E: QSzwischen Gruppen . + :E:usinnerhalb Gruppen . (4)
:1 J 1= J 3= J
J J=T J=1



a

°- Weil :E: QSzwischen Gruppen\j = QSzwischen Gruppen innerhalb Zellen

J=1

und weil

a

:E:usinnerhalb Gruppenj - QSinnerhalb Gruppen’ gilt

J=1

Qs

Fehler - uszwischen Gruppen innerhalb Zelle

+ QS (5)

innerhalb Gruppen

6. Aus (1) und (5) folgt:

QStot - uStreat * nSzwischen Gruppen innerhalb Zellen

+ QS (6)

innerhalb Gruppen

7. Da (2) und (6), gilt:
Qs = Qs

zwischen Gruppen treat © qszwischen Gruppen innerhalb Zellen

also:

Qs

zwischen Gruppen innerhalb Zellen - nszwischen Gruppen astreat
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Dieses Ergebnis kann auch algebraisch hergeleitet werden, cf. Lindquist
1953:175f. und Kapitel 2.2.
Wir erhalten so folgende Komponenten der ANOVA-Tafel (cf. S. 7), dabei

ist:

X = ein MeBwert einer VP

a = Zellenzahl

k = totale Gruppenzahl innerhalb Treatment
M = Gesamtmittelwert

Mj = Mittelwert der Zelle j

Mij = Mittelwert der Gruppe 1 in der Zelle j
njj = VPN Anzahl in Gruppe i in Zelle j

nj = VPN in Zelle j

Uj = Gruppenzahl in Zelle j

N = totale Anzahl VPN

T = Summe aller MeBwerte der VPN

Tj = Summe aller MeBwerte einer Zelle j

T = Summe aller MeBwerte der Gruppe 1 in Zelle j

N



Z\N._.l NX N Wn gy T-N 18101
n e
_._ : ber paf
u N._. -
e
A -ﬂ
A-N a1 AN a7 uaddnag
6r - OW NXN = 'S0 greyIsuut
"SH P 21N apalang
T
2w L 10z, uaTTez
719z 7197 =777 W N qTEYIaU
bW sh w_.._ D e-> -utr uaddnaiy
2192 =i
Bl 1-B —. _. .
_ jesny LTV ECERE! )
1Bal)} 1BaI) - oW Z\Nu_- C\N._.N| So 1-e juawileal]
OW S D
(DW) usuwwns apeuib uoTIBTIRA
9319y~ 4 -qBIpENY 81933 TW (5h) usuwnsieIpeny -s3TayTal{ Jdap arIaeny



Als PrifgroBe dient die Fehlervarianz MQZG (bei konstantem n und u in Grup-
pen und Zellen als Voraussetzung (cf. dazu 2.2.)).

Dieses mittlere Quadrat bericksichtigt zwei Fehlerquellen: Unterschiede
zwischen den Gruppen und Unterschiede zwischen den Individuen (cf. Lind-
quist 1953:182-184).

/ MQ.

Dariiber hinaus kann mit dem F = MQ iG

,Gi7 der Gruppeneffekt innerhalb
Zellen auf Signifikanz geprift werden.

Mit diesem F wird '"das Gruppenproblem" kontrollierbar, wie folgendes liange-
re Zitat noch einmal verdeutlicht:

"However, 1in some situations, the groups within treatments design might be
used 1initially because differences between groups are suspected but not
known to exist. If this [ proves non-significant, we might then, on the
assumption of no group differences, regard this design as simple randomized
design. However, the assumption of no group differences should be supported
by a priori considerations as well as shown tenable by the test based on
the ratio MSe LA / ms In this case, the sums of squares for groups within
treatments and for within groups could be added together to give the sum of
squares for within treatments, and the sum of these sums of squares could
be divided by the sum of their degrees of freedom to give the mean square
for within treatments. This mean square would then be used as the error
term in testing the significance of the treatment differences." (Lindquist

1953:186)

Zusammengefaf3t bedeutet dies: Durch den F-Wert mit den Komponenten Zdhler =

mittleres (Quadrat zwischen Gruppen innerhalb Zellen und Nenner = mittleres

Quadrat innerhalb Gruppen kann das Signifikanzniveau des Gruppeneinflusses

bestimmt werden und es gibt dann zwei Moglichkeiten der weiteren Analyse:

1. Bei nicht-signifikantem "Gruppen-F" eine Zusammenleqgung der beiden Feh-
lerkomponenten und eine Uberpriifung von Haupt- und Interaktionseffekten
im einfach randomisierten Design (a) oder trotzdem die Beibehaltung der
Prifgrofle MQzGiZ und damit die exakte und unkonfundierte Bestimmung der
Treatmenteffekte (b)

2. Bei signifikantem "Gruppen-F" das Verfahren lb.

Die Designvorteile zeigen sich z.B. im Zusammenhang mit Kovarianzanalysen,

wo bei einer nicht-zufédlligen Aufteilung der VPN auf die Treatments die Be-

rechtigung der Anwendung der Kovarianzanalyse umstritten ist (cf. Diehl

1977:336f.).

Gerade 1in Fallen, wo die Bericksichtigung von Kontrollvariablen die Prazi-



sion von Experimenten erhohen soll und wo andererseits die skizzierten
Stichprobenprobleme unvermeidbar sind, liegen Vorteile dieses Designs. Wenn
man die unterschiedlichen Leistungen und Schwierigkeiten der Verfahren zur
Reduktion von Fehlervarianz noch einmal dUberdenkt (cf. Keppel 1973:511-516
(Keppel vergleicht Blockdesign, Kovarianzanalyse und Varianzanalyse mit
Differenzwerten); Feldt 1958 (Feldt vergleicht faktorielle Kontrolle, Kova-
rianzanalyse und Varianzanalye mit Differenzwerten)), werden die Einsatz-
moglichkeiten dieses "Gruppen innerhalb Treatments Design" offensichtlich:

Sie liegen darin, elne Entscheidungsbasis fir die Effektivitat und Angemes-

senheit statistischer Verfahren zu haben, die Kontrollvariablen bericksich-
tigen. Diese Entscheidungsbasis ist deshalb als besonders effizient zu be-
urteilen, weill die Prifvarianz hier alle méglichen Fehlerkomponenten be-
ricksichtigt, namlich Unterschiede zwischen VPN in einer Gruppe und Unter-
schiede zwischen Gruppen in einer 7elle und gleichzeitig die exakte Bestim-
mung der F-Werte der Experimentalfaktoren wund der Interaktionen garan-

tiert.
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2.2.1. Algebraische Grundlagen der Varianzanalyse

2.2.1.1. Abkirzungen

Im folgenden werden folgende Schreibweisen benutzt :

i) M = Mittelwert

ii) Mijk = mehrfach indizierter Mittelwert

i) <ijkgh> = Summe Uber die angegebenen Indices mit
i=1,.,0/j=1,.J/l./h=1._H

iv) X = MeBwert (die Angabe von Indices wird

unterdrickt)

V) * = Multiplikationsoperator. Bei Gewahrieistung
der Eindeutigkeit kann "*” auch ausgelassen
werden.

vi) *r := Potenzoperator

2.2.1.2 Rechenregeln

Gegeben seien Mefwerte Xijk...lmn. Die Reduzierung der Indices durch Summenbildung mit
gleichzeitiger Division durch das Produkt der Summenindexobergrenzen bedeutet die Uberfith—
rung von indizierten Grofen in Mittelwerte tiber diese Gréflen:

<i>Xijk...mn = I*Mjk...Imn

oder

<ijk>Mijkg = WK*Mg

Sei (Al,...,An) eine Menge algebraischer Ausdriicke. Der Operator ”!”**S bildet alle Kombi-
nationen S - facher Produkte der Elemente von (Al,...,An) unter der Einschriankung:
Sei Ai*Ak*...*Am ein solches Produkt, dann gilt : i « k ¢« ... « m fir alle diese Produkte. Der

Operator ’!” summiert noch tber alle S - fachen Produkte.
Beispiel 1 : (A1,A2,A3)! = Al+ A2+ A3 (1 -fache Produkte)
Beispiel 2 : (A1,A2,A3,A4)!! = A1*A2 + A1*A3 + Al*A4 +
A2*A3 + A2*A4 +
A3*A4

Damit gilt die Regel :
(A1,..., AL ALAK,...,An)Il = Aj*(A1,...,Ai,AK,...,An)! +
(A1,...,AiAk,..., An)lt

2.2.1.3 Fformale Anforderungen an eine Varianzzerlegung

Gegeben seien Mefiwerte Xijk...Imn. Als Varianzwurzel bezeichnen wir die Differenz zwischen
einer indizierten Grofle W und einer durch Summation indexreduzierten Gréfie W’; W und W’

sind durch Mittelwertbildung aus X hervorgegangen.
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Eine Varianzzerlegung driickt die Varianzwurzel der ganzen Mefiwertmenge T = (Xijk...Imn -
M) als Summe von Einzelvarianzwurzeln aus :

M T=W1-W+ ... +(Wn - Wp)

Diese Summenzerlegung mufl natirlich algebraisch korrekt sein. Die zweite und formal schwie—
rigere Bedingung ist die Forderung, daf mit (1) auch die Summe der Varianzen (Wa -
Wa’)**2 Gber alle Indices identisch < ijk...lmn > (T**2) sein muf; dies bedeutet das Wegfallen
aller Kovarianztherme.

(2 <ijk..Imn>T""2)= <ijk...mn>( <p>(Wp-Wp')**2)
= <jjk...Imn>((<p>Wp-Wp'))**2)

Dabei miissen nach Prifung der algebraischen Korrektheit die Ausdricke der Einzelvarianzen
als Fehlervarianzen interpretierbar sein.

Der Freiheitsgrad (hier fungierend als Gewichtungsfaktor einer Einzelvarianz) df einer Einzel—
varianz (Wp — Wp’) berechnet sich mit p=ijk..1 und p’ =k...1 direkt zu

(3) df Wijk..l = Wk.l) = I"J*K*..*L — K*..*L

Die der Gleichung (1) entsprechende Zerlegung der Freiheitsgrade ist damit automatisch korrekt.

2.2.2 Das Design "Gruppen innerhalb Stufen™ GIS

2.2.2.1 Struktur der MeBwerte

Gemessen wird die Wirkung von Faktoren F1,..,Fn mit je $1,...,Sn Stufen (Auspragungen) auf
eine abhéngige Variable unter der Annahme, daf jede Stufekombination si,...,sn in genau G
Gruppen zerféllt. Damit wird also das einfache n - faktorielle Design erweitert um den Einfluf
der Gruppen gl,..,gG, gemessen durch eine sinnvolle Einzelvarianz.

Wir setzen im folgenden voraus, daf die Anzahl der Mefwerte je ”Gruppe innerhalb Stufen—
kombination (GIS)” fiir alle GIS konstant ist bzw. sinnvoll auf einen konstanten Wert H
aufgefillt werden kann.

2.2.2.2 Das GIS-Design fir den 1l-faktoriellen Fall

Gegeben sind Mefiwerte Xigh mit i=1,..,I fiir die Stufen des Faktors
g=1,..,G fir die Gruppen
h=1,..,H fir die Meflwerte innerhalb
einer GIS
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Zur Veranschaulichung der Regeln in 2.2.1 geben wir hier die Definitionen

der in der Varianzzerlegung verwendeten Mittelwerte Wp und Wp' explizit an.

Mig = <h>(Xigh)/ H — —> H*Mig = <h>(Xigh)
Mi = <g>Mig/ G
M = <i>Mi/l = <igh>(Xigh)/ (IGH)

Totalvarianz

Mit den Abkurzungen T

ZS := Varianz zwischen Faktorstufen

GIS : = Varianz zwischen Gruppen innerhalb
einer Stufenkombination

IG := Varianz innerhalb der Gruppen

schreibt sich die Zerlegung wie folgt :

Name Term df A
T Xigh - M IGH - 1

IG Xigh - Mig IGH - IG 1
ZS Mi - M | -1 2
GIS Mig - Mi IG -1 3

(Abb. 2.2.2.2.1)

Die Bedingung (2.2.1.3.1) ist trivial erfiillt. Bedg. (2.2.1.3.2) rechnet
sich sofort wie folgt:

(Wir benutzen hier und im folgenden den oben definierten Ausdruck

(A1+....+An)**2 = A1**2 + ... + An**2 + 2*(A1,..,An)l! )

<h>T**2 = H*(A1"*2 + A2**2) + <h>A3""2 + 2<h>(A1,A2,A3)!!
= g " + 2*Rest
<h>Rest = (A2+A3)"<h>A1 + H*A2*A3
<gh>Rest = =0 + H*A2" <g>{(Mig- Mi)
= =0
=0.
Dabei wurde gerechnet : <h>A1= <h>(Xigh ~Mig)=H"Mig—-H*Mig=0
und entsprechend <g>(Mig-Mi)=G*Mi—G*Mi=0

Die Forderung nach Wegfall aller gemischten Terme (Kovarianzen) ist damit erfille; die

Formulierung des Berechnungsalgorthmus wird weiter unten vorgenommen.
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2.2.2.3 Das GIS Design fir 2 Faktoren (triviale Erweiterung)

Wir erweitern das Design aus (Abb. 2.2.2.2.1) bei Hinzunahme eines weiteren
Faktors (die beiden Faktoren sollen A und B heiBen mit den Laufindices i

und j von 1 bis I bzw. J) wie folgt:

Name Term df A
T X-M IJGH -1

ZSA Mi - M l -1 1
8B M - M J -1 2
ZSAB Mij—M—(ZSA +ZSB) =-1-J+1 3
GISA Mig-Mi IG -1 4
GISB Mjg-M; JG-J 5
GISAB Mijg - Mij — (GISA + GISB) UG-J-GI-GJ 6

+1+J
IG X - Mijg NGH- NG 7

(Abb. 2.2.2.3.1)

Damit wird Bedingung (2.2.1.3.2) wie folgt kontrolliert:

T"*2 = A1"72 + ..+ A7""2 + 2*(A1,...,A7T)!

= 2"Rest
<h>Rest = H*(A1,...,A)!! + (A1,...,A6)\* <h>A7
=0
<hg>Rest = H*(A1,A2,A3)!" <g>(A4,...,AB)! + H* <g>(A4,. A6

+ HG*(A1,..,A3)!!
= 0 + H* <g>(A4,..,AB)!!

‘ +HG"(A1,...,,A3)!!
Die Summation tiber g separiert (immer) die ZS - Anteile von den GIS - Anteilen. Der Nach—
weis von <« ij> (Al,...,A3)!! kann in jedem Lehrbuch der Varianzanalyse nachgelesen oder leicht
nachgerechnet werden. Solange in den ZS - Anteilen der Index g nicht auftritt, kann eine
Prifung auf Wegfall der Kovarianzen beschrankt werden auf die Prifung von :
< ijk...Imng > (alle GIS ~ Anteile)!! oder kiirzer « ijk...lmng > (GIS)!! .
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< jg>(GIS)IVH = <g>A4<j>(A5+A6) + <jg>(A5"AB)

= <g>A4*0 + <jg>(A5*A6)
<ijg>(GIS)IYH = <jg>A5<i>Ab6
<jg>A5*(IMjg - IMj — IMg + IM - IMjg + IM))
<jg>((Mjg - Mj)}(IM - IMg))
=lJ(GM**2 - <g>(Mg**2))

Wegen <g>((Mg-M)**2) = <g>(Mg**2) - 1/G * (<g>Mg)**2
und (<g>Mg)**2 = G**2 * M**2
folgt sofort

<iig>(GIS)! = -NH<g>((Mg-M)**2)

Die triviale Erweiterung des GIS - Bereichs fihrt auf einen nichtverschwindenden Kovarianz—
term, der allerdings mit

Mg - M)**2 = (Mg-M)(Mg - M) zu einer zusitzlichen Varianz degeneriert ist.

Vor Uberlegungen bzgl einer nichttrivialen Erweiterung des Designs steht der Test der trivialen

Erweiterung auf 3 Faktoren.
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2.2.2.4 Triviale Erweiterung des Designs auf 3 Faktoren

Gegeben sind Meflwerte X = Xijkgh mit Faktor A (i=1,I)
Faktor B (j=1,])
Faktor C (k= 1,K)

und den Gruppen (g = 1,G) mit den Meflwerten je GIS (h=1,H).

Name Wert df A
T X-M IJKGH -1

IG  X-—Mikg UKGH-IJKG 1
ZSA Mi-M -1 2
ZSB Mj—-M J-1 3
ZSC Mk-M K-1 4
ZSAB Mij—M-(ZSA +ZSB) U-1=-J+1 5
ZSAC Mik-M—(ZSA +2ZSC) IK-1-K+1 6
ZSBC Mjk-M-(ZSB +ZSC) JK=-J-K+1 7

ZSABC Mijk — M - (ZSA + ZSB + ZSC + ZSAB + ZSAC + ZSBC) 8
WK-J~-IK+I+J+K-1

GISA Mig-Mi IG -1 9
GISB Mjg- M JG-J 10
GISC Mkg-Mk KG-K 11
GISAB Mijg — Mij — (GISA + GISB) UWG-I-1G-JG12
+1+d
GISAC Mikg —Mik - (GISA + GISC) IKG-IK 13
-IG~KG+I1+K
GISBC Mjkg - Mjk - (GISB + GISC) JKG -JK 14
‘ -JG-JK+J+K
GISABC Mijkg - Mijk —(GISA + GISB + GISC + IWKG -IJK 15
GISAB + GISAC + GISBC) -NG-IKG-JKG+1J+IK+
JK+G+JG+KG-1I-
J-K

(Abb. 2.2.2.4.1)
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Eine &hnliche Rechnung wie in (2.2.2.3) fibrt auf den Ausdruck:

<k>Rest/H

<g>A9<k>(A10,...,A15)! + <gk>(A10,...,A15)!1
<g>A9<k>(A10,... ,A15)! + <g>A10<k>(A11,... ,A15)!
+ <g>A12<k>(A11,A13,A14 A15)! +

<gk>(A11,A13,...,A15)!!
<g>A9<k>(Mgik - Mijk - Mgi + Mi) +
<g>A10<k>(Mgijk - Mijk - Mgi + Mi — Mgj + Mj) +
<g>A12<k> (Mgijk — Mijk — Mgij + Mij) (=0)
<gk>(A11,A13,...,A15)!

<ijk>Rest/H = <ig>A9<jk>(Mgijk —Mijk-Mgi+Mi) + (=0)

<gijk>(A10"(A11 +...+A15) +
<gijk>(A11,A13,... ,A15)!|

= <gj>A10<ik>{(Mgijk — Mijk — Mgi + Mi — Mgj + Mj) +
<gijk>(A11,A13,...,A15)l1

= - <gijk>(A9"A10) +
<gk>A11<ij>(Mgijk - Mijk — Mijg + Mij — Mgk + Mk +
<gijk>(A13,...,A15)!!

= — <gijk>(A9*A10) + <gijk>( A11*(Mij—Mijg)) +
<gk>A13<j>(Mgijk - Mijk — Mgij + Mij — Mgik + Mik + Mgi — Mi} +

<gjk>A14<i>A15

= —JK*<gi>(A9*(Mg-M)) + IU* <gk>(A11*(M-Mg)) +
I" <gjk>(A14* (Mg - M))

= -3"UK<g>((Mg-M)**2)

Damir gilt : Rest = -6*IJKH «g»>» ( (M-Mg)**2 ). Wie bei der 2faktoriellen trivialen
Erweiterung ergibt sich ein zusidtzlicher Varianzterm (6 - fach negativ) als Korrektur zur
urspringlichen Varianzzerlegung. Hierbei fillt auf, dafl die jeweilige Anzahl der GIS - Vari~
anzen ohne die Varianz der grofiten Wechselwirkung exakt der Anzahl der sich ergebenden
Korrekturterme entspricht :

9 Faktoren — - > GISA,GISB mit Rest = - 2*1JH < g » (Mg - M)**2)
3 Faktoren - — » GISA,GISB,GISC,GISAB,GISAC,GISBC
mit Rest = - 6*IJKH « g > (Mg -M)**2)

Hier folgt die Hypothese:” Jeder GIS — Varianzanteil aufier derjenige mit der komlexesten
Wechselwirkung mufl um den Term (Mg - M) in der Varianzwurzel korrigiert werden”.
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2.2.2.5 Versuch einer Erweiterung der GIS-Zerlegung um eine zusdtzliche
Korrektur (MG-M)*Y

Wir versuchen am Beispiel der 2faktoriellen GIS — VA den auftretenden Korrekturterm
(Mg - M) als zusitzlichen Varianzanteil in die Zerlegung einzufiihren; dabel wird mit einer

reelen Gewichtung Y gearbeitet.

Name Wert A

T,IG und alle ZS wie in Abb.2.3.1

GISA Mig-Mi 4
GISB Mjg-Mj 5
GISY Y*(M-Mg) (die Vorzeichenumkehr ist unerheblich) 6
GISABY Mijg — Mij — (GISA + GISB + GISY) 7

(Abb. 2.2.2.5.1)

Damit ergibt sich sofort der Ansatz :

<jg>Rest/H = <g>A4<j>(A5,. A7) + <jg>(A5,... A7)
= <g>Ad<j>(Mijg-Mij-Mig+Mi) + (=0)
<jg>(A5,...,A7)l
<ijg>Rest/H = <jg>A5<i>(Mijg- Mij—Mig+Mi-Mjg+Mj) + <ijg>(A6*A7)
= <ijg>({(Mjg-M-)"(Mi-Mig)) + <ijg>(A6*A7)
= -lU<g>(M-Mg)**2) - Y(Y-1NJ<g>(M-Mg)**2)
<ijg>Rest = —-2H(1+Y(Y -1))* <g>((M~-Mg)**2)

Fordern wir zunichst das Wegfallen des Korrekturterms und des Varianzterms A6. Damit folgt
sofort:

WH*<g>(A6""2) + <ijg>Rest = 0

IHI*Y*Y* <g>(M~-Mg)**2) — 2IHJ(1 +Y(Y - 1))* <g>(MM@g)**2) = 0

Y**2 -2(1+Y**2-Y) =0

Y1 =1+ IMG

Y2 = 1 - IMG mit IMG: =imagindre Einheit

Damit existiert keine reele Losung.

Wir fordern auch noch:

IHI<g>(A6**2) + <ijg>Rest = [HI<g>(Mg-M)**2)
Y1 =1+ IMG*(2**0.5)

Y2 =1 - IMG*(2**0.5)

Der Versuch, nur den Rest wegfallen zu lassen scheitert auch:
<ijg>Rest = 0

<g>((Mg-M)"*2) = 0 oder

Y1 0.5 + IMG*(0.75**0.5)

Y2 = 0.5 - IMG*(0.75**0.5)

Eine Erfillung der Bedingung (2.2.1.3.2) durch Einfihren eines zus&tzlichen
Varianzanteils 1ist damit nicht zu gwédhrleisten.



- 18 -

2.2.2.6 Erweiterung der GIS-Zerlegung um additive Anteile in den Varianz-
anteilen mit nicht-maximaler Ordnung

In Anlehnung an die Hypothese in (2.2.2.4) versuchen wir eine allgemeine
additive Erweiterung der Varianzanteile GIS mit nicht maximaler Wechselwir-
kung; dabei soll der Erweiterungsterm Eg allgemein nur vom Index g abh&ngen
und identisch fir beide Anwendungen sein:

Name Wert A

T,IG und alle ZS wie in Abb.2.3.1

GISA Mig-Mi+Eg 4
GISB Mijg~Mj+Eg 5
GISAB Mijg - Mij — (GISA + GISB) 6

(Abb. 2.2.2.6.1)

Wir priifen wieder nur den Restterm « g» Rest/H = « g (GIS)!I/H wie folgt:

<gj>RestH = <gj>(A4A5+A6)) + <gj>(A5*A6)
= - <gj>(A4’Eg) + <gj>(A5*A6)
<ijg>Rest/H = - <ijg>( A4*Eg) + <gj>(A5*<i>(Mi-Mig))

- <ijg>( A5 EQ)
= —<g>( Eg*<ij>(A4+A5)) + <jg>(A5*(IM-tMg))
= 2U<g>(Eg**2) + WU<g>(Eg*(Mg-M))
-U<g>((Mg-M)**2)

Fordern wir nun : <ijg>Rest/H = 0 (Wegfall aller Kovarianzen) , dann foigt sofort

<g>((Eg + 0.25*(Mg-M))**2) = <g>((9/16)*(Mg~-M)**2)
oder fur alle g : Eg = -0.25"(Mg-M) + - 0.75*(Mg-M)
und damit Eg1 = 0.5*(Mg-M) und Eg2 = - (Mg-M)

Damit fihrt der allgemeine Ansatz einer additiven Erweiterung in den
GIS-Termen mit nicht-maximaler Ordnung exakt zu der in (2.2.2.4) gedu-
Berten Hypothese.
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Es bleibt noch die Anwendung auf den 3faktoriellen Fall zu zeigen. Wir definieren damit die

Varianzwurzeln wie folgt.

Name Wert A
T X-M 0
IG X — Mijkg 1
ZSA Mi-M 2
ZSB Mj—-M 3
Z28C Mk-M 4
ZSAB Mij—M-(ZSA +ZSB) 5
ZSAC Mik-M-(ZSA+ZSC) 6
ZSBC Mjk-~M-(ZSB +ZSC) 7
ZSABC Mijk — M —(ZSA +ZSB + ZSC + ZSAB + ZSAC + ZSBC) 8
GISA Mgi-Mi-Eg 9
GISB Mgj-Mj-Eg 10
GISC Mgk -Mk-Eg 11
GISAB Mgij - Mij — Eg - (GISA + GISB) 12
GISAC Mgik — Mik - Eg - (GISA + GISC) 13
GISBC Mgjk — Mjk — Eg — (GISB + GISC) 14

GISABC Mgiik — Mijk — (GISA + GISB + GISC + GISAB + GISAC + GISBC)

(Abb. 2.2.2.6.2)

Damit ist zu prifen, ob « ijkg » Rest/H = 0 wird :

<ijkg>Rest/H = <ig>( A9* <jk>( (A10,...,A15)!)) (:=X1)
+ <jg>( A10" <ik>((A11,...,A15)! ) (:=X2)
+ <kg>( A11* <ij>((A12,...,A15)! )) (:=X3)
+ <gij> (A12" <k>((A13,...,A14)! ) (:=X4)
+ <gik> (A13* <j>((A14,A15)! ) (: =X5)
+ <gjk> (A14* <i>(A15)) (:=X6)

X1 = JK<g>((Mg~-M)<i>(Mgi-Mi—-Mg+M)) = 0

X2 =0

X3=0

X4 = K<g>((Mg-M)<ij>( Mgij - Mij - Mgi ~ Mgj + Mi + Mj + Mg-M)) = 0
X5 =0

X6 =0

Damit halten wir fest:

Fir den 2- und -3faktoriellen Fall missen alle die Gruppenstruktur be-
riicksichtigenden Terme der Varianzwurzelzerlegung (GIS-Terme) nach der
trivialen (der einfachen Varianzzerlequng folgenden) Erweiterung auf-
gebaut und um den additiven Faktor - (Mg-M) erweitert werden; dies ist
in (Abb. 2.2.2.6.2) fir den 3faktoriellen Fall explizit dargestellt.
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2.2.2.7 Ubergang von lfaktoriellem zu 2,3faktoriellem Fall

Es fillt auf, daff das beim 2 — und - 3faktoriellem notwendige Korrekturglied - (Mg - M) beim
Ifaktoriellen Fall fehlt. Formal muf die Forderung gestellt werden, daff bei Reduktion des
mehrfaktoriellen Designs auf das 1faktorielle durch Summierung iiber die tiberschissigen Indizes

eine Identitit der GIS — Varianzwurzeln gezeigt werden muf :

2faktoriell :

<j>(GISA +GISB + GISAB) = <j>(Mijg - Mij)=J(Mig—Mi) = GIS:1fakt.*J

Bis auf eine zu vernachlissigende Konstante J gehen beide Designs ineinander iiber.
3faktoriell :

<jk>(GISA + GISB + GISC + GISAB + GISAC + GISBC + GISABC) =

<jk>(Mijkg — Mijk) = JK(Mig~Mi) = GIS:1fakt. * JK

2.2.3 Algorithmen zur Berechnung

2.2.3.1 Freiheitsgrade df

Die Kalkulation der Freiheitsgrade einer Varianzwurzel berechnet fiir jede indizierte Gréfle in
der Varianzwurzel die Anzahl der durch diese Grofe dargestellten Werte durch Multiplikation
aller Indexobergrenzen. Der Freiheitsgrad der ganzen Varianzwurzel berechnet sich dann als
Summe dieser Produkte unter Beriicksichtigung der Vorzeichen. Eine nichtindizierte Gréfe M
wird durch das leere Produkt dargestellt und mit einer 1 reprientiert. Folgendes Beispiel ver—
deutlicht das Verfahren sofort :

A = Mijk + Mimn - Mgxyz + M
Dann berechnet sich df zu
df = UK + LMN - GXYZ + 1
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2.2.3.2 Varianzen

SeiQ = Q1 + Q2 + ... + Qn eine Varianzwurzel mit vl,...,vn : = Indexmengen der
Einzelwerte V1,...,Vn; jede dieser Indexmengen vk schreibt sich als Teilmenge der Menge aller
in vorliegendem Design giiltigen Indizes (il,....,it). Damit sei wk die Komplementmenge zu vk :
wk = (il,...,it)/v]; die Obergrenzen der Indizes sind entsprechend I1,... It

Entsprechend sind die Produkte aller Indexobergrenzen einer Teilmenge vk bzw. wk von
(i1,...,it) die Ausdriicke Vk bzw. Wk.

PMk sei noch das Vorzeichen des k — ten Einzelausdrucks in der Varianzwurzel.

Mit diesen Vereinbarungen gilt fur alle Varianzwurzeln :

<il,.,it>(V**2) = <z=1,n>(Vz<vz>((<wz> X)**2 )*PMz)
f(*..x 0

Ein Beispiel verdeutlicht diesen Algorithmus sofort :

Betrachte GIS:1fakt. = Mgi - Mi
Die Menge aller in diesem Design erlaubten Indices ist hier
(i,g,h).
Es ergeben sich Q1 = Mgi mit vi=(i,g) und wi = (h) und PM1 = +1

Q2 = Mimitv2=() und w2 = (g,h) und PM2 = -1
Damit ist ausfihrlich
<igh>((Mig = Mi)**2) = (Gl<gi>((<h> X)*"2)*(+1) +

I<i> ((<hg>X)**2)"(-1)
Y(IGH)

Dies wurde fur alle Varianzwurzeln bis einschlieflich des 3faktoriellen Designs bestitigt. Der
Algorithmus bietet eine einfache Konstruktionsmethode zur Formulierung von Berechnungs—

algorithmen mit geringem Rechenaufwand.
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2.3 Wir wollen abschliefBlend noch auf zwei "Besonderheiten" der GIS-Vari-
anzanalyse eingehen, die wahrend der mathematischen Entwicklung des
zwel-und dreifaktoriellen Falls aufgefallen sind:

a) Bei ungleichen Gruppenstiarken muB das zufallsgenerierte Auffiillen der
Anzahl der MeBwerte pro Gruppe auf einen fir alle Gruppen konstanten
Wert sinnvoll méglich sein (cf. Lindquist 1953:184).

b) Wie in Kapitel 2.2 gezeigt wurde (cf. 2.2.2.6), entfallt bei einer Re-
duktion des mehrfaktoriellen GIS-Designs auf den einfaktoriellen Fall
der bei den trivialen Erweiterungen aufgetretene Term -(Mg-M) wie gefor-
dert.

Dieses Korrekturglied bildet die '"Interaktionen des Gruppenfaktors" mit
den Experimentaleffekten ab. Hier zeigt sich erneut der Vorteil der lLei-
stungen der GIS-Varianzanalyse insofern, als dieses Korrekturglied bzw.
seine inhaltliche Dimension bei der Interpretation der Ergebnisse nicht
bertcksichtigt werden mu3, da das GIS-Design alle Wirkungen des "Grup-
penfaktors" mit anderen Faktoren als Treatmenteffekte eliminiert und in

den entsprechenden Fehlerterm miteinbezieht.

Im Rahmen dieser Arbeit konnten wir die theortische Ausweitung des GIS-De-
signs auf den n-faktoriellen Fall leider noch nicht leisten, da dazu der
allgemeine Beweis der Reduktionsmoglichkeit des Korrekturglieds -(Mg-M)

aussteht. Theoretische Evaluation und Demonstration der Leistungen der GIS-

Varianzanalyse (das Rechnerprogramm VAGIS fiir diese Varianzanalyse* ist am
HRZ Bielefeld implementiert, cf. Eckqgold 1984)) werden zu einem spidteren
Zeitpunkt erfolgen.

*Anfragen bitte an einen der beiden Autoren
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