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Axiome und Maxime
Was Ethik und Mathe-
matik verbindet

,Die Forschung kiimmert sich
um die Erkenntnis, die Gesell-
schaft entscheidet was sie da-
mit anfangt", so eine gangige
Schutzbehauptung der Wis-
senschaft zur Frage nach ihrer
Verantwortung. Ein Gedanke
der zumindest flr die Mathe-
matik seine Berechtigung

zu haben scheint. Wo sonst
lie3e sich ,reine’, wertneutrale
Theorie so mustergiiltig von
der Seite der zu bewertenden
Anwendungen trennen - oder?

14

Aber nicht nur die Frage nach
einer Fachethik lenkt den Blick
auf ein spannendes Wechsel-
verhaltnis, das bis dato kaum
beleuchtet worden ist: Das von
Ethik und Mathematik.

9

Von faulen Krediten,
Wabhrscheinlichkei-
ten und dem Risiko
Nach der Bankenkrise ist vor
der Bankenkrise. Wie sich die
Finanzwirtschaft mit Hilfe
der Mathematik zukiinftig
besser gegen Risiken absi-
chern mochte.

13

Stromborsen:
Borsen unter Strom!
Mit der Liberalisierung des
Strommarktes hat sich der
Handlungsspielraum der En-
ergieversorger erweitert: An
der europdischen Borse EEX
konnen sie nun 24 Stunden
am Tag Strom kaufen und

verkaufen. Fiir das Manage-
ment ergibt sich damit eine
neue Wahlmaoglichkeit: selber
produzieren oder einkaufen.
Die Kehrseite der Medaille:
Die Markte sind extrem
volatil. Wer die falsche
Entscheidung trifft kann in
der Konkurrenz schnell ins
Hintertreffen geraten. Ein
unternehmerischer Draht-
seilakt, der dank mathema-
tischer Modelle kalkulierbar
werden soll.

18
Mathematiklehrer-
bildung neu denken
Mathematik durchdringt alle
Lebensbereiche; das Image
des Faches aber konnte besser
sein. Trocken und weltfern er-
scheint der Mehrheit die Welt
der Zahlen. Im Jahr der Ma-
thematik wurde viel iber die
Griinde réasoniert. Die Wort-
meldungen in den Medien ver-
wiesen an erster Stelle immer
wieder auf den Schulunterricht

als Ursache. Die Professoren

Danckwerts, Beutelspacher
und Nickel setzen sich seit
Jahren fiir einen Paradigmen-
wechsel in der gymnasialen
Lehrerausbildung ein. In einem
mehrjahrigen Forschungs-
projekt haben sie Wege aus
der Misere aufgezeigt. Das
Konzept soll deutschlandweit
Schule machen.
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Vorstellungen
bilden!?

Welche Anschauungsformen
sind mit Mathematik ver-
kntpft? Welchen Nutzen hat
eine umfassende mathe-
matische Bildung tiber den
Aspekt ihrer technische
Anwendbarkeit hinaus?
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Diskret oder Kontinuierlich?

Diskret oder Kontinuierlich?

Die Unterscheidung von Diskretem (Lat. discrétus =
abgesondert, getrennt) und Kontinuierlichem (Lat.
continuus = zusammenhangend) ist fast so alt wie
die Mathematik selbst. Bereits die griechische Antike
teilt die Mathematik, die Wissenschaft von den Gro-
[3en, in diesem Sinne in zwei Bereiche ein: Mathema-
tik ist zum einen Arithmetik, die Lehre von den dis-
kreten Grof3en, also den Zahlen und zum anderen
Geometrie, die Lehre von den kontinuierlichen Gro-
[3en, also den Figuren in der Ebene oder im dreidi-
mensionalen Raum. Diese Auffassung, Mathematik
als Lehre von den Zahlen und Figuren, bleibt bis ins
ausgehende 19. Jahrhundert weitgehend bestehen
und spiegelt sich noch immer im Curriculum der un-
teren Schulklassen.

Die Frage nach einer moglichen Beziehung von Dis-
kretem und Kontinuierlichem hat im Laufe der Mathe-
matikgeschichte immer wieder Probleme aufgewor-
fen und damit fruchtbare Entwicklungen provoziert.
Klassisches Beispiel ist die Entdeckung inkommensu-
rabler Grof3en in der griechischen Mathematik. Hier
stief} die Grundiiberzeugung der Pythagorder, dass
sich ,alles' durch Zahlen und Zahlenverhaltnisse aus-
driicken lief3e, auf ein scheinbar untiberwindliches
Problem. Es stellte sich namlich heraus, dass schon
bei ganz einfachen geometrischen Figuren, etwa dem
Quadrat oder dem regelmafligen Fiinfeck, die Seite
zur Diagonale in einem Groéf3enverhaltnis steht, das
nicht als ein Verhdltnis ganzer Zahlen, d.h. als Bruch,
ausgedriickt werden kann. In moderner Sprechwei-
se: Erstmalig wurden irrationale Verhaltnisse, die wir
heute ohne Skrupel als irrationale Zahlen bezeich-

nen, erkundet — besonders misslich fur die Pythago-
raer, dass dies just an ihrem Ordenssymbol, dem Pen-
tagramm, deutlich wurde. Der Gipfel der Ironie ist
schlieflich, dass das Verhaltnis von Seite und Diago-
nale im regelmaf3igen Fiinfeck in wohlbestimmtem
Sinne die irrationalste aller Zahlen ist.

Fir die Philosophie jedenfalls resultierte eine echte
Grundlagenkrise und noch Aristoteles verbietet in sei-
ner zweiten Analytik ausdriicklich jeglichen Ubergang
zwischen Geometrie und Arithmetik als ,metabasis
eis allos genos': Kein geometrischer Satz diirfe mittels
Arithmetik bewiesen werden. Nicht zuletzt hier zeigt
sich, dass der grof3e Philosoph und Begriinder der Lo-
gik zu wenig Gespiir fiir die Fahigkeiten der Mathema-
tik hatte. Gliicklicherweise waren die Mathematiker
weniger dngstlich, und so hatte bereits Eudoxos im
10. Buch der Elemente des Euklid eine quasi arithme-
tische Umgehensweise fiir solche inkommensurable
Grof3en entwickelt. Geometrisches in Arithmetisches
zu Ubersetzen und vice versa erwies sich jedenfalls
immer wieder als duf3erst fruchtbare Strategie. So er-
6ffnet René Descartes mit der analytischen Geome-
trie die Méglichkeit, rdumliche Gegebenheiten durch
Zahlen auszudriicken; die ebenso einfache wie geni-
ale Idee: Jeder Punkt im Raum wird durch drei Zahlen,
die ,cartesischen Koordinaten', eindeutig beschrie-
ben (siehe hierzu auch die Illustration auf Seite 20).
Geometrische Probleme werden so in arithmetische
Gleichungen Ubersetzt, die durch Ausrechnen geldst
werden kénnen. Umgekehrt ist es derselbe Descartes,
der zeigt, wie sich die in ihrem Status noch immer un-
geklarten Irrationalzahlen mit einem wohlbekannten

Bis ins 19. Jh:
Mathematik

als Lehre von
den diskreten
Zahlen und den
kontinuierlichen
Figuren
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geometrischen Objekt, einer Geraden, identifizieren
lassen. Eine geschickte Anwendung der Strahlensatze
erlaubt es ihm, das Produkt zweier Punkte durch geo-
metrische Konstruktion auf der Geraden zu erhalten.
,Unheimlichen' Zahlen durch Geometrisierung ein
Bleiberecht in der Mathematik zu verschaffen, gelingt
auch Carl Friedrich Gauf3, der die cartesische Zahlen-
gerade zu einer Ebene erweitert und diese mit den
komplexen Zahlen identifiziert. Schlieflich ungefahr
2000 Jahre nach Eudoxos gelingt es Isaac Newton
und Gottfried Wilhelm Leibniz mit ihrer ,analysis in-
finitorum' einen (diskreten) Kalkdl fir kontinuierliche
Bewegungen zu entwickeln. Mit der neuen Analysis
wird die Physik Newtons Uberhaupt erst formulier-
bar — beginnt die stlirmische Entwicklung der moder-
nen Naturwissenschaften. Die Frage nach einer
mathematisch akzeptablen arithmetischen
Behandlung des Kontinuums wird al-
lerdings bis weit ins 20. Jahrhun-
dert hinein gestellt — und ist
auch heute allenfalls vor-
laufig beantwortet.

In der Naturphilosophie lasst

sich eine ahnliche Dialektik
beobachten. So wird etwa der
Streit, ob die Materie aus klei-
nen, diskreten Bausteinen, den
,Atomen', aufgebaut oder aber
wesentlich kontinuierlich sei, seit

spielen Ubergénge von diskreten (meist endlichen)
und kontinuierlichen (unendlichen) Strukturen nach
wie vor eine extrem wichtige Rolle; nur wenige Bei-
spiele seien genannt. Die Analytische Zahlentheorie
etwa versucht zahlentheoretische Fragen, z.B. zur
Verteilung von Primzahlen, durch Anwendung von
Methoden der Analysis, der Kontinuumsmathematik — Das Kontinuum
par excellence, zu l6sen. Kontinuierliche Flachen oder 'r’::ﬁ:s”bar
Korper im Raum konnen in der Algebraischen Topo-
logie durch wenige diskrete Grof3en, Invarianten,
charakterisiert werden. In der Theorie Dynamischer
Systeme untersucht man eine komplizierte (kontinu-
ierliche) Bahn dadurch, dass man nur betrachtet, an
welchen diskreten Punkten die Bahn eine festgelegte
Ebene durchstof3t. Schlieflich ist fiir fast die gesamte
numerische Mathematik essentiell, dass kontinu-
ierliche Gleichungen durch ,Diskretisierung'
fir einen digitalen Computer traktabel
gemacht werden; eine Kurve wird
durch einen Streckenzug er-
setzt, eine Flache durch viele
kleine Dreiecke. So gelingt
dann (vielleicht!) auch das
Einfangen der (zumindest!)
kontinuierlichen Welt im Netz
der diskreten Mathematik.

Leider ist die Thematik von der
zeitgendssischen, noch immer durch
die formale Logik und Mengentheorie

Demokrit und Aristoteles immer wie-

der neu entfacht. Erst Immanuel Kant

weist darauf hin, dass es sich hier wahrscheinlich um
eine ,philosophische Hamsterrolle' handelt, in der
sich diese ewig herum bewegen muss, wenn sie nicht
lernt, Uber ihre eigenen Bedingungen und Voraus-
setzungen zu reflektieren. Die Physik geht mit dieser
Frage naturgemafy hemdsarmliger um; nach Jahr-
zehnten einer Dominanz der (beraus erfolgreichen
Kontinuumstheorien im 19. Jahrhundert, hat nun der
Atomismus wieder die Oberhand. Dabei sollte aber
nicht tibersehen werden, dass weite Bereiche auch
der theoretischen Physik — etwa die Stromungsme-
chanik — nach wie vor von einer kontinuierlichen
Materie ausgehen. Fir die moderne Mathematik

stark beeinflussten Mathematikphilo-
sophie weitgehend unbeachtet geblie-
ben. Schlieflich setzt die formale Logik (einseitig)
auf diskrete Zeichen, geht das grundlegende Konzept
einer Menge von abgetrennten und unterschiedenen,
diskreten Elementen aus. Vielleicht ist aber schon aus
dem hier ganz knapp Skizzierten deutlich geworden,
wie instruktiv solche Querschnitt-Themen, wie die
Spannung von diskret und kontinuierlich, fir ein tief-
eres Verstandnis des nun schon mehr als drei Jahrtau-
sende wdhrenden Projektes der Weltkultur, genannt
Mathematik, sein kénnen.

Verfasser: Gregor Nickel
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Axiome und Maxime

Was Ethik und
Mathematik verbindet

R

Zweifellos benennt der Titel eine ungewohnte
Kombination. Auch wenn sich mit dem Wértchen
,und'’ formal fast alles verbinden ladsst, so scheint
es doch keinerlei inhaltliche Beziehung zu geben.
Zumindest entspricht dies der gangigen Meinung,
ein Mathematiker diirfe eigentlich alles, auBer
falsch zu rechnen. Die Experimente des Mathe-
matikers spielten sich schlie3lich nur in seinem
eigenen Kopf und in dem seiner Kollegen ab.

Und seine Erfindungen verblieben auch - so das
allgemeine Urteil - im Bereich des Geistigen. In
der Tat stellt die Mathematik das Musterbeispiel
fiir eine strikte Trennung von wertneutraler
,Theorie' und zu bewertenden ,Anwendungen'
dar. Mit diesen und &hnlichen Vorurteilen muss
also derjenige rechnen, dessen Interesse dem
Thema ,Ethik und Mathematik' gilt.

Bevor man sich allerdings auf diese Weise fruchtbare
Perspektiven verstellt und fir eine mégliche Brisanz
des Themas immunisiert, konnte man zunéachst
bemerken, dass die Geistesgeschichte immer wieder
Zeiten eines intensiven Kontaktes von Ethik und
Mathematik kennt. Uber Platons (427-347 v. Chr.)
Akademie etwa, deren vornehmster Lehrinhalt als
die ,Frage nach dem Guten' bezeichnet werden kann,
soll gestanden haben, dass hier kein der Geometrie
Unkundiger eintreten moge. Folgerichtig weisen
diverse Platonische Dialoge an zentraler Stelle
mathematische Erwdgungen auf, so im Theaitet bei
der Frage nach der Erkenntnis, im Menon bei der
Frage nach der Tugend und in der Politeia bei der

—
-
- R

Frage nach der Gerechtigkeit. In der Platonischen
Philosophie zeigt sich also eine innige Verbindung
von Ethik und Mathematik, die im weiteren Verlauf
der Geschichte immer wieder erneuert wurde. Als
Zeugen seien hier nur genannt: Baruch de Spinoza
(1632-1677) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) sowie flr das 20. Jahrhundert Leonard Nelson
(1882-1927) und Paul Lorenzen (1915-1994). Diese
Bezugnahme findet ihre Berechtigung auch darin,
dass sich sowohl Mathematik wie auch Ethik durch
ein hohes MafR an Universalitat auszeichnen und dass
beide charakteristische Fahigkeiten des menschlichen
Geistes darstellen. Dieser Universalitat entsprechen
zweiBlickrichtungen:Mankann einerseits Mathematik
unter ethischer Perspektive betrachten, also eine
Fachethik der Mathematik thematisieren. In der
umgekehrten Richtung kann man Ethik — und hier vor
allem ,fundamentalethische’ Begriindungstheorien —
aus mathematischer Sicht beurteilen, sei es also eine
,etica more geometrico' entwickeln, oder aber die
orientierende Rolle der Mathematik fiir bestehende
ethische Theoriebildung analysieren. Fir beide
Blickrichtungen sollen im folgenden einige Aspekte
angedeutet werden.

Aspekte einer Ethik der Mathematik

,Mathematik, Mutter der exakten Naturwissen-
schaft, Gromutter der Technik, [ist] auch Erzmutter
jenes Geistes (...), aus dem schlieflich auch Giftgase
und Kampfflieger aufgestiegen sind." Die von Robert
Musil (1880-1942) in seinem Jahrhundertroman ,Der

Geschlossenes
System mit
eigenen Regeln:
Bezug zu
militarischem
Handeln?
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Mann ohne Eigenschaften’ so treffend charakterisier-
te Kette von der mathematischen Theorie bis zur mi-
litdrischen Anwendung ist allerdings nicht neu. In der
Tat begleiten solche Anwendungen der Mathematik

nicht erst die Geschichte des 20. Jahrhunderts. So ist
etwa die mathematische Theorie dynamischer Sy-
steme in ihren Anfangen im 16. und 17. Jahrhundert
aufs engste mit Fragen der Ballistik verkniipft. Die ge-
naue Kenntnis der Bahnkurve einer Kanonenkugel ist
eben sowohl mathematisch interessant wie milita-
risch reizvoll.

Aber auch die scheinbar véllig nutzlose mathema-
tische Zahlentheorie hat mittlerweile im Rahmen der
Kryptographie militdrische und geheimdienstliche Re-
levanz, und die so harmlos klingende mathematische
Spieltheorie — entwickelt mit Blick auf 6konomische
Anwendungen —wurde sofort im Rahmen militarischer
Strategieplanung verwendet. Und diese Liste von Bei-
spielen lief3e sich fast beliebig verlangern. Doch schon
Platon nennt in der Politeia des 6fteren die Mathematik
in einem Atemzug mit dem Kriegswesen und einer der
mathematischen Griindervater, Archimedes (287-212
v. Chr.), kann als Archetyp in dieser Hinsicht bezeich-
net werden. So war er bereits unter den Zeitgenossen
berlihmt fir seine militdrtechnischen Erfindungen. Die
bekannte Szene, in der Archimedes bei der Eroberung
seiner Heimatstadt Syrakus einen der eindringenden
romischen Soldaten daran hindern will, seine in den
Sand gezeichneten Figuren zu zerstéren und von die-
sem kurzer Hand erschlagen wird, zeigt exemplarisch
das Verhalten des Mathematikers, der zwar Ristungs-
forschung betreibt, von dem real existierenden Krieg
aber verschont bleiben will.

Archimedes steht also auch fiir das — vor allem der
Mathematik mogliche — Ausblenden problematischer
Anwendungen, die dennoch oft bereits die theore-
tische Fragerichtung bestimmt haben. Robert Musil
charakterisiert diese Haltung treffend: , In Unkenntnis
dieser Gefahren lebten eigentlich nur die Mathemati-
ker selbst und ihre Schiiler, die Naturforscher, die von
alledem so wenig in ihrer Seele versptiren wie Rennfah-
rer, die fleifSsig darauf los treten und nichts in der Welt
bemerken als das Hinterrad ihres Vordermanns. "

Die hier eingangs skizzierte Problematik stellt sicher-
lich einen Extremfall dar. Diesen teilt die Mathematik
natirlich mit allen Wissenschaften, deren Ergebnisse
anwendbar sind. Sie bleibt hier allerdings oft und zu
Unrecht im Schatten der Naturwissenschaften. Wes-
halb und inwiefern die ,reine' mathematische Theo-
rie immer wieder das Potenzial fiir zuweilen ganz un-
erwartete militdrische Anwendungen birgt, ist eine
stets neu zu stellende Frage.

Hinter den Kulissen der Gesellschaft

Richten wir nun den Blick ein wenig tber das ,Hinter-
rad des Vordermanns' hinaus! Schaut man hinter die
Kulissen einer modernen Gesellschaft, so zeigt sich
ein noch nie da gewesenes Ausma3 indirekter und di-
rekter Mathematisierung. Es ist wohl kaum tbertrie-
ben, Mathematik in ihrer Wirkung als eine, vielleicht
die ,Leitkultur' der Moderne zu beschreiben. Dies gilt
nattrlich zunachst fir die fast omniprasente Technik,
die nur auf der Basis naturwissenschaftlicher und da-
mit mathematisch formulierter Theorie moglich ist.
In der Tat kann man der Diagnose Robert Musils zu-
stimmen, dass , die Mathematik wie ein Ddmon in alle
Anwendungen unseres Lebens gefahren ist." Dies geht
einher mit einer sich immer weiter 6ffnenden Schere
zwischen der Kompliziertheit der verwendeten Tech-

nik und dem mathematischem Verstandnis der An-

wender - sei es im Alltag, sei es in hochspezialisierten
Berufen. Sprichwértlich war schon vor 20 Jahren die
mindestens ein Informatik- oder Mathematikstudi-
um voraussetzende Aufgabe, einen handelsiiblichen
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Der Legende nach
hat der griechische
Mathematiker Ar-
chimedes eine Viel-
zahl von Kriegsma-
schinen entwickelt,
um die Rémer von
der Eroberung sei-
ner Heimatstadt
Syrakrus abzuhal-
ten. Wie links auf
dem Kupferstich
festgehalten, soll
er sogar Schiffe der
Rémer mit Hilfe
von Parabolspie-
geln, die das Son-
nenlicht biindelten,
tber grof3e Entfer-
nung in Brand ge-
steckt haben. Als
die Stadt endlich
fallt, weist Archi-
medes, der gerade
dabei ist geome-
tirsche Figuren in
den Sand zu zeich-
nen, einen eindrin-
genden romischen
Sodaten mit den
Worten zurecht:
,Stére meine Kreise
nicht". Der erboste
Soldat totet darauf-
hin Archimedes mit
einem Hieb seines
Schwertes
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Nur das Hinterrad
des Vordermanns
im Blick?
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Videorekorder zu programmieren. Und heutzutage ist
kaum noch jemand in der Lage, die Menlsteuerung
der eigenen Kaffeemaschine zu tiberblicken. Weitaus
brisanter ist allerdings, dass vermutlich kein Arzt die
in seine diagnostischen Instrumente integrierte Ma-
thematik wirklich versteht, kein entwickelnder Inge-
nieur ein komplexes technisches Produkt ganz durch-
schaut. Die weit reichende Pragung der Lebenswelt
durch den Einsatz von Computern stellt bereits eine
direktere Form der Mathematisierung dar. Hier stellt
sich unter anderem die Frage, welche Entscheidungen
kinftig durch ,Expertensysteme' maschinell berech-
net werden sollen, und wer anschlieffend dafiir die
Verantwortung iibernehmen kann. Als Beispiel sei
nur die bereits recht weit entwickelte, computerge-
stuitzte medizinische Diagnostik genannt.

Kaum zu UGberschatzen, jedoch oft (ibersehen ist
der direkte Einfluss der Mathematik auf soziale,
wirtschaftliche und kulturelle Gegebenheiten der
modernen Gesellschaften — ein Einfluss, der durch
die derzeitige Okonomisierung verschiedenster Le-
bensbereiche noch deutlich zunimmt. Gerade die
Finanzmarkte hantieren mittlerweile mit einem
Instrumentarium mathematisch hochkomplizierter
Produkte, die offenbar — siehe Hypothekenkrise —
von klassischen Bankiers nicht mehr hinreichend
verstanden werden. Verfolgt man auf politischer
Ebene beispielsweise die Diskussion bei Einfiihrung
des EURO oder die Debatte um Gesundheits-, Ren-
ten- und Steuersysteme, so wird deutlich, dass unter
der Oberflache des parteipolitischen Streites eine nur
von wenigen - vielleicht! — verstandene Mathematik
versteckt ist; dies allerdings nicht als unbeteiligte
Beschreibungssprache vorgegebener Verhaltnisse,

Axiome und Maxime

sondern als Vorrat von moglichen Spielregeln fiir die
Gesellschaft. Eine ,Rentenformel’ ist kein deskriptives
Naturgesetz, sondern eine mathematisierte Verhal-
tensregel.

In der Konsequenz ergibt sich unter anderem die Ge-
fahr eines sich stetig vergréf3ernden Demokratiedefi-
zits. Anstatt des von allen gewdhlten Parlaments ent-
scheiden schlie3lich Expertengremien, die im besten
Fall ,wissenschaftlich’, nicht aber demokratisch legi-
timiert sind.

Insofern der Mathematik in den beiden angespro-
chenen Feldern — Technik und Sozio-Okonomie -
eine Schlisselrolle zukommt, wéchst ihr als institu-
tionalisierter Wissenschaft ein entsprechendes Maf3
an Verantwortung zu. Der Anschluss an die Debatten
der Wissenschaftsethik misste nun auf zwei Ebenen
erfolgen. Insofern die Mathematik mit ihren Resul-
taten eine — zuweilen kaum beachtete — die Lebens-
welt pragende Rolle spielt, ist analog zu der inzwi-
schen gut ausgearbeiteten Technikfolgenethik (etwa
mit Bezug auf die Biowissenschaften) eine ethische
Begleitforschung zu leisten, wie fiir andere Wissen-
schaften auch. Auf einer zweiten Ebene wadre nach
dem entscheidenden methodischen Beitrag der Ma-
thematik fur die Entwicklung der modernen (Natur-)
Wissenschaften zu fragen.

Ein mathematischer Blick
auf den ethischen Diskurs

Im zweiten Teil soll nun die Auf-
merksamkeit auf eine ganz an-
dere ,Folge' der Mathematik
gerichtet werden. Spatestens
mit Platon beginnt eine phi-
losophische Tradition, die der
Mathematik besondere Aufmerksamkeit widmet,
sie als vorbildliche Wissenschaft beschreibt und sie
- teils implizit, teils explizit — fir eine Begriindung
und Durchfiihrung der Ethik in Anspruch nimmt. Dies
geht sofort einher mit einer expliziten Kritik an sol-
chen Ansétzen. Platons grof3er Schiiler Aristoteles
etwa berichtet ironisch tber einen von Platon ange-
kindigten offentlichen Vortrag tiber das Gute:,, Jeder-
mann kam in der Erwartung, man wiirde etwas erhal-
ten, was die Leute normalerweise als ,gut* bezeichnen,
(..) und sie waren gespannt auf eine wunderbare Art

Festlegung der
gesellschaftlichen
Spielregeln.
Wessen Interessen
verpflichtet?

Die Hand auf
dem Riicken der
Mathematik:
Unbeabsichtigte
Folgen
absichtsvollen
Handelns
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von Gliick. Aber als es sich herausstellte, dass der Vor-
trag von Mathematik handelte, von Zahlen, Geometrie
und Astronomie, und als er dann, um alles zu tibertref-
fen, behauptete, dass Gott die Einheit sei, erschien es
allen als hoffnungslos paradox. Im Ergebnis wurde der
Vortrag von einigen ausgezischt und andere waren voll
der Verachtung." So bleiben die Versuche, Klarheit
und Eindeutigkeit der Mathematik, aber auch die vor-
bildliche fairness ihres Diskurses auf Fragen der Philo-
sophie und insbesondere der Ethik zu (ibertragen ein
prekares Unterfangen.

Ableitung von Normen aus der Mathematik?

Mit Bezug auf die zeitgendssische Ethik kann hierbei
zuerst an Formen einer naturalisierten Ethik gedacht
werden, wie sie etwa im Rahmen der Soziobiologie
vorgetragen werden. Auch die immer wieder im
Anschluss an die Neurowissenschaften gefiihrten
Debatten — etwa zum Freiheitsbegriff —kann man hie-
runter subsumieren. Insofern dabei beansprucht wird,
von eigentlicher Naturwissenschaft auszugehen, hie-
[Re dies — verkiirzt gesagt — eine Ableitung ethischer
Normen aus Experiment und Mathematik. Dabei ist
einerseits auffallend, dass der Status der Theoriebil-
dung die zum Teil weitreichenden Interpretationen
kaum deckt; oft genug erscheinen beide geradezu
antiproportional. Gravierender ist noch, dass dabei in
der Regel die beiden hier benannten grundlegenden
methodischen Werkzeuge, Experiment und Mathe-
matik, in naiver Weise als konkurrenzlos wirklichkeits-

il

erschlief3end vorausgesetzt werden. Dies scheint mir
allerdings fiir den Versuch einer Ethik-Begriindung
ungeniigend. Gleiches gilt - mutatis mutandis — auch
fir die verschiedenen Varianten eines utilitaristischen
Kalkiils, also die Rickfiihrung ethischer Normen auf
das ,Prinzip des grof3ten Gliicks der grof3ten Zahl',
wie auch immer dies definiert werden mag. Hier
werden, etwa im Rahmen der Spieltheorie, immerhin
die noétige Mathematisierung explizit vorgefihrt und
auf deskriptiver Ebene wichtige Resultate, etwa zu
sozialen Dilemmata erzielt.

Aber auch hier miisste die Reflexion wenigstens noch
die Tragweite einer mathematischen Kodifizierung
umfassen. In jedem Falle kdnnen diese Ansatze also
lediglich als mehr oder weniger addquate Deskription
menschlichen Verhaltens aufgefasst werden, und als
solche haben sie sicherlich ihre erhellende Funktion.
Die normative Pointe einer jeden Ethik bleibt jedoch
noch ganzlich unberiihrt.

Mathematik: Musterbeispiel
des herrschaftsfreien Diskurses

Deutlich subtiler sind die verschiedenen Spielarten
der Diskursethik in Bezug auf ihr Verhaltnis zur Ma-
thematik. Die Betonung liegt hier auf der Formulie-
rung (oder gar transzendentalphilosophischen Ab-
leitung) moglichst einsichtiger Diskursregeln, deren
Einhaltung ein faires Aushandeln von Normen ga-
rantieren soll. Hier kann der mathematische Beweis
als Musterbeispiel fuir einen herrschaftsfreien Diskurs

-

1

Frage nach dem
richtigen Zug

Auf dem Spielfeld
der Logik: Wider-
spruchsfreies
Handeln nur in
den Grenzen des
selbst gesetzten
Regelwerkes?
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dienen; bereits David Hilbert (1862-1943) hatte (ib-
rigens den Bildungswert der Mathematik vorwiegend
in ,ethischer Richtung" gesehen, insofern sie ,das
Selbstvertrauen zum eigenen Verstand [weckt], die
kritische Urteilskraft, welche den wahrhaft gebildeten
vondemim blofSen Autoritétsglauben Befangenen un-
terscheidet.“ Den Extremfall einer solchen Orientie-
rung an der Mathematik stellt die gleichzeitige For-
malisierung'von Logik und Ethik durch Paul Lorenzen
dar. Logische Schliisse, wie mathematische Bewei-
se, aber auch ethische Argumentationen werden
durch standardisierte Dialoge rekonstruiert. Beweis-
bar sind dann gerade die Sétze, fiir die es eine sichere
Gewinnstrategie in diesen Dialogen gibt. Und auch
moralische Normen sollen in einer solchen standar-
disierten Sprache erarbeitet werden. Aber auch weni-
ger stark formalisierte Varianten der Verfahrens- oder
Diskursethik missten sich fragen lassen, auf welche
Weise denn ein Argument tatsachlich tiberzeugt, soll
der Diskurs nicht in einer schlichten Abstimmung
oder Dezision enden. An dieser Stelle ware der Ver-
gleich mit einem mathematischen Beweis erhgllend,
es soll jedoch nur knapp konstatiert werden, dass die
Beweise der Mathematik in ihrer Jahrtausende
Geschichte zwar auf einzigartige Weise wirkten, dass
jedoch die Frage, warum bzw. wie dies geschieht - al-
len Fortschritten der formalen Logik zum Trotz — nach
wie vor unbeantwortet bleibt.

Spielerische Freiheit der Mathematik

Der Vergleich von Ethik und Mathematik, der hier
mit Bezug auf die Argumentationsweise skizziert
wurde, lasst sich auch mit Bezug auf die jeweilige
Begriffsbildung durchfiihren. Fir die Ethik sind im
Gegensatz zur Mathematik die Begriffe vor- bzw.
aufgegeben; ethische Grundbegriffe und -Normen
lassen sich nicht — wie die Axiomensysteme
der Mathematik — in totaler Freiheit setzen und
anschlieend in Theoremen und Corrollarien
entfalten. Dies schon deswegen nicht, weil Freiheit
und moralisches Gesetz wechselseitig aufeinander
verweisen, Freiheit ohne Ethik gar nicht verniinftig
denkbar ist. Ein Blick auf die spielerische Freiheit
innerhalb der Mathematik konnte die Ethik allerdings
davor bewahren, allzu friih bestimmte materiale
Normen als unveranderlich zu zementieren. Auf
der anderen Seite sind die Begriffe der Ethik — wie
bereits der Begriff der Freiheit selbst — nicht endgiiltig
definierbar, sondern in immer neuen Explikationen
moglichst adaquat fir die jeweilige Zeit zu entfalten.
Schlichte, geistlose Identitat ist fur ethische Begriffe
gerade nicht zu erwarten; die Kunst der Ethik besteht
dann darin, nicht in ein beliebiges — und oft damit
verbunden: autoritdres — Interpretationswirrwar zu
verfallen. Hier ist — im Kontrast zum oben gesagten —
ein gelegentlicher Blick auf den Ernst mathematischer
Prazision durchaus heilsam.

Ethik als Versuch einer verniinftigen Beurteilung
menschlichen Handelns steht grundsatzlich in der
Spannung zwischen allgemeiner Regel und nicht ver-
rechenbarem Einzelfall. Wahrend die Mathematik
souveran ignorieren kann, was sich nicht nach allge-
meiner Regel im Verstand (und Anschauung) konstru-

ieren lasst, bildet die je singuldre Situation einen stets
neuen, unhintergehbaren Probierstein fiir die Ethik.
Entsprechend kann sich der mathematische Verstand
gerade in der Entfaltung seiner selbst gefallen und da-
rin seine eigentlimliche Sicherheit gewinnen. Ein fiir
die Ethik konstitutives Moment ist demgegentiber ge-
rade die Konfrontation mitdem.anderen. Moralisches
Handeln erweist sich eben darin, dass der Person und
Perspektive des fremden - und fremd bleibenden —
Gegeniiber a priori die gleiche Wiirde zugestanden
wird, wie mir selbst. Gelingendes Handeln lie3e sich
dann finden, wenn Eigenes wie Fremdes gleichzeitig
bestehen bleiben und einander férdern. Buchstabiert
man eine Ethik vom ,anderen her, so heif3t dies auch,
Spielraume und Mehrdeutiges offen zu lassen, Wider-
spruch zu riskieren und auszuhalten.

Insofern die Mathematik eine Wissenschaft ist, die
die moderne Gesellschaft direkt und via Technisie-
rung in herausragender Weise pragt, bedarf sie der
begleitenden (fach)ethischen Reflexion. Unabhan-
gig davon steht es einer Wissenschaft wie der Ma-
thematik, die als kulturelles Unterfangen eine min-
destens zweieinhalbtausendjahrige Geschichte hat,
wohl an, gelegentlich tiber diese Geschichte und ihre
eigenen normativen Grundentscheidungen zu reflek-
tieren. Eine genauere Betrachtung der zum Teil eben-
so massiven Folgen der Mathematik fiir die ethische
Theoriebildung — und die Zusammenschau beider im
Spannungsfeld von Freiheit und Regel — scheinen mir
zu einem vertieften Verstandnis sowohl von Ethik als
auch von Mathematik zu fiihren. Auch wenn einem
Mathematiker nur das falsche Rechnen verboten sein
mag — Mathematik und Ethik kdnnen dennoch gera-
de in ihrer grundsétzlichen Verschiedenheit viel von-
einander lernen.
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Von faulen Krediten,
Wahrscheinlichkeiten

und dem Risiko

Banken rund um die Welt sind durch
Fehlspekulationen in Bedréngnis geraten.

Lassen sich Katastrophen dieser Art in Zukunft
verhindern? Mathematische Modelle sollen
helfen das Risiko kalkulierbar zu machen.

Sie sind so etwas wie die Sicherungsseile

der Banken im Klettersteig der Konjunkturzyklen.
Wie aber funktionieren diese Modelle?

Was éndert sich gegeniiber der Vergangenheit?

Investiert ein Anleger in Aktien, Anleihen, Optione
oder sonstige Finanzinstrumente, sind damit unwei
gerlich Risiken verbunden: Eine Wahrheit die Anlg-
gern — insbesondere US-Amerikanischen - selten fo
bewusst sein diirfte wie in diesen Tagen. Neben der
erhofften kann sich ein Wertpapier auch in die gegkn-
satzliche Richtung bewegen. So kann der Aktienkurs
oder der Barwert einer Anleihe sinken, eine Offtion
unausgelibt verfallen.

Banken: Geschafte mit kalkulierten Rigiken

Diesen Risiken sind nicht nur Privatanleger, fondern
— wie zu sehen ist — auch Banken und Finanzlnstitute
ausgesetzt, die ebenfalls in derartige Prodykte inve-
stieren. Wahrend ein Privatanleger jedochfsein Geld
nach eigenem Gutdiinken einsetzen darff unterlie-
gen Banken diversen gesetzlichen Vorgabgn. Sie sind
verpflichtet, Steuerungssysteme zu entyickeln und
einzusetzen, mittels derer sie das Risikofmessen und
beschranken kénnen. Nun investieren fBanken aber
nicht nur in Aktien und Anleihen. Vielmghr nutzen sie
auerst komplexe Anlageformen. Entsprechend hoch
sind die Anforderungen, die an die Zuvgrlassigkeit die-
ser Steuerungssysteme zu stellen sind. Bei ihrer Ent-
wicklung ist die Bank an bestimmte Yorgaben gebun-

den, die durch Institutionen wie die Bankenaufsicht,
Zentralbanken oder dem Baseler Komitee fiir Ban-
kenaufsicht verabschiedet werden. Die Finanzh&u-
ser missen die Risiken, die ihren Portfolios anhaften,
einschatzen und zu einem bestimmten Prozentsatz
mit Eigenkapital unterlegen. Fallen beispielsweise in
einem kurzen Zeitintervall mehrere Kredite aus, wie
es zu Beginn der Subprime-Krise der Fall war, hat das
fur eine Bank weitreichende Folgen, sofern die Aus-
falle nicht abgesichert sind. Ziel ist die Sicherstellung
von Liquiditat und die Gewahrleistung der Geschafts-
fahigkeit der Banken. Wie vor dem Hintergrund der
aktuellen Geschehnisse deutlich wird, sind eingegan-
gene Risiken in der Vergangenheit jedoch falsch be-
urteilt, oder schlimmstenfalls gar nicht erst erkannt
worden. Damit das Prinzip des Risikocontrollings
greift, ist es unerldsslich, dass die Modelle moglichst
gut an die Realitat angepasst und permanent weiter-
entwickelt werden. An Risikomodelle sind demnach
zwei zentrale Forderungen zu richten: Einerseits mus-
sen sie die Moglichkeit geben Risiken zu erkennen
und die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines ne-
gativen Ereignisses zu ermessen, anderseits missen
Risikomodelle Szenarien wie eine Finanzmarktkrise
abbilden konnen.

Verschéarfte Auflagen:
Die Krise als ,Eventrisiko’

Aus diesem Grund sind derzeitig nicht nur neue Regu-
lierungsmaf3nahmen der Bundesregierung in der Dis-
kussion, sondern auch die Bankenaufsicht hat jlingst
die Auflagen an das Risikomanagement der Banken
weiter verscharft: Die Steuerungsinstrumente der
Banken sind um das sogenannte ,Eventrisiko' zu er-
weitern. Es handelt sich um das Risiko, dass sich der

Sicherheit auch
im Fall. Das Risiko
mit geeigneten
Instrumenten
begrenzen
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Kurs eines Wertpapiers sprunghaft, also plétzlich und
in sehr gro3em Ausmaf? verandert, ohne dass der ge-
samte Markt oder Index, dem dieses Wertpapier an-
gehort, ein dhnliches Verhalten aufweist.

Durch das bisher bliche Modell, bei dem der Kurs
eines Risikofaktors mittels der sogenannten Brown-
sche Bewegung simuliert wird, sind diese Anforde-
rungen nicht abgedeckt. Daher werden Banken nun
aufgefordert, ein neues Risikomodell aufzusetzen
oder ihr altes entsprechend zu erweitern. Besonde-
re Schwierigkeiten bestehen nicht in der Aufstellung
des Modells selbst, sondern bei dessen Parametrisie-
rung, also der Kalibrierung des Modells anhand realer
Daten. Die Frankfurter DekaBank hat sich mit diesen
Fragestellungen an den Fachbereich Mathematik der
Uni Siegen gewendet, die diese im darauf spezialisier-
ten Lehrstuhl fir Finanz- und Versicherungsmathe-
matik bearbeitet hat. Ein Werkstattbericht:

Das Unwahrscheinliche als Bestandteil
der Normalitdt erfassen

In einem ersten Schritt ging es fiir die Arbeitsgrup-
pe darum ein geeignetes Modell zu entwickeln. Cha-
rakteristisch flir die Brownsche Bewegung ist die Tat-
sache, dass Kursverdnderungen ,normalverteilt' sind
(siehe hierzu auch die Erlauterungen in der Rubrik).
Das heif3t kleine Kursschwankungen treten mit der
grof3ten Wahrscheinlichkeit auf, sehr grof3e Verande-
rungen mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit. Weiter-
hin sind die Kurse, die hierdurch modelliert werden,
,stetig'. Das bedeutet, dass sehr grof3e Kursdnde-
rungen, die innerhalb einer kurzen Zeitspanne auftre-
ten, nicht abbildbar sind. Diese und weitere Implika-
tionen des Normalverteilungsmodells sind mit Blick

auf die Realitdt kritisch zu hinterfragen. In
den Kursverldufen der meisten Aktien kon-
nen Eigenschaften beobachtet werden, die
im bisherigen Modell nicht wiedergegeben
werden. Sie werden als ,Stylized Facts' be-
zeichnet. Durch Ergénzung eines ,Poisson-Pro-
zesses' werden einige dieser Stylized Facts in
das Modell integriert. Der Poisson-Prozess ist
ein Prozess, bei dem der Kurs zu zufélligen Zeit-
punkten um einen beliebigen Wert nach oben oder
unten springt.

Nachdem das Modell steht, kommt nun die eigent-
liche Schwierigkeit: Die Parameter — Hilfsgrof3en
deren Werte konstant gehalten werden und die im
Modell quasi als Stellschrauben dienen — missen ge-
schatzt werden. Die Schatzung erfolgt fur jede ein-
zelne Aktie auf Basis ihres historischen Kursverlaufes.
Diese Schatzung soll automatisch ablaufen; gesucht
wird also eine Methodik, die nach Eingabe der Zeitrei-
hen beliebig vieler Aktien Zahlen fiir deren Modellpa-
rameter ausspuckt. Konkret sind das die Parameter
des stetigen Teils, der durch die Brownsche Bewegung
modelliert wird, sowie die durchschnittliche Anzahl
der Spriinge und die Verteilung der Sprunghdhen.

Fiir die Anwendung statistischer Schatzverfahren ist
es notwendig, jede einzelne Zeitreihe auf Spriinge in
der Vergangenheit zu Uberprifen, und Kenntnis tiber
die Zeitpunkte ihres Auftretens zu erlangen. Daraufhin
kann man die Zeitreihe in Spriinge und Nicht-Spriinge
unterteilen und die Parameterschatzung beider Teile
getrennt vornehmen. Mathematisch gesehen ist
ein Sprung eine Unstetigkeitsstelle und kann durch
einfaches Hinsehen sofort erkannt werden. Eine
historische Zeitreihe dagegen ist eine Menge diskreter
Daten, da nur endlich viele Punkte gespeichert

(Abb. 1)
In der oberen
Abbildung ist

ein simulierter
Aktienkurs dar-
gestellt, wie er

in Wirklichkeit
aussehen kénnte.
Im unteren Teil ist
abgebildet, wie er
gespeichert wird:
Nicht mehr stetig,
sondern diskret.
Im Gegensatz zum
oberen Bild kann
man hier einen
Sprung nicht
visuell erkennen;
es muss ein
alternatives
Verfahren
angewendet
werden.
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werden kénnen Dieser Tatbestand birgt die Gefahr
von Fehldeutungen in zweierlei Hinsicht: Erstens
muss nicht jeder tatsdchlich aufgetretene Sprung
erkannt werden, weil die diskreten Daten in zu grof3en
Abstanden vorliegen. Zweitens kann der Abstand
zwischen zwei Punkten wie ein Sprung erscheinen, der
aber eigentlich gar keiner ist. Fiir vorliegende diskrete
Daten eignet sich also die visuelle Sprungerkennung
nicht (vgl. Abb. 1) Die Identifizierung von Spriingen
muss demnach anders funktionieren. Hierzu gibt es
etliche mathematische Verfahren unterschiedlicher
Komplexitdt, die programmiert und auf Daten

Stochastische Modellbildung

Machte man wissen, wie sich Aktienkurse, Options-
preise oder etwa Barwerte von Anleihen in der Zu-
kunft verhalten, wird die Mathematik zu Rate gezogen.
Genauer gesagt die Teildisziplin, die sich mit Wahrschein-
lichkeitstheorie beschaftigt: Die Stochastik.

Man betrachte etwa ein einfaches Wiirfelexperiment.
Mogliche Ergebnisse sind die Zahlen eins bis sechs, die
alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Man
spricht daher von einer Gleichverteilung. In der Realitat
tritt eine Gleichverteilung jedoch nur selten auf.
Untersucht man beispielsweise die Kérpergro3e mann-
licher Bundesbiirger, so ist eine Korpergrof3e zwischen
1,75 m und 1,79 m am haufigsten vertreten. 1,80 m bis
1,84 m ist ebenfalls recht haufig, wahrend eine Kor-
pergrof3e von tber 1,90 m oder unter 1,60 m sehr sel-
ten der Fall ist. Hier liegt also eine hohere Wahrschein-
lichkeit in mittleren Werten, sehr grof3e und sehr kleine
Werte sind unwahrscheinlich. Eine solche Verteilung hat
die Form einer Glocke und wird als Normalverteilung be-
zeichnet. Der Mathematiker und Astronom Karl Friedrich

(]

Relative Hiufigeit

150 60 "o o 150 200 Fil
Karpergrofe in cm

Die beiden Kurven zeigen die Haufigkeitsverteilungen der Korpergréf3en von
Frauen (schwarz) und Méannern (rot). In beiden Fallen handelt es sich um
die Normalverteilung, jedoch mit unterschiedlichen DurchschnittsgréfRen.
Durch Drehen an dieser und anderen Stellschrauben ist die Kurve auf unter-
schiedliche Sachverhalte kalibrierbar.

Gauf? stief? bei der Berechnung von Flacheninhalten auf
die Normalverteilung, die deswegen auch als ,Gauf3sche
Glockenkurve' bekannt ist.

Neben Gleich- und Normalverteilung gibt es noch eine
Vielzahl anderer Verteilungen, die die unterschied-
lichsten Sachverhalte abbilden. In der Stochastik geht es
zunachst einmal darum, das geeignete Wahrscheinlich-
keitsmodell zu einem gegebenen Sachverhalt zu finden.
Beim Wiirfelexperiment ist offensichtlich, dass es sich
um die Gleichverteilung handelt. In anderen Fallen wer-

angewendet wurden. Das Verfahren, welches fiir die
gegebene Datengrundlage am besten funktionierte,
wurde schlief3lich zur Sprungerkennung eingesetzt.

Vorbild Sturmfluten: Welche Extreme
sind erwartbar?

Anhand der erkannten Spriinge lassen sich direkt
Aussagen iber die durchschnittliche Sprunghaufig-
keit machen. Die Verteilung der Sprunghdhen zu be-
stimmen gestaltet sich hingegen schwieriger. Hier
wurden spezielle Schatzverfahren aus dem Bereich

201 DEVTSCHE WAl |

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855), Mathematiker, Astronom, Geod&t und
Physiker; Abbildung der ,Gauf'schen Glockenkurve' (Normalverteilung) mit
Gebauden des historischen Géttingen im Hintergrund

den historische Daten betrachtet. Man zahlt wie haufig
die interessierenden Ereignisse eingetreten sind, um dhn-
lich wie beim Wiirfelexperiment, ein bestimmtes Vertei-
lungsmuster zu entdecken.

Zuriick zum Beispiel der Korpergrof3e: Bei Mannern
kommt eine Korpergroe von etwa 1,77 m am hau-
figsten vor. Bei Frauen hingegen diirfte die durchschnitt-
liche KorpergroRe deutlich niedriger sein (vgl. Abbildung
links). Dennoch handelt es sich in beiden Féllen um die
Normalverteilung, jedoch mit unterschiedlicher Gestalt.
Sowohl Durchschnittsgrof3e als auch die Abweichung
nach links und rechts sind Parameter der Normalvertei-
lung, die in jedem individuellen Fall angepasst werden.
Auch im Falle von Aktienkursen existieren solche Para-
meter, die angepasst werden miissen. Wie bei der Kor-
pergrof3e auch geschieht dies anhand schon beobach-
teter Daten. Dariliber hinaus spielen beispielsweise
makrockonomische Einflussfaktoren oder Saisonalitaten
eine Rolle. Mit zunehmender Anzahl der Parameter und
der abgebildeten Abhangigkeiten steigt auch die Kom-
plexitat des Modells. Solche Modelle enthalten im All-
gemeinen eine Vielzahl von Parametern, so dass sie nicht
nur fiir eine einzelne Aktie Giiltigkeit haben, sondern fiir
alle Aktien eines bestimmten Marktes. Um das allgemei-
ne Modell fiir eine bestimmte Aktie anzupassen, werden
die Parameter fiir jede einzelne Aktie geschatzt und ka-
libriert. Je komplexer das Modell, desto schwieriger sind
im Allgemeinen auch die Schatzverfahren, die verwendet
werden kénnen. Hierzu bedarf es in aller Regel eines Ma-
thematikers, zu dessen Tatigkeitsfeldern unter anderem
das Risikomanagement oder die Portfoliosteuerung in
Banken gehort.
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der Extremwerttheorie weiterentwickelt, die seltene
und extreme Ereignissen wie zum Beispiel Sturm-
fluten und Borsencrashs abbilden. Die Methoden zur
Erkennung von Spriingen sowie die Schatzverfahren
konnten dann in einem Prototypen umgesetzt wer-
den. Dieser wird gefiittert mit den Zeitreihen beliebig
vieler Aktien oder anderer Finanzprodukte. Als Out-
put erhalt man dann die erkannten Spriinge und die
Parameterwerte jeder einzelnen Aktie.

Dartiber hinaus wird fiir ein gesamtes Portfolio der
Value at Risk' (VaR) bestimmt. Diese Kennzahl be-
schreibt den Verlust, der mit einer Wahrscheinlichkeit
von 99% innerhalb eines Tages nicht Gberschritten
wird; sie ist zur Bestimmung der Eigenkapitalquote
relevant. Somit ist die Anforderung der Bankenauf-
sicht, das Eventrisiko in den VaR einflie3en zu lassen,
beriicksichtigt.

In diesen Tagen sind am Markt fast taglich Spriinge zu
beobachten, sowohl nach oben als auch nach unten.
Aber nicht das Auftreten einzelner Ausschldge stellt
das eigentliche Problem dar, sondern die hohe Kor-
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relation: Der Kurseinbruch eines Finanzinstituts zieht
weitere mit sich, was wiederum weitere Spriinge in
Aktienkursen zur Folge hat. Durch die Verwendung
eines Modells, wie es oben beschrieben wurde, sind
solche Szenarien, wie sie aktuell auftreten, in der Ri-
sikorechnung enthalten. Einerseits lasst das Modell
Unstetigkeiten zu, was beeinhaltet, dass die dadurch
entstehenden Risiken auch im regulatorischen Eigen-
kapital enthalten sind. Andererseits ist durch die kon-
krete mathematische Modellgestaltung die hohe Ab-
hangigkeit zwischen den Spriingen innerhalb einer
Branche, wie beispielsweise der Finanzbranche, dar-
stellbar. Ob dank neuer Modelle Bankenkrisen zu-
kiinftig vermieden werden konnen, muss die Praxis
zeigen. Zwar er6ffnen die neuen Modelle neue Mog-
lichkeiten fiir eine angemessene(re) Beurteilung des
unternehmerischen Risikos. Zu bedenken ist aller-
dings, dass jedes Modell nur so gut ist, wie die Daten,
die zu dessen Berechnung verwendet werden.

Verfasser: Annabelle Kehl
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Stromborsen:
Borsen unter Strom

Man kennt die Situation vom Wochenmarkt:
Fisch und Fleisch, Blumen und Gemiise, kurz:
vergéngliche Waren, die der Handler am Mor-
gen noch zu Hochstpreisen anbietet, werden

im Verlaufe des Tages immer giinstiger. Knapp
vor Marktschluss schlagt dann die Stunde der
Schnéppchenjager. Um nicht zu riskieren auf der
Ware sitzen zu bleiben — mit der unangenehmen
Folge sie am Ende moglicherweise entsorgen zu
miissen - gewdhren Handler Preisnachlésse je
weiter sich der Geschéftstag seinem Ende ent-
gegen neigt. Dass die Preise im Laufe eines Tages
sinken wirkt keineswegs ungewdhnlich; undenk-
bar scheint demgegeniiber allerdings ein Szena-
rio, bei dem der Handler den Kunden die Ware
nicht nur billiger tiberlasst, sondern sogar noch
dafiir bezahlt, dass sie ihm abgenommen wird.
Und doch gibt es einen Markt, dessen Realitat
auch dies ist.

Damit nicht genug. Der Markt, von dem hier die Rede
ist, Uberrascht mit weiteren erstaunlichen Eigentim-
lichkeiten: So ist man dort bisweilen mit der Situation
konfrontiert, dass in einem Moment die Warenlager
prall gefiillt, im nachsten Augenblick aber weite Teile
der Regale leer gerdumt sind. Dieser Markt kennt kei-
nen Feierabend. Er hat auch nachts gedffnet; dann

gibt es die Ware fast zum Nulltarif. Und auch am
Wochenende erlebt man Preise wie im Schlussver-
kauf. Warm anziehen muss man sich jedoch im Win-
ter; dann verlangen die Handler deutlich mehr als im
Sommer.

Was ist das fir ein Markt, dessen Preise an einem Tag
mehr Kapriolen schlagen, als der DAX — selbst in die-
sen unsicheren Zeiten — im ganzen Jahr? Und noch
wichtiger: Wie kann man als Anbieter oder Kaufer auf
einem solchen Markt Uberleben? Denn: verknappt
sich plétzlich das Angebot, wird das gewdhnliche All-
tagsprodukt zur echten Luxusware; in kiirzester Zeit
schief3en die Preise in astronomische Hohen.

Stérung oder Normalitat?

Vor Prof. Dr. Alfred Miiller von der Universitat Siegen
liegt ein Blatt Papier, das lbersat ist mit scharf ge-
zackten Linien. Ein fliichtiger Blick auf den Kurven-
verlauf kénnte den Eindruck erwecken, Miiller sei ver-
tieft in die Betrachtung eines Elektrokardiogramms,
eines EKGs. Zwar befindet sich der Professor im ehe-
maligen Jung-Stilling Krankenhaus der Stadt; seinen
Doktor hat Miiller jedoch in Mathematik und nicht in
Medizin gemacht. Und das Gebaude — inzwischen um-
getauft auf den Namen der Begriinderin der moder-
nen Algebra, Emmy Noether — beherbergt heute kein
Krankenhaus mehr, sondern die Fachbereiche Physik
und Mathematik der Universitat Siegen. Folgerichtig
handelt es sich bei den Strichen auf dem Ausdruck
auch nicht um die Aufzeichnung von Herzstromen.
Zum Gluck mochte man bei genauerem Hinsehen

Drahtseilakt:

Handel an der
europdischen

Strombarse
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fast sagen. Denn im Gegensatz zu einem EKG kann
von Gleichklang und Regelmafigkeit bei den Linien
dieses Charts keine Rede sein: Berg und Tal alternie-
ren so unregelmafig, dass, handelte es sich um ei-
nen Patienten, man auf heftigste Herzrhythmussto-
rungen schliefen miisste.

Die Losung des Ratsels gibt Mdiller selbst: ,Die Gra-
phik zeigt die Preise fiir eine Megawattstunde Strom,
so wie sie an der europdischen Borse fiir den Strom-
handel letztes Jahr im Zeitraum Oktober bis Dezem-
ber notiert worden sind." Obwohl also kein Kardio-
loge liest der Finanzmathematiker Miiller doch in
den Linienverldufen, wie der Arzt im EKG (vgl. Abb. 1).
Und wie dieser ist auch der Finanzmathematiker be-
sonders an den hohen Spitzenwerten und den unge-
wohnlichen Schwankungsbreiten im Kurvenverlauf
interessiert — wenngleich auch solche Ausschldge in
Miillers Metier keineswegs so untypisch sind, wie in
der Medizin.

Stiirmische See nach Jahren der Ruhe

Dass die Strompreise sich in einer solchen Dynamik
auf und ab bewegen, war allerdings nicht immer so.
Noch vor wenigen Jahren gab es keinen Handel mit
Elektrizitat. In den Zeiten der regionalen Monopole
waren dank garantierter Preise und Abnahmepflich-
ten die Gewinn- und Mengenrisiken fiir die Anbieter
gering. Mit der Liberalisierung des Strommarktes im
Jahr 2000 gehéren die ruhigen Tage jedoch der Ver-
gangenheit an. Strom ist zum handelbaren Gut ge-
worden. Auf jeder einzelnen Prozessstufe der Ener-
gieversorgung - Erzeugung, Ubertragung, Verteilung,
Angebot - sind neue Teilnehmer in den Markt ein-
gestiegen. Die Einflihrung des Wettbewerbs hat die
Jagd nach den giinstigsten Preisen er6ffnet — weniger
auf Seiten der Endverbraucher als vielmehr auf Seiten
der Versorger selbst. Diese gleichen nicht nur Uber-
und Unterkapazitdten tiber den Kauf und Verkauf von
Strom aus, sondern geben, wenn dort die Erzeugung
zu einem bestimmten Zeitpunkt glinstiger ist als im
eigenen Haus, die Stromproduktion auch schon mal
bei der Konkurrenz in Auftrag — oder betéatigen sich,
wie im Fall der reinen Stromhandelsunternehmen
generell nur noch als Zwischenhandler, die ihre Ge-
winne Uber den Ein- und Verkauf von Elektrizitat er-
wirtschaften.

> avmmwmwwm &JM«WW o
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Der Strom wird in Deutschland auch an einer Bor-
se gehandelt, — der European Energy Exchange (EEX)
in Leipzig. Aufgrund der Eigenheiten des Produktes
ist das Geschaft mit der Energie aus der Dose aber
schwer kalkulierbar. Im Gegensatz zu anderen Han-
delsgiitern lasst sich Strom namlich zum einen nicht
Speichern, zum anderen lasst sich die Produktions-
menge auch nicht von einem auf den anderen Augen-
blick an die Nachfrage anpassen.

Technisch sowieso fast unmoglich, kostet es viel
Geld ein Atomkraftwerk Gber Nacht abzuschalten.
Wenn dann noch Sonntag morgens um sechs Uhr
in der Friihe, zu einer Zeit in der fast niemand
Strom braucht, eine starke Brise weht und sich
die Windrader im ganzen Land drehen, entstehen
Uberkapazitdten. Diese miissen sekundengleich
durch Umverteilungsma3nahmen im europdischen

]*U* W : ImI\W‘M\H M‘[ﬁ} ML«MW}
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Abb. 1:
Kursnotierungen
fur Strom an der
EEX im Zeitraum
von drei Monaten

Netzwerk aufgefangen und wieder

abgebaut
werden. So kann es eben auch zu solch einzigartigen

Phanomenen wie den eingangs beschriebenen
negativen Preisen kommen. Einer Situation, in der die
Erzeuger anderen Geld dafiir geben, dass diese ihnen
das Zuviel an Strom abnehmen.

Der Strompreis wie er an der EEX notiert wird ist dem-
nach von vielen Faktoren abhangig. Infolge der Nach-
frageschwankungen eben sowohl von der Tageszeit

Mathematik als
Sicherungsnetz
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als auch von der Jahreszeit. Auf der Angebotsseite er-
geben sich Schwankungen unter anderem in Abhan-
gigkeit vom Wettergeschehen - scheint die Sonne
oder weht der Wind; wenn ja, wie stark — sowie von
der Entwicklung der Rohstoffpreise; hier insbesonde-
re dem Ol- und dem daran gekoppelten Gaspreis.

Wahrend die Preise fur Strom im Gro[Rhandel also
eine hohe Variabilitat aufweisen, sind sie fiir die End-
verbraucher Gber langere Zeitrdume fixiert. Fir die
Versorger, die sich vertraglich verpflichten ihren Kun-
den entsprechend der Bedarfslage — Stichwort Ver-
sorgungssicherheit — Strom zu Festpreisen zu liefern,
stellt die Schwankungsbreite des EEX-Preises eine
nicht unerhebliche Herausforderung dar. Die Strom-
konzerne missen ihr Verhalten auf die zu erwar-
tenden zukiinftigen Preise ausrichten.

Jede Entscheidung hat ihren Preis

Ein Ziel des Managements besteht naturgemaf’
darin, die Differenz zwischen Aufwand und Ertrag
- also zwischen durchschnittlichen Einkaufs-
bzw. Herstellungskosten und durchschnittlichen
Verkaufspreisen - moglichst grof3 zu halten.
In einem liberalisierten  Strommarkt stellt
das die Entscheidungstrager vor vollig neue
Herausforderungen. Bei einer unternehmerischen
Entscheidung wie z.B. dem Bau eines neuen
Gaskraftwerkes muss man nun nicht nur die Hohe der
zu erwartenden Nachfrage der Stromkunden, und den
zu erzielenden Preis beriicksichtigen, sondern man
muss auch die neue Wahlmaoglichkeit beriicksichtigen,
dass man zusatzlichen Strombedarf ja auch an
der Borse kaufen, und auf den Bau eines eigenen
Kraftwerkes verzichten konnte. Der Bau eines neuen

Kraftwerkes bekommt also dadurch den Charakter
einer Option, welche sich dem Management als Wahl
zwischen verschiedenen Méoglichkeiten darstellt.
Deshalb muss man zur Berechnung des Wertes eines
neuen Kraftwerkes Methoden der Optionsbewertung
beniitzen. Man spricht hier von so genannten
,Realoptionen’, welche die grof3en Energieversorger
gegebenenfalls ausiiben kénnen.

Zwar erweitern Realoptionen die Handlungsmdglich-
keiten des Managements. Das Grundproblem, um das
sich alles dreht kénnen sie aber auch nicht [6sen. Denn
auch das Ausiiben von Optionen hat seinen Preis. Um
beurteilen zu kénnen, ob dieser zu hoch oder zu nied-
rig angesetzt ist, hangt man abermals von der Ent-
wicklung des Strompreises im Grof3handel ab. Die
grof3e Unbekannte im operativen Geschdft ist und
bleibt demnach fiir die Versorger die unberechenbar
erscheinende Strompreisentwicklung.

Wie kénnen Stromkonzerne also in so einem libera-
lisierten Strommarkt die Chancen und Risiken ihres
Geschiftes einschatzen? Wird der Handel mit Strom
zum reinen Ratespiel? ,Wenn Gberhaupt geht es um
informiertes Raten", so Miiller. Dass die Konzernsteu-
erung ihre Entscheidungen gerne auf etwas mehr
stiitzt, als auf den Blick in die Kristallkugel liegt nahe.
Hier beginnt die Arbeit des Finanzmathematikers
Prof. Dr. Alfred Miiller.

Regelmidfigkeiten im Auf und Ab?

Er beschaftigt sich seit mehreren Jahren damit, den
Preisverlauf am Strommarkt mathematisch zu simu-
lieren. Kurz nach der Liberalisierung trat ein grof3-
er Stromerzeuger an Miiller heran mit dem Auftrag
ein geeignetes Modell zu entwickeln mittels dessen
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sich realistische Preiseinschatzungen vornehmen las-
sen. Wie lasst sich aber etwas beschreiben, sei es nun
in Wort oder Zahl, das sich heute so und morgen so
verhalt. Grundlage fir Prognosen aller Art ist das Er-
kennen von Gesetzmafigkeiten, von regelmafig wie-

verhalten sich anders, zum einen weil Strom als Ware
nicht speicherbar ist, die Preise demnach viel starker
ausschlagen. Zum anderen weil es im Gegensatz zur
Aktienbdrse keinen kontinuierlichen Handel gibt,
sich die Preise also auch nicht, wie im (Vor-)Bild der

derkehrenden Mustern also. Dazu Miiller:
,Man braucht schon ein geiibtes Auge, um

,Man braucht

Teilchenbewegung zu jedem beliebigen
Zeitpunkt andern kénnen. Bei der Bewertung

solche GesetzmafSigkeiten im Preisver- ein gelibtes von Optionen auf Aktien sind kontinuierliche
lauf zu erkennen. Diese gelten namlich lei- Auge um hier Modelle wie die Brownsche Bewegung
der nicht generell, sondern nur im Mittel. Regelmaf3ig- sehr beliebt, weil sie zu schonen expliziten
Die starken zufalligen Schwankungen kén- keiten zu ent- Formeln fihren wie z.B. zur Black-Scholes
nen solche systematischen Schwankungen decken" Formel. Fur deren Herleitung wurde 1997 der

tiberdecken®. Die vor Miiller liegende Grafik
(siehe Abbildung 2) macht anschaulich, was gemeint
ist. Man sieht einen Preispfad mit den tatsachlichen
Preisen fiir einen Monat des Jahres 2002 im Vergleich
zu einem simulierten Preispfad fiir den gleichen Zeit-
raum. Bei beiden Pfaden kann man bei genauem Hin-
sehen erkennen, dass es ein tagliches Auf und Ab gibt,
und dass auf flinf hohere Spitzen fir die fiinf Wochen-
tage meist zwei weniger ausgepragte Spitzen folgen
an den beiden Tagen eines Wochenendes.

Verhaltens-Vorbilder aus der Physik

»,Man kann sich den Preis als einen Gegenstand vor-
stellen, der sich durch eine spezifische Verhaltenswei-
se auszeichnet", so Miiller. ,Wenn man das Verhalten
dieses Gegenstandes gut kennt, dann kann man Er-
wartungen formulieren, wie es sich in der Zukunft
verhalten wird. Das unbekannte Verhaltensmuster
wird dabei gerne auf dasjenige bekannter anderer Ob-
jekte zurlick geflhrt", erklart der Siegener Mathema-
tiker. Diese Verhaltens-Vorbilder konnen aus erstaun-
lich sachfremden Bereichen kommen. So haben die
Okonomen Robert Merton und Myron Scholes, die
fur ihr berihmtes Modell zur Bewertung von Finanz-
derivaten Annahmen (iber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung zukiinftiger Aktienpreis machen mussten,
z.B. auf das physikalische Phdnomen der Brownschen
Bewegung zuriickgegriffen, fihrt Miller weiter aus.
,Wie bei der Warmebewegung von Teilchen, bewegen
sich auch Kurse im Zickzack, nach einem Schema, das
dem der Brownschen Bewegung sehr ahnlich ist", er-
klart Miiller.

Auf den Stromgrof3handel lassen sich diese
Annahmen allerdings nicht tUbertragen. Strompreise

150

100 |

50

EUR/ MWh

0

Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften
an die erwdhnten Okonomen Merton und Scholes
verliehen.An Strombérsenwird aberimmer nureinmal
am Tag ein Preis jeweils fur die Stromlieferungen des
nachsten Tages festgesetzt. Deshalb werden hier —im
Gegensatz zu den Modellen fiir den kontinuierlichen
Aktienhandel — Modelle in diskreter Zeit bendtigt,
wie sie in der Finanzmathematik sonst selten
vorkommen.

,Wir mussten bei der Modellierung daher ganz neue
Wege gehen", erinnert sich Miiller. Nach langjahriger
Entwicklungsarbeit ist es dem Finanzmathematiker
schlieflich gemeinsam mit Kollegen von der Univer-
sitat Karlsruhe und Experten der Firma EnBW gelun-
gen ein Modell zu entwickeln, das es schafft, die flnf
wichtigsten Eigenschaften von Preisen an Strombér-
sen abzubilden:

Saisonalitaten: Strompreise schwanken systematisch
wahrend eines Tages, wahrend einer Woche und
wéhrend des Jahres. Aufgrund der schwankenden
Nachfrage ist der Grof3handelspreis fir Strom
tagstiber hoher als nachts, an Wochentagen hoher
als am Wochenende, und in Deutschland im Winter
teurer als im Sommer (In Landern wie den USA,
in denen Klimaanlagen weit verbreitet sind, ist es
umgekehrt. Dort ist Strom im Sommer teurer als im
Winter).

Extreme Preisspitzen: Die Preisausschlage bei
Strompreisen sind weit starker als die bei anderen
an Borsen gehandelten Produkten. Bei einem Durch-
schnittspreis von ca. 80 Euro/MWh sind durchaus mal
Schwankungen zwischen 0.00 Euro/MWh (oder eben

— Preissimulation
—— tatsachliche Preise

01.01.02

01.02.02

Abb. 2:
Simulierte und
tatsachliche
Handelspreise
zwischen Januar
und Februar
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sogar negativen Preise) und 3000 Euro/MWh zu be-
obachten. Diese Schwankungen lassen sich durch die
ubliche Normalverteilungsannahmen nicht abbilden.

Mean reversion: Mit dem Fachbegriff ,mean rever-
sion' bezeichnet man das Phdnomen, dass die Prei-
se langfristig einem Mittelwert zustreben. Das be-
deutet, dass nach kurzfristigen Ausschldgen nach
oben die Preise tendenziell wieder sinken, und nach
starken Ausschldgen nach unten tendenziell wieder
steigen. Bei Aktienkursen gibt es dieses Phdnomen
so nicht, weil sich sonst Arbitrage-Moglichkeiten er-
gdben, die einen sicheren Gewinn garantieren wir-
den. Bei Strom ist es hingegen nicht mdglich, einen
Gewinn dadurch zu erzielen, dass man heute Strom
billig kauft, und morgen wieder teuer verkauft. Dazu
misste man Strom eben speichern kénnen.

Preisabhdngige Volatilitdten: Darunter versteht
man die Tatsache, dass zu Zeiten hoher Preise diese
auch Uberproportional stark Schwanken.

Nicht-Stationaritat: Ein Preisprozess wird als sta-
tiondr bezeichnet, wenn er sich langfristig um einen
Mittelwert einpendelt. Jedem Verbraucher ist leider
wohlbekannt, dass die Strompreise tendenziell aber
steigen, also nicht als stationar angenommen werden
konnen. Im Jahre 2002 lag der durchschnittliche Bor-
senpreis flir Strom noch unter 30 Euro/MWh. Heu-
te liegt er dagegen aufgrund der stark gestiegenen
Rohstoffpreise im Mittel bereits im Bereich von ca.
80 Euro/MWh. Diese Nicht-Stationaritét scheint der
oben beschriebenen mean reversion zu widerspre-
chen. Tatséchlich treten aber auf unterschiedlichen
Zeitskalen beide Phanomene gleichzeitig auf. Dies
macht die Modellierung zusatzlich schwierig. Ein sol-
ches Verhalten l&sst sich nur durch so genannte Mehr-
faktor-Modelle mathematisch adaquat beschreiben.

Angemessene Komplexitdtsreduktion

,S0 komplex wie nétig, so einfach wie moglich* lau-
tet eine Forderung an wissenschaftliche Modelle. Ein
Postulat, das, so Milller, gerade fiir die Entwicklung
des von ihm und seinen Forschungspartnern so be-
nannte SMaPS-Modell (Spot Market Price Simula-
tion- Modell) besondere Geltung beansprucht hat.
Denn: einerseits muss das Modell sehr komplex sein,
um die wesentlichen Eigenschaften des Strompreises
abbilden zu kdnnen. Andererseits muss es aber in ge-
wisser Weise auch einfach sein, damit, wenn es no6-
tig wird, die Parameter des Modells an die realen
Daten der beobachteten Strompreise angepasst wer-
den konnen. In einem stark von politischen Entschei-
dungen abhangigen Markt muss das Modell zudem
flexibel genug sein, um es durch geeignete Anderung
der Parameter in Ubereinstimmung mit neuen Bege-
benheiten bringen zu kdnnen. Zu denken ist hier u.a
an Anderungen im Atomausstiegsgesetz, oder aber
an politische Krisen, welche die Rohstoffpreise in die
Hohe schnellen lassen. Ferner muss das Modell auch
einfach genug sein, damit es noch leicht auf einem
Computer simuliert werden kann. Nur so ist gewahr-
leistet, dass es auch sinnvoll in der Praxis zur Bestim-

mung der Preise von Realoptionen eingesetzt wer-
den kann. Wie beispielsweise im erwahnten Fall der
Bewertung eines Neubauprojektes fiir ein Gaskraft-
werk, bei der sich das Management fragen muss, in
wieweit sich eine solche Investition lohnt. Das von
Prof. Miiller und seinen Kollegen entwickelte SmaPS-
Modell wird heute von der Firma EnBW regelmafig
fur Simulationsstudien eingesetzt. Das Modell hilft
dem Management sowohl zu beurteilen, ob sich neue
Projekte rentieren, als auch den Wert von flexiblen
Liefervertragen fur Grof3kunden zu ermitteln. Denn
auch diese haben Optionscharakter, insofern sie es
dem Kunden erlauben, mal mehr oder auch mal we-
niger Strom abzunehmen. Das Simulationsmodell ist
in diesem Zusammenhang ein wichtiges Hilfsmittel
zur Entscheidungsunterstiitzung, um in der Konkur-
renz mit anderen grof3en Energieversorgern bestehen
zu kénnen.

Im Gegensatz zu den Produkten auf dem Wochen-
markt kénnen aber auf dem Strommarkt die Endver-
braucher leider noch nicht von Preisen profitieren, die
sich aus einem situativen Uberangebot ergeben. Es
steht zu beflirchten, dass der Tag noch auf sich war-
ten ldsst, an dem wir, dadurch, dass wir sonntags um
6 Uhr in der Friihe unseren Rasen mahen, Geld ver-
dienen konnen.

Verfasser: Michael Hellermann / Alfred Miiller

Text und Bilder sind frei zum Wiederabdruck
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Das Jahr der Mathematik neigt sich seinem Ende
entgegen. Journalisten und Wissenschaftler
haben in mehr als 3000 Artikeln, 450 Fernseh-
beitragen und 400 Radiobeitragen unter Beweis
gestellt, was wohl nur wenige noch vor einem
Jahr fiir méglich gehalten hatten: Mathematik
kann faszinieren; nicht nur das Bildungsbiirger-
tum, sondern breite Teile der Bevilkerung

haben sich anstecken lassen. Wenn Mathematik
aber Neugier wecken, vielleicht sogar Begeiste-
rung hervorrufen kann, warum war bzw. ist dann
der Leumund des Faches so schlecht, fragten mit
Recht viele Kolumnisten. In ihren Analysen
kamen sie héufig zu einem dhnlichen Ergebnis
wie die internationalen Leistungsvergleichstests:
Der deutsche Schulunterricht ist schematisch,
formal und alltagsfern. Die Misere beginnt in den
Hochschulen: Lehramtsstudierende erhalten bis
heute kaum eine fachdidaktische Ausbildung,
die mit der fachwissenschaftlichen erkennbar
verbunden ist. Siegener und Gief3ener Forscher
treten seit langem fiir eine Neuorientierung der
universitdren Gymnasial-Lehrerbildung ein.

In einem Pilotprojekt haben sie aufgezeigt, wie
guter Unterricht - jenseits des trockenen Vor-
rechnens von Musterlésungen — in Zukunft
aussehen konnte.

Mathematik gehért zu den Schlisseltechnologien
unserer hochtechnisierten Welt: Ob es um die Op-
timierung von Transportsystemen, um Wahlprogno-
sen, Modelle fur den Klimawandel oder Fragen der
Datensicherheit geht, tberall ist — jenseits des biir-
gerlichen Rechnens — hochentwickelte Mathematik
im Spiel. Und mehr noch, die Mathematik ist ein be-
deutendes Kulturgut: Seit Jahrtausenden hat die Ma-
thematik das Weltverstehen der Menschen beglei-
tet, in besonderer Weise seit der Antike, weil sie die
Perspektive der Anwendbarkeit weit Uberschritten
und die Mathematik als argumentative Wissenschaft
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etabliert hat. Beide Wesenszlige — Mathematik als
Schliisseltechnologie und als Kulturgut — werden von
der Offentlichkeit kaum bemerkt. Schlimmer noch:
Sie kdnnen mit Beifall rechnen, wenn Sie 6ffentlich
bekennen, von Mathematik nichts zu verstehen und
in Mathe immer schlecht gewesen zu sein. Das wiir-
den Sie im Fach Deutsch so nicht wagen...

Hieraus entsteht eine doppelte Bildungsnotwendig-
keit: Zum einen brauchen wir eine ausreichende Zahl
mathematisch qualifizierter Fachkrafte, zum anderen
braucht es den miindigen Biirger, der sich Gber die
Rolle der Mathematik in unserer Gesellschaft ein Ur-
teil bilden kann. Wenn man sich nun klarmacht, dass
mathematische Bildung — im Unterschied zu anderen

Die Welt mit
mathematischem
Blick erfassen

Nirnberger Trichter:
,Seht liebe Leut hie
steht der Mann, so
alle Kiinst eingief3en
kann." Kupferstich
aus dem 17 Jh.
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Fachern wie Sprachen, Musik, Kunst oder Sport — fast
ausschlief3lich tber schulischen Unterricht vermittelt
wird, so bleibt schlicht festzustellen: Mathematikleh-
rerinnen und -lehrer sind wichtig!

Was wei3 man tber den (deutschen) Mathematik-
unterricht? Genaueres und Reprdsentatives eigent-
lich erst, seit internationale Vergleichsstudien einen
kritischen Blick auf unseren Mathematikunterricht
geworfen haben. Das ging los mit der TIMSS-Studie
vor gut zehn Jahren, die — noch vor PISA — einen er-
sten Schock ausgeldst hat: Deutschland konnte sich
nur im unteren Mittelfeld platzieren, und in einer ge-
meinsamen Erklarung der einschlagigen Fachverban-
de hiefd es zu den Starken und Schwaéchen unseres
Mathematikunterrichts in den Sekundarstufen: , Die
Analyse der Ergebnisse zeigt, dass im Mathematikun-
terricht in Deutschland generell zu viel Wert gelegt
wird auf das routineméfSige, manchmal gar schema-
tische Losen innermathematischer Standardaufgaben.
Zu kurz kommen insbesondere das selbstandige, ak-
tive Problemlésen, das inhaltliche, nicht-standardi-
sierte Argumentieren sowie das Herstellen von Verbin-
dungen mathematischer Begriffe mit Situationen aus
Alltag und Umwelt.” Dieser Befund wurde durch die
PISA-Ergebnisse im Kern bestédtigt und ist bis heute
aktuell. Unter Mathematikdidaktikern gibt es breiten
Konsens, dass guter Mathematikunterricht sich ins-
besondere durch drei Merkmale auszeichnet: Er be-
tont inhaltliche Grundvorstellungen (in Abgrenzung

zur reinen Beherrschung von Rechenverfahren),

er scharft den ,mathematischen Blick'

auf die Welt (in Abgrenzung zu ei-

ner rein innermathematischen

Perspektive) und er schafft

produktive Lernumge- ‘

bungen zur eigenakti- ‘

ven Konstruktion des ‘
Wissens (in Abgren-

zung zur reinen In-

struktion durch die wis-

sende Lehrperson). Ein solcher Mathematikunterricht
braucht geeignete Lehrerinnen und Lehrer. Und wir
halten — wieder in Ubereinstimmung mit dem Stand
der mathematikdidaktischen Diskussion — fest: Gute
Mathematiklehrer(-innen) haben eine positive, aktive
Beziehung zur Mathematik und kénnen:

« den Bildungswert der Mathematik ermessen,

+ mit Schulmathematik kompetent umgehen und

« mathematische Lernprozesse unterstiitzen.

Eine gute Lehrerausbildung sollte dieses Kompetenz-
profil im Blick haben und den Studierenden geeignete
Angebote machen.

Auf unterschied-
lichen Umlauf-
bahnen?

Distanzen zwischen
Schiilern, Lehrern
und Wissenschaft-
lern Gberwinden

,Mathematik Neu Denken' - Ein Projekt
zur Innovation der Lehrerbildung

Ein neuralgischer Punkt der universitdren Lehrerbil-
dung im Fach Mathematik ist die Ausbildung der an-
gehenden Gymnasiallehrer. Diese werden traditionell

\ Mathematik!
- Und der Rest der
Welt?
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von Anfang an zusammen mit den BA/ MA — (friiher
Diplom-) Studierenden ausgebildet.

Anderungsbedarf: Es ist lange bekannt, dass das
Selbstverstandnis des Mathematiklehrers vorrangig
durch sein Verhéltnis zur Fachwissenschaft Mathe-
matik bestimmt ist. In einer vielbeachteten empi-
rischen Studie iber Lehramtsstudierende und ihr Ver-
haltnis zur Mathematik aus dem Jahre 2002 konnte
belegt werden, was viele einschlagig Beteiligte schon
lange wussten und beobachtet haben: Lehramtsstu-
dierende fir die Sekundarstufe Il haben im Vergleich
zu Diplomstudierenden in nur geringem Umfang eine
,belastbare, affektiv unterstiitzte Beziehung zur Ma-
thematik'. Sie erleben, so die Studie, ihr Studium
deutlich weniger als Chance fiir vielseitige Lernerfah-
rungen und empfinden den Studienaufbau und die
Lehrenden als viel weniger hilfreich. Lehramtskan-
didaten fiihlen sich vielfach als Studierende zweiter
Klasse. Kurz: Im gymnasialen Lehramtsstudiengang
fir das Fach Mathematik mangelt es an sinn- und
identitatsstiftenden Erfahrungen.

Diese Sinnkrise hat vor allem inhaltliche und metho-
dische Ursachen: Durch den klassischen axiomatisch-
deduktiven Aufbau der Fachveranstaltungen an der
Universitat wird den Studierenden die Wissenschaft
Mathematik in der Regel als fertiges, in sich geschlos-
senes System vermittelt. Die urspriinglichen Pro-
blemstellungen sowie die Prozesse der Begriffsbil-
dung und der Theorieentwicklung in den jeweiligen
Gebieten (einschlieflich philosophischer Aspekte)
spielen hochstens eine untergeordnete Rolle. Zu-
dem wird unzureichend thematisiert, wie die Inhalte
der Hochschulmathematik mit der spéter zu unter-
richtenden Schulmathematik in Verbindung gebracht
werden kdnnen. Bereits Anfang des 20. Jahrhunderts
beklagte der fiir die gymnasiale Schulreform ein-
flussreiche Mathematiker Felix Klein die Defizite der

Lehrerausbildung und beschrieb die inzwischen be-
rihmte ,doppelte Diskontinuitat': , Der junge Student
sieht sicham Beginn seines Studiums vor Probleme ge-
stellt, die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erin-
nern, mit denen er sich auf der Schule beschéftigt hat;
tritt er aber nach Absolvierung des Studiums ins Lehr-
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amt tiber, so soll er plétzlich eben diese herk6mmliche
Elementarmathematik schulmafSig unterrichten; da er
diese Aufgabe kaum selbsténdig mit der Hochschul-
mathematik in Zusammenhang bringen kann, so wird
erinden meisten Féllen recht bald die althergebrachte
Unterrichtstradition aufnehmen.” Der Befund ist un-
verandert aktuell. Erschwerend kommt hinzu: Die
Methoden der Vermittlung an der Universitat sind
einseitig fixiert auf die reine Instruktion durch die
klassische Vorlesung, und die ,Ubungen' folgen in der
Regel noch immer dem selben Instruktionsmuster,
nicht selten sind sie reduziert auf ritualisiertes Vor-
rechnen von ,perfekten‘ Musterlésungen.

Die so akzentuierte, traditionelle Fachausbildung ist
eher produkt- und weniger prozessorientiert, und sie
setzt eher auf die Instruktion durch die Lehrenden
als auf die aktive Konstruktion des Wissens durch die
Lernenden.

Balance von Instruktion und Konstruktion

In der Balance von Produkt und Prozess sowie von
Instruktion und Konstruktion liegt der Schlussel fir
eine Verbesserung der fachbezogenen Lehreraus-
bildung. In einer neueren Denkschrift zur Lehrerbil-
dung haben sich die Deutsche Mathematiker-Verei-
nigung (DMV) und die Gesellschaft fur Didaktik der
Mathematik (GDM) gemeinschaftlich fir Reformen
der universitaren Lehrerausbildung ausgesprochen.
Der fachmathematische Teil der Ausbildung ange-
hender Gymnasiallehrer hat hier eine Schlisselrolle,
weil man sich zunehmend bewusst wird, wie stark die
eigenen Lernerfahrungen im Studium auch die Vor-
stellungen vom schulischen Mathematiklernen und
-lehren pragen. Darliber hinaus wird seit langem be-
klagt, dass die ohnehin nicht gerade (ippig verankerte
fachdidaktische Ausbildungskomponente oft isoliert
neben den fachwissenschaftlichen Anteilen steht. In

Spannung und
Verstandnis durch
philosophische
und geschichtliche
Einbettung. Hier:
Es war die Idee von
René Descartes
geometrische
Koérper in ein
dreidimensionales
Koordinatensystem
zu senken. Durch
die drei Raum-
punkte des ,carte-
sianischen Koor-
dinatensystems'
wird der Korper
eindeutig bestimm-
und damit auch
berechenbar. Der
Beginn der Analy-
tischen Geometrie.

Sinn- und
identitatsstiftende
Angebote
unterbreiten
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der Denkschrift heif3t es hierzu: ,Eine enge Verzah-
nung von fachwissenschaftlicher und fachdidaktischer
Ausbildung erscheint uns essenziell. Gegenwartig ist
der Abstand zwischen der konkreten fachinhaltlichen
Ausbildung und der fachdidaktischen Umsetzung oft
zu grofS. Es sollte angestrebt werden, dass Fachwissen-
schaft und Fachdidaktik méglichst stark miteinander
verzahnt werden und in Teilen sogar parallel laufen."
Aktuell wird diese Einschatzung von der Lehrerstudie
der OECD unterstitzt: , Das deutsche System der Leh-
rerbildung ist stark fachwissenschaftlich orientiert, und
wenngleich es empfehlenswert und notwendig ist, dass
Lehrkréfte lber eine solide fachbezogene Wissensba-
sis verfiigen, fehlt es doch hdufig an einer Verbindung
zum didaktischen Repertoire eines Lehrers." Fazit: Die
Defizite der gymnasialen Lehrerbildung im Fach Ma-
thematik sind alt, gut beschrieben und unverandert
aktuell.

Zielsetzung: Die von den einschldgigen Verbanden
und der OECD angemahnte Verbindung zwischen
fachwissenschaftlicher und fachdidaktischer
Ausbildungskomponente setzt eine passende Sicht
auf die Fachwissenschaft Mathematik voraus.
So wie angehende Industriemathematiker oder
Forschungsmathematiker spezifische Sichtweisen auf
das Fach haben missen und in ihrem Studium auch

entwickeln, braucht der angehende Gymnasiallehrer

diese Moglichkeit ebenso. Nurdann kann er eine positiv
besetzte Haltung gegeniiber seinem Fach gewinnen,
und diese ist entscheidend fiir seinen beruflichen Erfolg
als Fachlehrer. Ziel ist es, dem berechtigten Anspruch
von Lehramtsstudierenden nach fachbezogener
Professionalitat Rechnung zutragenunddie Verbindung
zwischen Fach- und Berufsfeldbezug deutlicher werden
zu lassen. Dies hat inhaltliche und methodische
Konsequenzen: Fiir die Entstehung eines giiltigen,
prozessorientierten Bildes von Mathematik sollen
historisch-genetische und philosophische Sichtweisen
durchgédngig einbezogen werden. Dariiber hinaus
kommt es darauf an, einer elementarmathematisch
orientierten  ,Schulmathematik vom  hoheren
Standpunkt' entsprechendes Gewicht zu geben und
zugleich die fachdidaktische Ausbildungskomponente
friih zu integrieren. Methodisch gilt es, zu einer Balance
zwischen Instruktion (durch die Lehrenden) und aktiver
Konstruktion des Wissens (durch die Lernenden) zu
kommen sowie heuristischen Aktivitdten gentgend
Raum zu geben. Insgesamt geht es um einen
Paradigmenwechsel im Umgang mit der Mathematik:
Nicht nur die fertige Disziplin Mathematik, sondern
gleichgewichtig die Beziehung Mensch-Mathematik
soll im Mittelpunkt des Interesses stehen.

Umsetzung: Realisiert wurde diese programmatische
Idee als Tandemprojekt der Universitdten Gief3en

Faszination
Hyper-Space:

N-dimensionale
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(verantwortlich: Prof. Dr. Albrecht Beutelspacher)
und Siegen (Prof. Dr. Rainer Danckwerts zusammen
mit Prof. Dr. Wolfgang Hein bzw. Prof. Dr. Gregor Ni-
ckel) und der Deutschen Telekom Stiftung. Die klas-
sischen Anfangerveranstaltungen eines Mathematik-
studiums fiir das gymnasiale Lehramt sind ,Analysis'
und ,Lineare Algebra'. Gief3en nahm sich die Neuo-
rientierung der Linearen Algebra vor und Siegen die
Analysis. Die Reformbemiihungen konzentrierten
sich auf das erste Studienjahr. Das Programm wur-
de im zweiten Projektjahr mit der neuen Anfangerpo-
pulation wiederholt und jeweils semesterbegleitend
evaluiert (Laufzeit des Projekts: 2005 — 2007). Hier
soll vom Siegener Teilprojekt berichtet werden.

Den eigenen Vorstellungen Raum geben

Ein neues Element im ersten Semester war die Aus-
einandersetzung mit der ,Schulanalysis vom hdheren
Standpunkt'. Hier ging es um eine Standpunktverla-
gerung: weg von der vertrauten Beherrschung analy-
tischer Rechenverfahren in der Schule hin zu einem
verstehens- und vorstellungsorientierten Umgang
mit elementarer Analysis. In enger Abstimmung da-
mit wurde die klassische Analysis | so entfaltet, dass
die ideengeschichtliche und philosophische Sicht der
Analysis durchgéngig integriert war. Das zweite Se-
mester beinhaltete neben der genauso strukturierten
Analysis Il eine fachlich akzentuierte Erstbegegnung
mit einer Didaktik der Analysis, die seminaristisch an-
gelegt war. In dieser fachdidaktischen Veranstaltung
wurden die Erfahrungen aus dem ersten Semester zur
Schulanalysis vom héheren Standpunkt systematisch
aufgenommen. Die Ubungsgruppen neuer Art hat-
ten jeweils eine eigensténdige und fir das Gelingen
des Projekts zentrale Funktion: In ihnen fand die freie
sowie die gelenkte Erkundung passender inhaltlicher
Angebote und heuristisches Denken und Arbeiten
statt, unter der Anleitung und Begleitung geeignet
vorbereiteter studentischer und wissenschaftlicher
Hilfskrafte. Erst durch diese Gelenkstelle zwischen
biindelnder Vorlesung und individueller Arbeit waren
die Ziele des Projekts erreichbar.

Ergebnisse: Die Erfolge, die das Projekt bereits im
ersten Jahr hatte, konnten im zweiten Jahr bestatigt
bzw. durch kleine Verdnderungen in der Organisati-
on noch Ubertroffen werden. Gerade die inhaltliche

Begeisterung fiir die Anwendungspotenziale wecken.

Diese und folgende Seite : Wohnbriicke aus in sich gedrehten
Dreiecken. Der Entwurf der Siegener Studenten David Aderhold
und Emma Friedrich gewann den 3. Preis im diesjahrigen
Xella-Bundeswettbewerb.

Komponente hat sich fiir die Stu-
dierenden als wesentlicher Kristal-
lisationspunkt der Identitatsstif-
tung erwiesen. Die anspruchsvolle
Thematisierung schulanalytischer
Inhalte in der ,Schulanalysis vom
hoheren Standpunkt’ und das
Spannungsfeld von Schulanaly-
sis und Didaktik der Analysis wur-
den hinsichtlich der Verbindung
von Fach- und Berufsfeldbezug als
zentrale Elemente der Sinnstiftung
empfunden und den dort verhan-
delten Inhalten wurde ein grof3es
Maf3 an Relevanz fiir den spdteren
Beruf zugeschrieben. Die hohe Ak-
zeptanz der Analysis I/1I-Veranstal-
tung beruhte zum einen darauf,
dass es gelungen ist, die historisch-
genetische und philosophische
Sicht auf die Wissenschaft explizit
zu integrieren und damit zu einem
prozessorientierten Bild von Ma-
thematik beizutragen (,Analysis als
Kulturleistung'). Zum anderen war
der neu strukturierte Ubungsbe-
trieb konsequent darauf angelegt,
die eigenaktive und kooperative
Auseinandersetzung der Studieren-
den mit dem Gegenstand zu star-
ken. Die intendierte Balance von
Instruktion und Konstruktion wur-
de damit umfassend realisiert: In
der ,Analysis I/l vor allem Uber
das Zusammenspiel von Vorlesung
und Ubungen, in der ,Schulanalysis
vom hoéheren Standpunkt'/ ,Didak-
tik der Analysis' in den Veranstal-
tungen selbst. Hervorzuheben ist
die soziale Dimension des Projekts.
Wie samtliche Erhebungen und Be-
fragungen ergaben und wie auch
spontanen Auferungen einzelner
Projektteilnehmer zu entnehmen
war, fuhlten sich die Studierenden

Mathematik
neu denken

Mit ,Mathematik Neu Denken' for-
dert die Deutsche Telekom Stiftung,
die Universitat Siegen und die Uni-
versitat Gie3en ein Forschungs- und
Entwicklungsvorhaben zur Neuorien-
tierung der universitaren Gymnasial-
lehrer-Ausbildung im Fach Mathe-
matik. Ziel ist es, die Qualifikation
der angehenden Padagogen und da-
mit langfristig auch die Qualitat des
Mathematikunterrichts zu verbes-
sern. Die wissenschaftliche Leitung
des Pilotprojekts liegt bei Prof. Alb-
recht Beutelspacher (Giefen) und
Prof. Rainer Danckwerts zusammen
mit Prof. Gregor Nickel (Siegen). Alle
drei engagieren sich seit langem fiir
einen Paradigmenwechsel im Um-
gang mit der Mathematik. Nach ihrer
Auffassung werden die Studierenden
traditionell so mit der Mathematik
konfrontiert, dass fiir viele der Zu-
sammenhang mit dem Berufsziel
Lehrer nicht sichtbar ist. Um dieses
Defizit zu beseitigen, befiirworten
sie eine grundsatzlich neue Vorberei-
tung kiinftiger Lehrerinnen und Leh-
rer, die sie mit dem Stiftungsprojekt
umsetzen.
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gut aufgehoben und waren von der angenehmen At-
mosphare, dem ihnen entgegengebrachten Vertrau-
en und der Aufmerksamkeit sehr angetan - oft sogar
Uberrascht. Sie spirten, dass sie als Lehramtsstudie-
rende mit eigenen Bedirfnissen und eigenen Anfor-
derungen an das Studium ernst genommen wurden.
Auch der soziale Zusammenbhalt der Projektgruppen
entwickelte sich positiv, wozu u.a. die Wochenend-
seminare (zusammen mit den Gief3ener Studieren-
den) beigetragen haben. Einen wesentlichen Beitrag
zu diesem Erfolg leistete die in Umfragen immer wie-
der hervorgehobene exzellente Betreuung durch die
Dozenten, Mitarbeiter und Tutoren. Das Ergebnis in
Zahlen: Am Ende des ersten Semesters haben 80 %

beide Klausuren bestanden, die Abbrecherquote war
mit ca. 20 % deutlich niedriger als tblich, und 80 %
der Teilnehmer erwarteten, dass sie durch dieses Stu-
dium gut auf den Beruf des Mathematiklehrers vor-
bereitet werden.

Perspektiven: Ein besonderes Kennzeichen der zwei-
jahrigen Projektarbeit war, dass alle Veranstaltungen
exklusiv fur Studierende des gymnasialen Lehramtes
zuganglich waren. Dabei konnte unter ,Laborbedin-
gungen' auf die Zielgruppe des Projekts eingegangen
werden. Im dritten Projektjahr (2007/2008) ist nun
das Experiment unternommen worden, die ,Analy-
sis |' wie Ublich fir alle Studierenden zu 6ffnen. Dabei

sollte sich zeigen, ob die positiven
Ergebnisse bei der Identifikati-
on der Lehramtsstudierenden
mit ihrem Studium der exklusi-
ven Bedingungen bediirfen oder
auch in einem integrativen Mo-
dell erreicht werden kénnen. Er-
ste Ergebnisse stimmen optimi-
stisch. Als entscheidend scheint
sich zu erweisen, dass die paral-
lele ,Schulanalysis vom héheren
Standpunkt' sowie der neuorien-
tierte Ubungsbetrieb beibehalten
wurden.

Programmarbeit: Bisher wurde

Projektbuch

Zu dem erklarten Ziel, die Projekt-
idee breit zu kommunizieren und
die ermutigenden Erfahrungen bun-
desweit zuganglich zu machen, soll
ein Projektbuch beitragen. Es wird
neben einem programmatischen
Teil einen Erfahrungsbericht aus der
dreijahrigen Projektarbeit in Gie-
f3en und Siegen sowie ausgewahlte
kommentierte Materialien enthal-
ten. Ein weiteres Element sind - mit
Bezug auf die vorangegangene Pro-
grammarbeit — die Perspektiven der
Weiterentwicklung der Projektidee.

die Neuorientierung der univer-

sitaren Lehrerausbildung im Fach

Mathematik (gymnasiales Lehramt) fiir das erste
Studienjahr konzipiert und als Pilotprojekt realisiert.
Nach dem Erfolg des Projekts ist — auch Gber die bei-
den Projektstandorte hinaus — zunehmend die Frage
drangender geworden, wie die konsequente Ausdeh-
nung der Projektidee auf ein volles Mathematikstudi-
um fiir das gymnasiale Lehramt aussehen kann.

Dies ist eine herausfordernde Entwicklungsaufgabe,
bei der die traditionell gelehrte Hochschulmathe-
matik unter dem Aspekt der Professionalisierung auf
die Zielgruppe hin tatsdchlich ,neu gedacht' werden
muss. Zentrale Punkte sind der fachmathematische
Kanon, die Stellung der Didaktik der Mathematik so-
wie die Lehr- und Lernformen. Hierzu missen kon-
krete Empfehlungen erarbeitet und konzeptionell be-
griindet werden. Geplant ist, um der Arbeit die nétige
bundesweite Akzeptanz zu sichern, eine tiberregionale
Expertengruppe zu berufen, die neben den bisher an
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beiden Standorten verantwortlichen Hochschulleh-
rern weitere einschlagig ausgewiesene Fachmathe-
matiker und Mathematikdidaktiker umfassen wird.
Zunehmend wird verstanden, dass fiir die Uberwin-
dung der Akzeptanzprobleme der Mathematik in der
Gesellschaft den Mathematiklehrerinnen und -leh-
rern eine Schlisselrolle zukommt. lhre fachbezogene
Sozialisation an der Universitat beeinflusst entschei-
dend ihr Bild von der Mathematik und vom Mathe-
matikunterricht. Hier liegt ein grof3es Potenzial fiir
fruchtbare Entwicklungen.

Verfasser: Rainer Danckwerts

Text und Bilder sind frei zum Wiederabdruck

Auswahl zusatzlich verfiigbarer Bilder

[N

Texte, Bilder und Zusatzmaterial

www.extrakte.uni-siegen.de

Video

Dr. Albrecht Beutelspacher: Mathematische Experimente

Kontakt:

Prof. Dr. Rainer Danckwerts

Universitdt Siegen

Telefon: XX49 (0)271740 3579

Telefax: XX49 (0)271740 3583
danckwerts@mathematik.uni-siegen.de
Didaktik der Mathematik
www.uni-siegen.de/fb6/didaktik/tkprojekt

Prof. Dr. Albrecht Beutelspacher

Universitat Gief3en

Telefon: XX49 (0)64199 32080

Telefax: XX49 (0)641 99 32029
albrecht.beutelspacher@math.uni-giessen.de
Diskrete Mathematik und Geometrie
http://www.beutelspacher.info

Literaturtipps:

Beutelspacher, A./ Danckwerts, R. (2008):

Mathematik Neu Denken. Ein Projekt zur Neuorientierung
der universitaren Lehrerausbildung im Fach Mathematik fiir
das gymnasiale Lehramt. Abschlussbericht 2005-2007.
Gief3en / Siegen.

Beutelspacher, A./ Danckwerts, R. (2005):

Neuorientierung der universitaren Lehrerausbildung

im Fach Mathematik fiir das gymnasiale Lehramt.
Programmatische Vorstudie fiir die Deutsche Telekom Stiftung.
Gief3en / Siegen.

Hefendehl-Hebeker,L. / Schuster, A. (2006):

Probleme und Perspektiven der Lehramtsausbildung
im Fach Mathematik. Deutsche Telekom Stiftung Bonn

extrakte/uni-siegen/ 5 .2008 24



o\
iy

V)4
IAY
extrakt

>

FEES

Vorstellungen bilden

Auch im Mathematikunterricht?!

,Eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B ist
endlich lang. Wie kann sie dann unendlich viele
Punkte haben?" Alltagsverstandnis und mathe-
matische Theorie klaffen an vielen Stellen ausei-
nander. Lernende stellt dieses Missverhaltnis vor
Herausforderungen, auf die im Schulunterricht
bislang nur wenig eingegangen wird. Was Schii-
ler mit ihrem geistigen Auge sehen, wenn sie sich
mit Mathematik auseinandersetzen und warum
angehende Lehrer sich ihre eigenen Verstandnis-
schwierigkeiten bewuf3t machen sollten.

SWarum muss ich Mathematik lernen?" lautet eine
gdngige Frage, die Eltern von ihren Kindern zu héren
bekommen. Zwischen den Zeilen lasst sich daraus un-
terschiedliches lesen. Entweder: Es ist mihsam, Ma-
thematik zu lernen, warum muss ich das also tun? Es
kann aber auch bedeuten: Mathematik ist mir fremd,
sie hat nichts mit mir und meinem Leben zu tun.

Das Pensum sei zu hoch, und das Interesse der Schii-
ler zu gering, klagen auch die Lehrer. In den Schulen
macht sich angesichts der Stofffiille und der haufig
konstatierten Bedeutungslosigkeit der Einzelinhalte
eine gewisse Mutlosigkeit breit.

Dabei ist Mathematik doch so wichtig!?

Niemand wiirde behaupten, dass Mathematik wert-
und nutzlos ist. Im Gegenteil, jeder weif3, dass viele
Errungenschaften der modernen Welt ohne Mathe-
matik nicht Wirklichkeit geworden waren. Sie ist ein
wichtiges Instrument, mit dem sich der Mensch in
Vergangenheit und Gegenwart mit den — auch wenn
der Begriff das Gegenteil postuliert — ,Unberechen-

Vorstellungen bilden!

barkeiten' der Natur auseinander setzt und seine ei-
gene Umwelt mitgestaltet. Dennoch klafft zwischen
dieser objektiven Bedeutung von Mathematik und ih-
rer subjektiven Bedeutungslosigkeit fur die je einzel-
ne Person eine riesige Liicke, wie bereits Hans Werner
Heymann, Professor fiir Erziehungswissenschaft an
der Universitat Siegen, betont hat. Vielleicht liegt diese
splrbare Differenz gerade darin begriindet, dass Ma-
thematik funktioniert, auch ohne dass man sie ver-
steht — ein Gedanke, den Roland Fischer vom Insti-
tut fur Interdisziplindre Forschung und Fortbildung
der Universitaten Klagenfurt/Graz/Wien, weiter aus-
formuliert hat. Oder wissen Sie, was die Mathema-
tik im Handy, im Computer und beim Auto alles er-
moglicht?

Mathematik - ein Fenster zur Welt

Wenn das alles wdre, dann kdnnte man die Angele-
genheit doch eigentlich den Experten (iberlassen.
Dann wiirde es doch reichen, wenn eine wohl ausge-
bildete Gruppe von Fachleuten es sich zur Aufgabe
macht, dass die Entwicklung anwendungsorientierter
Mathematik nicht ins Stocken gerdt. Worin also be-
steht — jenseits des technisch-6konomischen Nut-
zens — der Mehrwert mathematischer Bildung? Was
macht sie aus, und wie misste sie gestaltet sein, da-
mit sie nicht subjektiv bedeutungslos bleibt?

Mathematik ist eine Sicht auf die Welt, eine Méglich-
keit reale Begebenheiten zu beschreiben und damit
fir viele transparenter zu machen. Sie abstrahiert von
der Mannigfaltigkeit der Erscheinungen dieser Welt,
um dadurch einen Blick auf die zugrunde liegenden

Gegensatz

von objektivem
Nutzen und
subjektiver
Bedeutungs-
losigkeit
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Strukturen zu erheischen. Allerdings steckt in dieser
Beschreibung, wie in jeder anderen auch, immer eine
Beschrankung, ein Fokus bzw. eine Perspektive. Ma-
thematik als Weltsicht hilft der je einzelnen Person,
sich selbst Phanomene der realen Welt auf eine spe-
zifische Weise zuganglich zu machen. Sie liefert Be-
schreibungsmittel, um komplexe Zusammenhange
fasslich und dadurch gegeniber anderen kommuni-
zierbar zu machen.
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1 lebensweltlich )
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\ Lebenswelt ~
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Dieses Erlebnis von ,Mathematik als einem Fenster
zur Welt' sollte bereits in der Schule ermdglicht wer-
den. Daflir missen Kinder die Gelegenheit haben, in
sinnstiftenden Kontexten zu lernen; es geht darum
Liicken zu schliefSen und Briicken zu bauen zwischen
der personlichen Erfahrungswelt der Lernenden und
der Mathematik. Allerdings geht das nicht ohne Ver-
werfungen. Die Beziehung von Lebenswelt und Ma-
thematik ist nicht ungetriibt, das ,Fenster Mathe-
matik' er6ffnet nur einen eingeschrankten Blick; u.U.
werden auch bestimmte Zusammenhange in ihren
Bedeutungen verandert. All dies wahrzunehmen und
bewusst zu machen, ist Gegenstand mathematischer
Bildung, die das Subjekt mit seinen je spezifischen Er-
fahrungen und Vorstellungen ernst nimmt.
Mathematische Miindigkeit zielt demnach u.a. da-
rauf, einerseits fir die Grenzen und perspektivischen
Verschiebungen zu sensibilisieren, die darin liegen
Mathematik als Weltzugang zu nutzen, andererseits
aber auch die Chancen bewusst zu machen, die sich
durch ihren instrumentellen Gebrauch sowohl fiir die
Erkenntnis als auch fiir das gestaltende Eingreifen er-
offnen.

Spannungsfeld von Lebenswelt und Mathematik

Zur Verdeutlichung des Reflektierens im Spannungs-
feld von Lebenswelt und Mathematik mag ein kleines
Beispiel dienen: Eine Frau ist sehr tierlieb und setzt
sich stark fir die Umwelt ein. Was ist wahrschein-
licher? A) Sie hat einen Hund, arbeitet in einem Um-
weltbiro. B) Sie arbeitet in einem Bro.

Viele Kinder und auch Erwachsene wiirden Antwort A
wahlen. Aus mathematischer Sicht der Wahrschein-
lichkeit ist jedoch Variante B richtig. Warum? Wahr-
scheinlicher ist, was eine grof3ere Anzahl an ,giin-
stigen' Fallen zulésst. Die Aussage ,die Frau arbeitet
in einem Buro' ist weniger spezifisch als die Aussa-
ge ,sie arbeitet in einem Umweltbiiro und hat einen
Hund'. Damit gibt es mehr ,giinstige’ Falle fir Aus-
sage B, also ist B wahrscheinlicher. Nun mogen Sie

einwenden, dass fiir Sie die Tierliebe der Frau auf das
Halten eines Hundes hindeutet und der Einsatz fiir
die Umwelt eine Arbeit im Umweltbiiro wahrschein-
lich macht. Subjektive Plausibilitat spielt jedoch beim
mathematischen Begriff der Wahrscheinlichkeit kei-
ne Rolle. Es werden hier nur die Falle gezahlt.
Kenntnisse Uber die Differenzen von subjektiv emp-
fundener Wahrscheinlichkeit und mathematischem
Wahrscheinlichkeitsbegriff sind wesentlich, um sich
gegeniiber der Wahrscheinlichkeitsrechnung miin-
dig verhalten zu kdnnen. Dies ist an der folgenden Bei-
spielaufgabe aus dem Mathematikunterricht zu sehen:

Lisa hat von einem Flugzeugungliick gehort. Nun
mochte sie nicht mehr mit ihren Eltern mit dem Flug-
zeug in den Urlaub fliegen. lhre Mutter sagt: ,Sei nicht
albern; dass gleich wieder eine Maschine abstiirzt ist
vollig unwahrscheinlich.* Nimm aus Sicht der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung Stellung zu Lisas Sorge und
zu dem Argument der Mutter.

Sicher hat Lisas Mutter aus Alltagssicht Recht. Es
stlirzen nicht jeden Tag Flugzeuge ab und daher ware
es schon extremes Pech, wenn ein solches Ungliick
sich sofort wieder ereignen wiirde. Allerdings, so mag
Lisa einwenden, sind Sicherheitsmangel bei dieser
Fluggesellschaft nicht ausgeschlossen. Vielleicht wa-

Liicken schliefRen
und Briicken
bauen zwischen
der personlichen
Erfahrungswelt
der Lernenden
und der Mathe-
matik

Schwer vorstell-
bar: Die Unend-
lichkeit zwischen
zwei Punkten

extrakte/uni-siegen/ 5.2008 26



T 4
1/ , 4 y

F,
F s

extrakte

Vorstellungen bilden!

,Was an Mathematik so toll
sein soll? Na, dass Sie die
Welt so lgicht verstandlich

macht..."

ren sie der Grund fir das Flugzeugungliick — was auf
weitere Probleme schlie3en lassen konnte. lIhre Sorge
lasst sich also nicht so leicht zerstreuen.

Aus mathematischer Sicht auf die Wahrscheinlichkeit
spielt das kiirzlich vorgekommene Flugzeugungliick
keine Rolle (aufer man bezieht die Wahrscheinlich-
keit des Ungliicks auf eine Gesellschaft und deren
mogliche Sicherheitsmangel). Vielmehr sind solche
Ereignisse voneinander unabhdngig. Der Zufall merkt
sich nicht, dass da gerade ein Ungliick war. Die Wahr-
scheinlichkeit fir ein Ungliick bleibt somit gleich,
egal ob sich am Tag zuvor bereits ein solches ereignet
hat.Dennoch spielt und das ist aus Sicht der Miindig-
keit wichtig, Mathematik hier in ihrer schlichten Form
eine untergeordnete Rolle. Es geht um eine Entschei-
dung die andere Faktoren - etwa die Vertrauenswiir-
digkeit einer Fluggesellschaft mit einbezieht.

Forschungsfragen

In den letzen Jahren hat sich die mathematikdidak-
tische Forschung zunehmend um die Frage bemiiht,
welche Bilder und Anschauungen bei den Lernenden
im Unterricht aktiviert werden. Im Rahmen dieser
Perspektive blieben aber bis dato noch vielfaltige As-
pekte unterbeleuchtet, von denen aktuell einige wich-
tige in der Siegener Mathematikdidaktik untersucht
werden. Mit Blick auf die Curriculumsentwicklung ist
etwa die Frage nach denjenigen Handlungsfeldern re-
levant, in denen sich Schiilern Mathematik in ihrem
Wert erschlief3t. Welche Vorstellungen generieren sie
in diesen Handlungsfeldern und inwiefern passen sie
mit der Mathematik zusammen? In mehreren Staats-
arbeiten setzen Siegener Studenten sich mit diesem
Thema auseinander. Sie entwerfen Aufgabenkom-
plexe, die einerseits einen Bezug zu lebens- und ge-
sellschaftsbedeutsamen Handlungssituationen und

andererseits zu zentralen Themen der Grundschu-

le aufweisen und erproben diese im Anschluss daran
auch im Unterricht. Dabei werden die Vorstellungen
der Lernenden konsequent erhoben und ausgewer-
tet. Die Ergebnisse dieser Arbeiten sollen zum Aufbau
eines Konzeptes fiir ein projektorientiertes Curricu-
lum beitragen, das eine vorstellungsorientierte Alter-
native zum derzeit tiblichen Schulbuchaufbau bietet.
Gerade fiir die Grundschule kommt dabei ein weiteres

Themenfeld als zentraler Untersuchungsgegenstand
hinzu. Denn, geht es darum, Informationen Uber die
Vorstellungen zum mathematischen Denken und
Handeln der Lernenden zu gewinnen, setzt dies ja
nicht nur voraus, dass die Befragten sich ihrer eigenen
Vorstellungen bewusst sind, sondern auch, dass ihnen

geeignete Ausdrucksmittel zur Verduf3erung ihrer
Gedanken zur Verfligung stehen. Die Reflexion des
eigenen Denkens basiert aber auf Ausdrucksformen,
die man erst im Laufe seines Lebens entwickelt. Im
Rahmen eines Dissertationsprojekts wird derzeitig der
Frage nachgegangen, wie geeignete Ausdrucksformen
fir die Gedanken und Vorstellungen der jiingeren

Fortsetzung auf S. 28 ->
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Mathematische Anschauung von Kindern
zwischen Diskret und Kontinuierlich

Wie stellen sich Kinder Zahlen vor? Bei der Entwicklung
von Zahlkompetenzen verwenden Kleinkinder die Zahl-
wortreihe wie einen Reim, wie ein Gedicht, das sie aufsa-
gen. Eins, zwei, drei, vier, ... Vielleicht mehr als 100 Mal
hat ein Kleinkind Zahlen so aufgesagt, bevor sich das er-
ste Zahlen als Ermitteln einer Anzahl von Objekten ein-
stellt. Nun werden konkreten Objekten die Zahlen im
Reim zugeordnet. Es gibt einige Kinder, die hier bereits
Schwierigkeiten mit der Vorstellung bekommen, da sie
diese Zuordnung mit der Anzahl der Elemente nicht zu-
sammenbringen. Hier scheint schon ein Problem auf der
Vorstellungsseite zu liegen. Was ist eigentlich zahlen, um
was geht es dabei? Welche Grundidee steht dahinter und
warum ist man an der Anzahl von Elementen tiberhaupt
interessiert?

Springen wir zum Ende der Grundschulzeit und setzen
voraus, dass die mathematische Bildung bis dorthin auf
fruchtbaren Boden fiel. Welche Vorstellungen von Zah-
len haben Kinder dann? Haufig werden Zahlen als eine
Art Perlenkette gesehen. Diese hat einen Anfang aber
kein Ende. Jede Perle hat zwei direkte Nachbarn, auf3er
der Null, die hat nur die Eins als Nachbarn. Mit den Zah-
len kann man rechnen. Wenn man Multipliziert wird das
Ergebnis in der Regel grof3er, wenn man teilt, wird das
Ergebnis kleiner.

Nun kommen diese Kinder mit ihren Vorstellungen in
die Mittelstufe und sollen mit Briichen rechnen. Das

T
/f“ b .

Aps apca é:

Wahrscheinlichkeit

urspriingliche Bild kommt ins Wanken. Die Briiche
erfiillen die oben genannte Vorstellung von Zahlen zu
weiten Teilen nicht mehr. Sie lassen sich nicht wie eine
Perlenkette anordnen; zwischen je zwei Briichen liegt
noch ein dritter, also gibt es keine direkten Nachbarn.
Man sagt auch, dass die Briiche ,dicht' liegen. Zu grof3en
Verwirrungen fiihrt, dass beim Malnehmen von Briichen

das Ergebnis nicht immer gréf3er und beim Teilen nicht
immer kleiner wird: ,,2 durch % = 8. Das kann doch nicht
sein, ich habe doch geteilt."

Hier ist ein Aushandlungsprozess tiber die Vorstellungen
der Kinder essentiell, will man nicht eine Bildungschance
leichtfertig vergeben. Allzu haufig wird jedoch aus Griin-
den der Effektivitat darauf verzichtet. Ein Einschleifen

Verstandnis fiir irrationale Zahlen?!

von Routinen ist die Folge, mit dem Effekt, dass das was
unverstanden ist, schnell wieder vergessen wird.

Haben die Lernenden diese ,Durststrecke' iiberwunden
und sich an die etwas merkwiirdigen Bruchzahlen ge-
waéhnt (der Taschenrechner kann im Ernstfall damit um-
gehen), so kommt zum Ende der Sekundarstufe | die
nachste Hiirde. Die Lange der Diagonale im Einheitsqua-
drat ist zu bestimmen. Wir suchen eine Zahl, die mit sich
selbst Mal genommen zwei ergibt. Wurzel aus zwei wird
als Losung akzeptiert, doch was ist das? Tippen wir es in
den Taschenrechner, dann ergibt sich ein solches Bild:
V2 =1,414213562

Die schnelle Analyse fiir pfiffige Denker zeigt: Das kann
nicht sein, denn /2 - /2 = 2 war ja vorausgesetzt. Die
Ziffer an der letzten Stelle der Dezimalzahl v2 mal sich
selbst genommen, muss also Null ergeben. Eine solche
Ziffer gibt es aber nicht. Der Schluss, dass es damit keine
letzte Stelle der Dezimalzahl /2 geben kann, ist schwer
verdaulich und aufregend zugleich. Hier kann an der po-
tentiellen Realitdt der Mathematik geschnuppert wer-
den, gibt es doch solche unendlich feinen Zahlen als
Maf3zahlen nicht.

Auch fur Lehramtsstudierende ist es nicht leicht, sich
den oben angedeuteten Spannungsfeldern zu stellen,
fallen hier doch Alltagsverstandnisse und mathema-
tische Theorie wesentlich auseinander. Es hilft, Studie-
rende Geschichten schreiben zu lassen, in denen sie etwa
einem Sechstklassler die Dichtheit der Bruchzahlen er-
klaren sollen. Damit setzten sie sich auch mit ihren ei-
genen Vorstellungen zu dem Thema intensiv auseinan-
der. Einige gelungene Geschichten bemiihen Analogien.
Die Kinder sollen sich auf einen Zollstock setzten und
sich immer weiter in die Maf3einteilung des Zollstocks
hineinzoomen. So sehen sie, dass es potentiell unend-
lich feine Maf3einteilungen gibt, auch wenn sie in der re-
alen Welt keine Bedeutung mehr tragen. So genau kann
niemand messen, noch nicht einmal der Nanotechniker
oder der Femtochemiker.

extrakte/uni-siegen/ 5 .2008 2.8



&
{4
f'l' 7

Al
extrakte

-

Vorstellungen bilden!

Kinder aussehen kénnten. Bestehende Vorstellungen
zu erheben und gezielt zu verandern erfordert eine
guteKenntnisderpsychologischenund padagogischen
Hintergrundtheorien und Methoden. Hier profitiert
die Siegener Mathematikdidaktik von der engen
Verzahnung mit der Arbeitsgruppe Lehr-Lern-
Forschung, in der Wissenschaftler aller Didaktiken und
der Erziehungswissenschaften zusammenarbeiten
(siehe hierzu auch Extrakte Nr.4).

Universitéare Lehrerbildung

Ein solches Bild von Mathematiklernen, das die Ler-
nenden mit ihren Vorstellungen und Erfahrungen
ernst nimmt und Mathematik als ein Fenster zur Welt
versteht, erfordert auch andere Perspektiven auf die
Lehrerbildung (Zur Lehrerbildung im Sekundarstufen-
bereich wurde dies von Rainer Danckwerts in diesem

Universelle Sprache der Natur

Heft ausgefiihrt. S18ff). Lehrkrafte sollen nicht nur
die Mathematik hervorragend kennen und verstehen,
sondern sie missen eben auch die Erfahrungen und
Vorstellungen der Lernenden, sofern dies an der Uni-
versitdt schon moglich ist, sensibel wahrnehmen ler-
nen. Dafuir werden sie friihzeitig mit dem Konzept des
Reflektierens im Spannungsfeld von Mathematik und
Lebenswelt konfrontiert und kénnen bereits in ih-
rem eigenen Lernprozess ihre lebensweltlichen Erfah-
rungen mit der Mathematik abgleichen. Solche Refle-
xionsprozesse selbst zu erleben, hilft den zukiinftigen
Lehrkraften dabei, den Lernenden spater auch ernst-
haft und wertschatzend gegeniiber zu treten.

Interessant sind dabei Dokumente, die die Lehramts-
studierenden im Rahmen einer schriftlichen Arbeit
verfasst haben. Die Aufforderung war, in einem Brief
zu beschreiben, welche Stellen der Mathematik sie
als unlogisch empfinden. Die Vielfalt der Antworten
ist erstaunlich. Da sind zum Beispiel auf einer etwas
anderen Ebene die Probleme, die auch die Kinder mit
der ,hypothetischen Realitat' der Mathematik haben.

+ ,Was bedeutet 1durch 0? Warum geht das nicht?
Ich habe doch eine Torte auf Null Personen also
keinen verteilt. Dann ist die Torte ja noch da."

+ ,Wie kénnen die natirlichen Zahlen (0, 1, 2, ...)
und die ganzen Zahlen (... -2, -1, 0, 1, 2, ...)

gleich viele sein? Es sind doch doppelt so viele
ganze Zahlen wie natdrliche!*

,Eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B ist
endlich lang. Wie kann sie dann unendlich viele
Punkte haben?*

+ ,Gibt es eine Zahl, die eins grof3er ist als unend-
lich? Wenn es sie gdbe, ware dann ,unendlich’
tberhaupt ,unendlich'?*

,Warum ist 0,999... = 1? Es fehlt doch noch ein
unendlich kleines Bisschen bis zur Eins, oder
ist das so wenig, dass man es vernachldssigen
kann?*

+Warum ist Minus mal Minus Plus? Mir fallt kein
anschauliches Beispiel aus dem Alltag ein!"

Aber Sensibilitat alleine reicht nicht aus. Es muss
auch am Inhalt und an den Vorstellungen der Studie-
renden gearbeitet werden. So zeigt sich eben, dass die
Studierenden auch eine Vielzahl von Vorstellungen
kennen missen, die Kinder zu bestimmten mathe-
matischen Gegenstanden potentiell haben kénnen.
Auf diese Weise werden die angehenden Lehrer in die
Lage versetzt zu beobachten und zu beschreiben, wo
die Schillerinnen und Schiiler stehen, um sie dann ge-
zielt fordern zu kdnnen.

Fazit: Der Titel des Beitrages ist in zweifacher Hinsicht
gemeint. Zum einen als Aufforderung Vorstellungen
im Lernprozess zu bilden, zum anderen als Bildungs-
inhalt. Vorstellungen bilden per se — insbesondere
wenn wir in der Lage sind sie als dynamische Gréf3en
in einem Denkgeflige bewusst zu machen.

Verfasser: Katja Lengnink
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